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Préface 


A NAISSANCE DE LA PHYSIQUE QUANTIQUE date d’un siècle et cette 
description des phénomènes physiques, qui a transformé notre vision 

du monde, n’est toujours pas remise en cause, ce qui est exceptionnel 
pour une théorie scientifique. Ses prédictions ont toujours été vérifiées par 
l'expérience avec une précision impressionnante. Les concepts fondamentaux, 
comme les amplitudes de probabilité, les superpositions linéaires d'états, 
qui semblent si étranges pour notre intuition lorsqu'on les rencontre pour 
la première fois, restent toujours essentiels. Une évolution importante 
s’est cependant manifestée au cours des dernières décennies. Les progrès 
spectaculaires des techniques d'observation, des méthodes de manipulation 
des atomes, permettent maintenant de réaliser des expériences si délicates 
qu’elles n'étaient considérées que comme des « expériences de pensée » par 
les pères fondateurs de la mécanique quantique. L'existence de corrélations 
quantiques « non séparables », qui est à la base du « paradoxe » de Einstein- 
Podolsky-Rosen et qui viole les fameuses inégalités de Bell, a pu être confirmée 
expérimentalement avec une grande précision. Les états « intriqués » 
de deux systèmes, qui manifestent de telles corrélations quantiques, sont 
mieux compris, et sont même utilisés pour des applications concrètes, 
comme la cryptographie quantique. L’intrication d’un appareil de mesure 
avec son environnement se révèle une piste intéressante pour une meilleure 
compréhension du processus de mesure. 

Parallèlement à ces progrès conceptuels, on assiste également à une 
invasion de notre monde quotidien par des dispositifs dont le principe de 
fonctionnement repose sur des phénomènes quantiques. Les sources laser qui 
sont utilisées pour la lecture des disques compacts, l’ophtalmologie ou les 
télécommunications optiques, sont basées sur l’amplification de lumière par 
des systèmes atomiques dont les populations sont inversées. La résonance 
magnétique des noyaux des atomes est couramment utilisée dans les hôpitaux 
pour prendre des images de plus en plus précises des organes du corps humain. 
Des millions de transistors sont inclus dans les puces qui permettent à nos 
ordinateurs d'effectuer des opérations à des vitesses prodigieuses. 

Il est donc clair qu’un enseignement moderne de la physique quantique 
doit tenir compte de ces développements, pour donner à l’étudiant ou au 
chercheur qui désire s’instruire une image plus précise des progrès réalisés et 
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pour accroître sa motivation de mieux comprendre des phénomènes physiques 
dont l'importance conceptuelle et pratique est de plus en plus évidente. C’est 
ce défi qu’essaie de relever avec succès Michel Le Bellac dans le présent 
ouvrage. 

Chacun des 14 chapitres de ce livre contient en effet, en plus d’un exposé 
clair et concis des notions de base, de nombreuses discussions présentant des 
développements conceptuels ou expérimentaux très récents, qui permettent 
au lecteur de se faire une idée précise des avancées de la discipline et de 
ses grandes tendances d'évolution. Le chapitre 6 sur les états intriqués 
est bien caractéristique d’un tel choix de présentation. Au lieu de mettre 
l'accent sur les propriétés mathématiques du produit tensoriel de deux espaces 
d'états, ce qui est un peu austère et rébarbatif, ce chapitre préfère centrer la 
discussion sur la notion d’intrication, et introduire de nombreux exemples 
de développements théoriques et expérimentaux (dont certains sont très 
nouveaux) : inégalités de Bell, tests de ces inégalités, en particulier les plus 
récents utilisant la conversion paramétrique, les états GHZ (Greenberger, 
Horne, Zeilinger), la notion de décohérence illustrée par des expériences 
modernes d’électrodynamique quantique en cavité, et qui sera reprise plus 
en détail dans une annexe, la téléportation. Comme on le voit, il est 
difficile d'imaginer une immersion plus complète dans l’un des domaines les 
plus actifs actuellement de la physique quantique. De nombreux exemples 
de présentation moderne peuvent être donnés à propos d’autres chapitres : 
interférences d'ondes de de Broglie réalisées avec des neutrons lents ou des 
atomes refroidis par laser ; microscopie à effet tunnel ; fluctuations du 
champ quantique et effet Casimir ; transformations de jauge non abéliennes ; 
équations de Bloch optiques ; forces radiatives exercées par des faisceaux laser 
sur les atomes ; piège magnéto-optique ; oscillations de Rabi dans le vide d’une 
cavité, etc. 

Je suis vraiment admiratif devant l'effort fait par l’auteur pour donner à 
son lecteur une vision si moderne et si attrayante de la physique quantique. 
Certes, les développement décrits ne peuvent pas toujours être analysés en 
grand détail, et le lecteur devra fournir une effort personnel pour parvenir à 
une compréhension plus approfondie du sujet étudié. Il sera aidé en cela par la 
bibliographie détaillée qu’il trouvera, soit au cours du chapitre sous forme de 
notes en bas de page, soit à la fin de chaque chapitre. Je suis convaincu 
qu'un tel ouvrage permettra une meilleure compréhension de la physique 
quantique et stimulera un plus grand intérêt pour cette discipline aussi 
centrale. Je remercie Michel Le Bellac pour cette contribution importante 
qui va certainement donner une image plus vivante de la physique. 


Claude Cohen-Tannoudji 


Avant-propos 


E LIVRE EST ISSU DE COURS DONNÉS À NICE DANS LES ANNÉES 1970- 

1980, en maîtrise de physique et en DEUG MP deuxième année, 
et plus récemment en licence et en maîtrise de physique. Les dix 
premiers chapitres correspondent à un cours de base de mécanique 
quantique niveau licence et les quatre derniers chapitres peuvent servir 
comme complément de cours en maîtrise, par exemple pour un cours de 
physique atomique. Le livre contient environ 130 exercices de longueur 
et de difficulté variées ; plus des trois quarts de ces exercices ont été 
effectivement utilisés pour des séances de travaux dirigés ou des examens. 
Les corrigés d’une sélection de ces exercices sont disponibles sur le site web 
http://www.inln.cnrs.fr/Institut/ouvrageMLB.html 


En plus des étudiants de second cycle et des Écoles d'Ingénieurs, ce 
livre est susceptible d’intéresser un large public de physiciens : étudiants 
de DEA ou de thèse, chercheurs, enseignants du second degré ou du 
supérieur souhaitant rafraîchir leurs connaissances en physique quantique. 
Il contient des développements récents qui ne figurent pas dans les manuels 
classiques : états intriqués, cryptographie et calcul quantiques, expériences sur 
la décohérence, interaction d’un champ laser avec un atome à deux niveaux, 
fluctuations quantiques du champ électromagnétique, manipulation d’atomes 
par laser, etc., ainsi qu’en annexe un exposé succinct des idées actuelles sur 
la mesure en mécanique quantique. 


L'organisation du livre diffère profondément de celle des textes classiques, 
qui prennent tous comme point de départ l'équation de Schrödinger et 
l’étudient dans diverses configurations, ce qui oblige à exposer les principes 
de base de la mécanique quantique dans un cas qui n’est pas le plus simple et 
a l'inconvénient de masquer ces principes par des calculs souvent fastidieux. 
Je me suis efforcé au contraire de présenter les fondements de la mécanique 
quantique sur les exemples les plus simples et l'équation de Schrödinger 
apparaît seulement au chapitre 9. L'approche suivie consiste à mener jusqu’à 
à son terme la logique qu'avait adoptée Feynman (Feynman et al. [1965]) : 
développer au maximum une approche algébrique et exploiter les symétries, 
en présentant la mécanique quantique dans son cadre autonome, sans faire 
référence à la physique classique. Cette logique a de nombreux avantages. 
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e L'approche algébrique permet de traiter des problèmes simples dans des 
espaces de dimension finie, par exemple de dimension deux : polarisation 
d’un photon, spin 1/2, atome à deux niveaux... 


e Cette approche permet d’énoncer de la façon la plus claire les postulats 
de la mécanique quantique, en séparant ce qui est fondamental de ce 
qui ne l’est pas (par exemple le principe de correspondance n’est pas un 
postulat fondamental). 


è L'exploitation des propriétés de symétrie permet l'introduction la plus 
générale des grandeurs physiques fondamentales : impulsion, moment 
angulaire... comme générateurs infinitésimaux de ces symétries, sans 
faire appel au principe de correspondance et à un analogue classique. 


e Un dernier avantage est que le lecteur qui souhaite s'initier aux 
développements récents de l'information quantique peut se limiter aux 
six premiers chapitres. On peut parfaitement comprendre les bases 
de la cryptographie quantique sans être passé au préalable par le 
développement de la fonction d'onde en harmoniques sphériques et la 
résolution de l'équation de Schrödinger dans un potentiel central ! 


Les aspects pédagogiques ont fait l’objet d’une attention particulière. La 
progression des chapitres a été soigneusement étudiée, les premiers chapitres 
utilisant uniquement les espaces de dimension finie ; c’est seulement une fois 
les bases acquises que l’on passe au cas général à partir du chapitre 7, tandis 
que les chapitres 11 à 14 et les annexes font appel à des techniques plus 
avancées qui pourront intéresser les physiciens professionnels. Un effort a été 
porté sur le vocabulaire, afin d'éviter certaines expressions historiquement 
datées et qui peuvent être un obstacle à la compréhension de la mécanique 
quantique : suivant la modernisation du vocabulaire préconisée par Lévy- 
Leblond, « grandeur physique » est utilisé au lieu d’« observable », « inégalité 
de Heisenberg » au lieu de « principe d'incertitude », des expressions comme 
« complémentarité » ou « dualité onde-corpuscule » ont été évitées, ete. 
Les chapitres clés du livre, c’est-à-dire ceux qui divergent de la façon la 
plus évidente de l'exposé traditionnel, sont les chapitres 3, 4, 5, 6, et 8. 
Le chapitre 3 introduit l’espace des états sur l’exemple de la polarisation 
des photons et montre comment passer d’une amplitude ondulatoire à une 
amplitude de probabilité. Le spin 1/2 introduit d'emblée le lecteur à un 
problème sans analogue classique (ou si peu. ..). Les propriétés essentielles 
du spin 1/2 (algèbre des matrices de Pauli, matrices de rotation...) sont 
obtenues à partir des deux seules hypothèses : (1) la dimension deux de 
l’espace des états ; (2) l’invariance par rotation. La précession de Larmor 
du spin quantique permet d'introduire l'équation d’évolution. Ce chapitre 
prépare le lecteur à l'énoncé des postulats de la mécanique quantique au 


1. J.-M. Lévy-Leblond « Mots et maux de la physique quantique » Bull. U. Phys. 816, 
1129 (1999). 
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chapitre suivant : il lui est possible dans chaque cas d'illustrer ces postulats de 
façon concrète en revenant aux exemples du chapitre 3. La distinction entre 
le cadre conceptuel général de la mécanique quantique et la modélisation 
d’un problème concret est soigneusement expliquée. Le chapitre 5 met en 
pratique la mécanique quantique sur des applications simples et physiquement 
importantes, dans le cas de systèmes dont le nombre de niveaux est fini, avec 
comme cas particulier la diagonalisation d’un hamiltonien en présence d’une 
symétrie périodique. Ce chapitre introduit également sur l’exemple de la 
molécule d’ammoniac l'interaction d’un système à deux niveaux atomique ou 
moléculaire avec un champ électromagnétique et les notions fondamentales 
d'émission et d'absorption. 


Le chapitre 6 est consacré aux états intriqués. On s’est rendu compte de 
l'importance de ces états depuis le début des années 1980, mais ils sont ignorés 
par la plupart des manuels, à l’exception notable de celui de Basdevant et 
Dalibard [2001]. Ce chapitre traite aussi bien des applications fondamentales : 
inégalités de Bell, interférences à deux photons, théorie de la mesure, que des 
applications concrètes potentielles à l'information quantique. Le chapitre 8 a 
comme objectif l’étude des symétries à partir du théorème de Wigner, qui 
est généralement ignoré des manuels malgré son importance cruciale. La 
symétrie de rotation permet de définir le moment angulaire comme générateur 
infinitésimal, et de démontrer immédiatement les relations de commutation 
de J'en soulignant leur origine géométrique. Les relations de commutation 
canoniques de X et P sont déduites de l'identification de l'impulsion comme 
générateur infinitésimal des translations. Enfin, on obtient la forme la plus 
générale du hamiltonien compatible avec l’invariance galiléenne, moyennant 
une hypothèse sur la loi de transformation de la vitesse. Ce hamiltonien sera 
réinterprété ultérieurement dans le cadre de l’invariance de jauge locale. 


Les autres chapitres peuvent se résumer comme suit. Le chapitre 1 
poursuit un triple objectif : (1) introduire des notions de base de physique 
microscopique auxquelles il sera fait appel dans la suite du livre ; (2) introduire 
le comportement des particules quantiques, la conventionnelle « dualité onde- 
corpuscule » ; (3) à l’aide de l’atome de Bohr, expliquer simplement la notion 
de niveau d’énergie et de spectre de niveaux. Le chapitre 2 présente les 
notions essentielles sur l’espace de Hilbert dans le cas de la dimension finie. Le 
chapitre 7 donne quelques indications sur les espaces de Hilbert de dimension 
infinie ; le but n’est évidemment pas de traiter les mathématiques de façon 
rigoureuse, mais de prévenir le lecteur de certaines difficultés de la dimension 
infinie. 

Les six derniers chapitres sont consacrés à des applications plus classiques. 
Le chapitre 9 présente la mécanique ondulatoire et ses applications usuelles 
(effet tunnel, états liés du puits carré, potentiel périodique...). Les relations 
de commutation du moment angulaire ayant été établies au chapitre 8, le 
chapitre 10 débute par la construction des états propres de J? et J, et se 
termine par le théorème de Wigner-Eckart pour les opérateurs vectoriels. 
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Le chapitre 11 développe la théorie de l’oscillateur harmonique et celle du 
mouvement dans un champ magnétique constant, ce qui est l’occasion de 
donner quelques explications sur l’invariance de jauge locale. Une section 
importante traite des champs quantifiés : champ de vibrations et phonons, 
champ électromagnétique et ses fluctuations quantiques. Les chapitres 12 et 13 
sont consacrés à la diffusion et aux particules identiques. Enfin le chapitre 14 
est une brève introduction à la physique de l’atome à un électron, l'objectif 
principal étant de calculer les forces sur un atome à deux niveaux placé dans 
le champ d’un laser et d’en discuter les applications, dont le refroidissement 
Doppler et les pièges magnéto-optiques. 

Les annexes contiennent des sujets qui sont techniquement un peu plus 
exigeants. La démonstration du théorème de Wigner et l’opération de 
renversement du sens du temps sont expliquées en détail. Des compléments 
sur la théorie et les expériences sur la décohérence et une discussion des idées 
actuelles sur la mesure se trouvent dans l'annexe B. Enfin l’annexe C contient 
une discussion de la méthode de Wigner et Weisskopf pour les états instables. 
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Bernardet et de Fabrice Mortessagne, qui m’a initié à XFIG et installé le 
logiciel, a été décisive dans la réalisation des figures, et je tiens à remercier 
Christian Taggiasco pour sa compétence et sa disponibilité dans l'installation 
et la maintenance de l’ensemble des logiciels nécessaires. Enfin ce livre n'aurait 
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Chapitre 1 


Introduction 


E PREMIER OBJECTIF DE CE CHAPITRE est d'exposer succinctement 
L quelques notions de base sur l’organisation de la matière, en reprenant 
et en précisant les acquis de cours de physique (et de chimie) antérieurs, et 
en particulier les notions de physique microscopique ; il s'agira d’un survol, 
et la grande majorité des énoncés seront donnés sans démonstration et sans 
discussion détaillée. Le deuxième objectif est de décrire brièvement quelques 
étapes cruciales des débuts de la physique quantique ; nous ne suivrons pas 
l’ordre historique strict, ni les arguments qu’utilisèrent au début du siècle 
dernier les pères fondateurs de la mécanique quantique, mais nous insisterons 
plutôt sur les concepts qui nous serviront par la suite. Le troisième objectif 
est d'introduire des notions de base, comme celles de particule quantique ou 
de niveau d'énergie, qui reviendront de façon récurrente tout au long du livre. 
Nous nous appuierons sur la théorie de Bohr, qui permet d’expliquer de façon 
simple, sinon convaincante, la notion de quantification des niveaux d'énergie 
et le spectre de l’atome d'hydrogène. Ce chapitre est à relire ultérieurement, 
lorsque les bases de la mécanique quantique auront été explicitées et illustrées 
par des exemples. D'un point de vue pratique, il est possible de sauter 
en première lecture les considérations générales des sections 1 et 2 et de 
commencer ce chapitre par la section 3, quitte à revenir ultérieurement aux 
deux premières sections lorsqu'il sera fait appel aux notions qui y ont été 
introduites. 


1.1 Structure de la matière 
1.1.1 Échelles de longueur : de la cosmologie 
aux particules élémentaires 


Le tableau 1.1 donne l’ordre de grandeur en mètres des dimeusions 
de quelques objets typiques, en partant des dimensions de l’Univers pour 
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TAB. 1.1 — Ordres de grandeur de quelques distances typiques en m. 


Univers rayon de la | distance rayon de | homme Es 
connu Galaxie Terre-Soleil | la Terre 

1.3 x 10% | ~5x10° [LE %x T0 6.4 x 10° | = 1.7 0.01 à 0.001 
bactérie virus HIV fullerène atome noyau de | proton 

E. Coli Cso plomb 


~2x107ê | 1.1 x107” 


0.7x10? | x107 | 7x107" [0.8 x107” 


descendre à celles de la physique subatomique. Une unité de longueur 
commode pour les distances astrophysiques est l’année-lumière : 1 année- 
lumière = 0.95 x 10/$m. Les sous-multiples du mètre utiles en physique 
microscopique sont le micromètre : 1 um= 10-6m, le nanomètre : 1 nm = 
10-%m, et le femtomètre (ou fermi) : 1 fm= 10-$m. L’exploration des 
objets à l’échelle microscopique se fait souvent à l’aide d’un rayonnement 
électromagnétique! dont la longueur d’onde est de l’ordre de grandeur des 
dimensions caractéristiques de l’objet à étudier (observation au microscope, 
aux rayons X...). On sait en effet que la limite de résolution est fixée par 
la longueur d’onde utilisée : quelques fractions de um pour un microscope 
utilisant de la lumière visible, quelques fractions de nanomètre pour des 
rayons X. La gamme des longueurs d’onde du rayonnement électromagnétique 
(infra-rouge, visible, ...) est résumée dans la figure 1.1. 


E (eV) 


FIG. 1.1 — Longueur d’onde de rayonnements électromagnétiques et énergie des 
photons correspondants. Les frontières entre les différents types de rayonnement 
(par exemple la frontière entre les rayons y et les rayons X) ne sont pas définies 
de façon stricte. Un photon d'énergie E = 1 eV a une longueur d’onde À = 1.24 x 
107% m, une fréquence v = 2.42 x 10!* Hz et une fréquence angulaire w = 1.52 x 
10! rad.s”!. 


1. D'autres techniques d’exploration sont la diffusion de neutrons (exercice 1.6.4), la 
microscopie électronique, la microscopie à effet tunnel (8 9.4.2) etc. 
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1.1.2 États de la matière 


Nous serons particulièrement intéressés par les phénomènes à l’échelle 
microscopique, et il est utile de rappeler quelques notions élémentaires sur 
la description microscopique de la matière. La matière peut se présenter 
sous deux formes : une forme ordonnée, le solide cristallin, et une forme non 
ordonnée, liquide, gaz, solide amorphe. 

Le solide cristallin présente un ordre à longue distance. La figure 1.2 donne 
l’exemple de la structure microscopique du chlorure de sodium. On constate 
que le motif du cristal se répète avec une périodicité { = 0.56 nm, la maille du 
cristal. Partant d’un ion chlore ou d’un ion sodium, et suivant une des arêtes 
de la structure cubique, on retrouvera un ion chlore ou un ion sodium à une 
distance n x 0.56 nm où n est un nombre entier : c’est ce que l’on appelle un 
ordre à longue distance. 


F1G. 1.2 — Arrangement des atomes dans le cristal de chlorure de sodium. Les ions 
chlore CI” sont plus gros que les ions sodium Nat. 


Les liquides, les gaz et les solides amorphes ne possèdent pas d'ordre 
à longue distance. Prenons l’exemple d’un liquide monoatomique, celui de 
l’argon liquide. En première approximation, les atomes d’argon peuvent être 
représentés par des sphères impénétrables de diamètre o = 0.36nm. La 
figure 1.3 représente schématiquement une configuration des atomes pour un 
liquide où les sphères sont pratiquement en contact, mais sont disposées de 
façon désordonnée. Partant du centre d’un atome pris comme origine, la 
probabilité p(r) de trouver le centre d’un autre atome à une distance r de ce 
centre sera pratiquement nulle tant que r < ø. Cette probabilité deviendra 
au contraire maximale pour r = 20 et oscillera ensuite pour se stabiliser à une 
constante, alors que dans le cas d’un solide cristallin, la fonction p(r) présente 
des pics quelle que soit la distance à l’origine. L’argon gazeux possède le même 
type de configuration que le liquide, la seule différence étant que les atomes 
sont beaucoup plus éloignés les uns des autres. Toutefois la différence entre 
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p(r) 


FIG. 1.3 — (a) Arrangement des atomes dans l’argon liquide. (b) Probabilité p(r) 
pour un liquide (tirets) et pour un gaz (trait continu). (c) Probabilité p(r) pour un 
cristal simple. 


gaz et liquide disparaît au point critique, et on peut passer continûment du 
gaz au liquide ou inversement en contournant le point critique, alors qu’un 
tel passage continu est impossible vers un solide, parce que le type d’ordre est 
qualitativement différent. 

Nous avons pris comme exemple un gaz monoatomique, mais en général 
la brique de base est une combinaison d’atomes, la molécule: No, O2, H20 
etc. Certaines molécules comme les protéines peuvent contenir des milliers 
d’atomes ; par exemple le poids moléculaire de l’hémoglobine est de l’ordre 
de 64000. Une réaction chimique est un réarrangement d’atomes : les atomes 
des molécules initiales se redistribuent pour donner les molécules finales 


H> + Cle — 2HCI 


L’atome est composé d’un noyau atomique (ou simplement noyau) chargé 
positivement et d'électrons chargés négativement. Plus de 99.9 % de la masse 
de l’atome se trouve dans le noyau atomique, car le rapport de la masse de 
l’électron Me à celle du proton Mp est Me/Mp ~ 1/1836. L’atome est de dix 
à cent mille fois plus gros que le noyau : la dimension typique d’un atome? 
est 1 À (1 À = 1071 m = 0.1 nm), celle d’un noyau de quelques fermis (ou 
femtomètres). 

Un noyau atomique est formé de protons et de neutrons, les premiers 
chargés électriquement et les seconds neutre ; les masses du proton et du 
neutron sont identiques à 0.1 % près, et on pourra souvent négliger cette 
différence de masse. Le numéro atomique Z est le nombre de protons du noyau, 
et aussi le nombre d'électrons de l’atome correspondant, de façon à assurer 
sa neutralité électrique. Le nombre de masse A est le nombre de protons 
plus le nombre de neutrons N : A = Z + N. Les protons et les neutrons 


2. Nous continuerons à utiliser l'Angstrôm, qui est typique de la dimension atomique, 
de préférence au nm. Par un hasard (?) heureux, le symbole fm peut aussi bien désigner le 
femtomètre que le fermi, unité de longueur des physiciens nucléaires. 
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sont appelés collectivement nucléons. Les réactions nucléaires sont pour les 
protons et les neutrons l’analogue des réactions chimiques pour les atomes : 
une réaction nucléaire est une redistribution des protons et des neutrons dans 
des noyaux différents des noyaux initiaux, de même qu’une réaction chimique 
est une redistribution des atomes dans des molécules différentes des molécules 
initiales. Un exemple de réaction nucléaire est la réaction de fusion des noyaux 
de deuterium (24 : un proton + un neutron) et de tritium (°H : un proton + 
deux neutrons) pour donner un noyau d’helium{ (tHe : deux protons + deux 
neutrons) et un neutron libre 


2H + SH — “He +n + 17.6 MeV 


La réaction dégage une énergie de 17.6 MeV et pourrait être utilisée dans 
un futur (probablement lointain) pour produire de l’énergie à grande échelle, 
l'énergie de fusion. 


Dans la composition de l’atome en noyau et électrons, de même que dans 
celle du noyau en protons et neutrons, un concept important est celui d'énergie 
de liaison. Considérons un objet stable C formé de deux objets À et B : C'est 
appelé état lié de À et B. La désintégration Č — A + B ne sera pas possible 
si la masse mo de C est inférieure à la somme des masses ma et mg de À et 
de B, c’est-à-dire si l'énergie de liaison? Ez 


Er = (ma + mg — mc) (1.1) 


est positive ; c est la vitesse de la lumière. Ezr est l’énergie qu'il faut fournir 
pour dissocier C en À + B. En physique atomique, cette énergie est appelée 
énergie d’ionisation : c’est l’énergie nécessaire pour dissocier un atome en un 
ion positif et un électron, ou, en d’autres termes, pour arracher un électron 
à l'atome. Pour les molécules, EZ est l’énergie de dissociation, ou l'énergie 
nécessaire pour dissocier la molécule en atomes. Une particule ou un noyau 
instable dans une certaine configuration peut parfaitement être stable dans 
une autre configuration. Le neutron libre (n), par exemple, est instable : 
en un temps d’une quinzaine de minutes en moyenne, il se désintègre en 
un proton (p), un électron (e) et un antineutrino électronique (Ve), ce qui 
correspond à la désintégration de base de la radioactivité 5 


n? = pt +e +T? (1.2) 


3. En raison de la célèbre relation d’Einstein E = mc?, ou tout simplement par analyse 


dimensionnelle, on peut relier masse et énergie et exprimer par exemple les masses en J/c? 
ou en eV/c?. 
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où nous avons indiqué en exposant la charge des particules. Cette 
désintégration est possible, car les masses‘ des particules dans (1.2) vérifient 


ME > (Mp + Me + mre 


Mn © 939.5MeV/c? mp © 938.3MeV/¢? me~ 0.51MeV/c mp, ~0 


En revanche le neutron ne se désintègre pas dans les noyaux atomiques stables, 
par exemple dans le noyau deuterium, ou deutéron, (24), car 


magcc? ~ 1875.6 MeV/c? < (2m, + Me + my, )c? ~ 1878.3 MeV /c? 


et la désintégration 
2H — 2p+e +T. 


est impossible : le deutéron est un état lié proton-neutron. 


1.1.3 Constituants élémentaires 


Nous avons décomposé les molécules en atomes, les atomes en électrons et 
noyaux, les noyaux en protons et neutrons. Peut-on aller encore plus loin, par 
exemple décomposer le proton ou électron en constituants plus élémentaires ? 
Peut-on dire par exemple à partir de (1.2) que le neutron est « formé » d’un 
proton, d’un électron et d’un antineutrino ? Un argument simple fondé sur 
les inégalités de Heisenberg montre que l’électron ne peut pas préexister dans 
le neutron (exercice 9.7.4), et qu’il est créé au moment de la désintégration : 
on ne peut donc pas dire que le neutron est « composé » d’un proton, d’un 
électron et d’un neutrino. On pourrait aussi penser à « casser » un proton 
ou un neutron en des composants plus élémentaires, en les bombardant par 
des particules énergiques, et répéter ce qui se passe par exemple quand on 
bombarde un deutéron avec des électrons de quelques MeV 


e+’H—e+p+n 


Le deutéron 2H a été cassé en ses constituants, un proton et un neutron. 
L'histoire ne se répète pas lorsque l’on bombarde un proton avec des électrons. 
Pour des électrons peu énergiques, les collisions sont élastiques 


e+p—e+p 


mais pour des électrons d'énergie suffisante (quelques centaines de MeV), au 
lieu de casser le proton, on crée d’autres particules, par exemple dans des 


4. Trois expériences récentes : S. Fukuda et al. (SuperKamiokande Collaboration) Phys. 
Rev. Lett. 86, 5651 (2001), Q. Ahmad et al. (SNO Collaboration) Phys. Rev. Lett. 
87, 071301 (2001) et K. Eguchi et al. (Kamland Collaboration) Phys. Rev. Lett. 90, 
021802 (2003) montrent de façon convaincante que la masse du neutrino est non nulle, 
probablement de l’ordre de 107? eV/c? : cf. l'exercice 4.3.6 sur les oscillations neutrinos. 
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TAB. 1.2 — Les particules de matière. Les charges électriques sont mesurées en 
unités de la charge du proton. 

lepton q = —1 | neutrino q =0 | quark q = 2/3 | quark q = —1/3 
famille 1 | électron neutrinoe quark up quark down 


famille 2 quark étrange 


famille 3 | tau neutrino, quark top 


réactions du type 


e+p—>e+p+n’ 
e+p—et+tn+rt +7 
e+p—e+Kt+A 


où les mésons m et K et l’hypéron A? sont de nouvelles particules, dont la 
nature importe peu ici. Le point crucial est qu’elles ne sont pas présentes 
initialement dans le proton, mais qu’elles sont créées au moment de la réaction. 

Il arrive donc un moment où il ne semble plus possible de décomposer 
la matière en constituants de plus en plus élémentaires. On peut alors se 
poser la question suivante : quel est le critère d’élémentarité ? Le point de 
vue actuel est d'appeler élémentaires les particules qui apparaissent comme 
ponctuelles dans leurs interactions avec d’autres particules. Avec ce point de 
vue, l’électron, le neutrino et le photon sont élémentaires, tandis que le proton 
et le neutron sont « composés » de quarks : les guillemets sont importants, 
car les quarks n'existent pas à l’état libreÿ, et cette « composition » du proton 
en quarks est tout à fait différente de la composition du deutéron en proton 
et neutron. Il existe seulement des preuves indirectes (mais convaincantes !) 
de cette composition en quarks. 

Dans l’état actuel de nos connaissances", il existe trois familles de 
particules élémentaires, ou « particules de matere » de spin 1/27. Le 
tableau 1.2 en donne la liste ; la charge électrique q est exprimée en unités 
de la charge du proton. Chaque famille se compose de leptons et de quarks, 
et à chaque particule correspond une antiparticule de charge opposée. Les 
leptons de la première famille sont l’électron et son antiparticule le positron 
et, ainsi que le neutrino électronique ve et son antiparticule l’antineutrino 
électronique Te, et les quarks de cette famille sont le quark « up » (u) de charge 
2/3 et le quark « down » (d) de charge -1/3, avec bien sûr les antiquarks % 
et d correspondants, de charge -2/3 et 1/3 respectivement. Le proton est 


6: 


5. Ce qui fait que la notion de « masse » d’un quark est une notion complexe, du moins 
pour les quarks dits « légers », up, down et étrange. On retrouve une masse (presque) 
usuelle pour les quarks lourds b et t. 

6. Il existe un argument très fort pour limiter à trois ce nombre de familles : des 
expériences au CERN ont montré en 1992 que le nombre de familles était limité à trois, à 
condition que les neutrinos aient une masse inférieure à 45 GeV /c?. La valeur expérimentale 
actuelle du nombre de familles est de 2.984 + 0.008. 

7. Le spin 1/2 est défini au chapitre 3 et le spin en général au chapitre 10. 
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une combinaison uud et le neutron une combinaison udd. Cette première 
famille suffit à notre vie courante, puisqu'elle permet de fabriquer la matière 
ordinaire, le neutrino étant indispensable dans le cycle des réactions nucléaires 
assurant la bonne marche du Soleil. Si l’existence de la première famille peut 
se justifier par un argument anthropocentrique (si elle n’existait pas, nous ne 
serions pas là pour en parler !) la raison d’être des deux autres familles reste 
aujourd’hui tout à fait mystérieuse. 

À ces particules, il faut ajouter celles qui « transportent les interactions » : 
le photon pour les interactions électromagnétiques, les bosons W et Z pour 
les interactions faibles, les gluons pour les interactions fortes et le graviton 
pour les interactions gravitationnelles®, ce qui nous amène naturellement à 
présenter ces interactions. 


1.1.4 Interactions (ou forces) fondamentales 


On distingue quatre!? types d'interactions (ou de forces) fondamentales : 
fortes, électromagnétiques, faibles et gravitationnelles. Les interactions 
électromagnétiques sont celles qui vont jouer un rôle majeur dans ce livre : ce 
sont elles qui régissent le comportement des atomes, des molécules, des solides, 
etc. Les forces électriques de la loi de Coulomb sont dominantes : rappelons 
que si une charge q est immobile à l’origine des coordonnées, la force sur une 
charge immobile q’ située en un point f est 


où ° est le vecteur unitairell F/r,r = |F] et £o la permittivité du vide. Si les 
charges sont en mouvement avec une vitesse v, on doit aussi tenir compte des 
forces magnétiques, mais celles-ci sont plus faibles que la force de Coulomb 
par un facteur ~ (v/c)?. Pour les électrons des couches externes, (v/c)? ~ 
(1/137)? & 1, mais, compte tenu de la très grande précision des expériences de 
physique atomique, les forces magnétiques sont facilement mises en évidence 
dans des phénomènes comme la structure fine ou l'effet Zeeman ($ 14.2.3). La 


8. cf. la célèbre interrogation de Pauli: « Who ordered the muon? » Cependant on sait 
que chaque famille doit être complète : ainsi l'existence du quark top et sa masse ont été 
prédites plusieurs années avant sa découverte expérimentale en 1994. En raison de sa masse 
élevée, environ 175 fois la masse du proton, il a fallu attendre la construction du Tevatron 
aux USA pour le produire. 

9. En toute rigueur, les interactions électromagnétiques et les interactions faibles sont 
maintenant unifiées en interactions électrofaibles ; le gluon, tout comme les quarks, n'existe 
pas à l’état libre. Enfin l'existence du graviton est pour le moment hypothétique : on n’a 
même pas encore détecté sur la Terre sa version classique, les ondes gravitationnelles. 

10. La « cinquième force » revient périodiquement sur le devant de la scène, mais elle 
disparaît tout aussi périodiquement ! 

11. Nous utiliserons systématiquement la notation f, À, p etc. pour les vecteurs unitaires 
de l’espace ordinaire. 
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force de Coulomb (1.3) est caractérisée par : 


e la forme de la loi de force en 1/r? : la loi de force est dite à longue 
portée ; 


e l'intensité de la force mesurée par une constante de couplage gg'/(4xeo). 


Le point de vue moderne, celui de la théorie quantique des champs, est que 
les forces électromagnétiques sont dues à l’échange de photons « virtuels »!2 
entre particules chargées. La théorie quantique des champs résulte du mariage 
(conflictuel #!) entre la mécanique quantique et la relativité restreinte. Les 
interactions entre atomes ou entre molécules sont représentées par des forces 
effectives, par exemple les forces de van der Waals (exercice 14.5.1). Ces 
forces n’ont pas de caractère fondamental car elles se déduisent de la force de 
Coulomb : c’est le déguisement sous lequel apparaît la force de Coulomb pour 
des sytèmes complexes électriquement neutres. 

Les interactions fortes sont responsables de la cohésion du noyau atomique. 
Contrairement à la force de Coulomb, elles décroissent exponentiellement en 
fonction de la distance, suivant une loi en exp(—r/ro)/r?, avec ro ~ 1fm : 
on dit que ce sont des forces à courte portée. Pour r < ro, elles sont très 
intenses, et telles que les énergies caractéristiques dans un noyau sont de 
l’ordre du MeV, alors qu'elles sont de l’ordre de l’eV dans un atome pour 
les électrons des couches externes. En réalité, les forces entre nucléons ne 
sont pas des forces de type fondamental, car les nucléons sont, on l’a vu, des 
particules composées. Les forces entre nucléons sont l’analogue des forces de 
van der Waals pour les atomes, et les forces fondamentales sont les forces entre 
quarks. Cependant, la relation quantitative qui relie les forces entre nucléons 
et les forces entre quarks est encore loin d’être comprise. Le gluon, particule 
de masse nulle et de spin 1 comme le photon, joue pour les interactions fortes 
le rôle que joue le photon pour les interactions électromagnétiques. La charge 
est remplacée par une propriété appelée par convention couleur, et la théorie 
des interactions fortes est appelée pour cette raison la chromodynamique. 


Les interactions faibles sont responsables de la radioactivité 5 
(Z,N)—(Z+IN-1D+e +7 (1.4) 
dont un cas particulier est (1.2) qui s’écrit avec les notations de (1.4) 
(0,1) — (1,0) +67 +7 


mê interactions for interactions faibles sont à r 
De même que les int tions fortes, les interactions faibles sont à courte 
portée, mais, comme l'indique leur nom, elles sont beaucoup moins intenses. 


12. Ce terme sera expliqué au § 4.2.4. 

13. La combinaison de la mécanique quantique et de la relativité restreinte conduit 
à des résultats infinis, et ces infinités doivent être contrôlées par une procédure appelée 
renormalisation, qui n’a vraiment été comprise et justifiée que dans les années 1970. 
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Les vecteurs des interactions faibles sont les bosons de spin 1 chargés W*+ 
et neutre Z°, dont les masses sont respectivement 82 MeV/c? et 91 MeV/c?, 
environ 100 fois la masse du proton. Les leptons, les quarks, les bosons de 
spin 1 (ou bosons de jauge) : photon, gluons, bosons WF et Z1, ainsi qu'une 
particule hypothétique de spin 0, à l’origine de la masse des particules, le 
boson de Higgs, sont les particules du modèle standard de la physique des 
particules, qui a été testé expérimentalement avec une précision supérieure à 
0.1 % au cours de ces dix dernières années. 


Enfin les interactions gravitationnelles, toujours attractives contrairement 
aux interactions coulombiennes, ont la forme bien connue entre deux masses m 
et m’ 


(1.5) 


où les notations sont identiques à celles de (1.2) et où G est la constante de 
gravitation. La loi de force (1.5), est, comme la loi de Coulomb, une loi à 
longue portée, et on peut comparer directement les forces de gravitation et de 
Coulomb entre un électron et un proton, puisque la forme de la loi de force 


est la même 
Fc _{ 1 39 
= —— | = 10 
For. ATEQ GMeMp 


Dans un atome d'hydrogène, la force de gravitation est négligeable, et de 
façon générale, la force de gravitation sera totalement négligeable pour 
tous les phénomènes de physique atomique, moléculaire ou du solide. La 
relativité générale, théorie relativiste de la gravitation, prédit existence 
d'ondes gravitationnelles!# qui sont pour la gravitation l’analogue des ondes 
électromagnétiques, tandis que le graviton, particule de spin 2 et de masse 
nulle, est l’analogue du photon. Toutefois il n’existe pas aujourd’hui de théorie 
quantique de la gravitation. Concilier la mécanique quantique et la relativité 
générale, expliquer l’origine de la masse et des trois familles de particules 
constituent les défis majeurs de la physique théorique du XXI° siècle. 


Comme résumé de cette présentation des constituants élémentaires et 
des forces, on retiendra qu’il existe trois familles de particules de matière, 
comprenant des leptons et des quarks, et que les vecteurs des forces sont le 
photon pour les interactions électromagnétiques, le gluon pour les interaction 
fortes, les bosons W et Z pour les interactions faibles, et enfin l’hypothétique 
graviton pour les interactions gravitationnelles. 


14. Les preuves de l’existence des ondes gravitationnelles sont pour le moment indirectes : 
elles résultent de l’observation de pulsars (étoiles à neutrons) binaires. Ces ondes pourraient 
être détectées prochainement sur Terre dans les expériences VIRGO et LIGO. L'observation 
du graviton est probablement repoussée à un futur très lointain. 
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1.2 Physique classique et physique quantique 


Avant d'introduire la physique quantique, résumons brièvement les 
fondements de la physique classique. La physique classique comporte trois 
branches principales, qui ont chacune diverses ramifications. 


1. La première branche est la mécanique, dont la loi fondamentale est la loi 
de Newton, ou loi fondamentale de la dynamique, donnant la force F sur 
une particule ponctuelle de masse m en fonction de la dérivée par rapport au 
temps de son impulsion ÿ 


PaT (1.6) 


Sous cette forme, l'équation fondamentale de la dynamique survit aux 
modifications apportées par Einstein en 1905 avec la relativité restreinte, à 
condition d'utiliser l'expression relativiste de l’impulsion en fonction de la 
vitesse ©, de la masse m de la particule et de la vitesse de la lumière c 


5 mÜ 
P = -r 
4/1 -— v2/c? 
2. La deuxième branche est l’électromagnétisme, résumé dans les quatre 
équations de Maxwell donnant le champ électrique Æ et le champ 


magnétique B en fonction des densités de charge pem et de courant Jem, 
appelées sources du champ électromagnétique 


(LT) 


ne VxË= (1.8) 
= à _ Pem 2© z_ OË Le 
ÿ.E = 2e PF x EE Te + Pen (1.9) 


De ces équations, on déduit la propagation d’ondes électromagnétiques dans 
le vide à la vitesse de la lumière 


1 8? À JE 
(a-v) (1.10) 


Ceci fait le lien avec l’optique, qui devient un cas particulier de 
l’électromagnétisme. Le lien entre 1 et 2 est fourni par la loi de Lorentz 
donnant la force sur une particule de charge q et de vitesse ü 


F=q(E +5 x B) (1.11) 


3. La troisième branche est la thermodynamique, qui se déduit du second 
principel5: il n'existe pas de dispositif fonctionnant suivant un cycle dont le 


15. Le premier principe n’est autre que la conservation de l’énergie, quant au troisième, 
il est fondamentalement d’origine quantique. 
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seul effet serait de fournir du travail à partir d’une source de chaleur unique. 
À partir du second principe, on déduit la notion d’entropie, dont découle toute 
la thermodynamique classique. L'origine microscopique du second principe a 
été comprise à la fin du XIX® siècle par Boltzmann et Gibbs, qui ont pu relier ce 
principe au fait qu’un échantillon de matière macroscopique est composé d’un 
nombre énorme (~ 1023) d’atomes, ce qui permet d’utiliser des raisonnements 
probabilistes à la base de la mécanique statistique. Le résultat principal de la 
mécanique statistique est la loi de Boltzmann : la probabilité p(E) pour qu’un 
système physique en équilibre à la température absolue T ait l'énergie! E 
comprend un facteur, le « poids de Boltzmann > pg(E) 


pa(E) = exp (-5) = exp(—-6E) (1.12) 
B 

où kg est la constante de Boltzmann (la constante R des gaz parfaits divisée 
par le nombre d’Avogadro), et nous avons introduit la notation usuelle 8 = 
1/(kBT). Cependant la mécanique statistique classique n’est pas en fait une 
théorie cohérente, et il faut parfois se livrer à des acrobaties pour obtenir des 
résultats sensés, par exemple pour l’entropie d’un gaz parfait. La physique 
quantique lève toutes ces difficultés. 


4. En toute rigueur il faut ajouter une quatrième branche à la physique 
classique. En effet, la théorie relativiste de la gravitation n’est pas incluse 
dans le cadre précédent : cette théorie est la relativité générale, qui est une 
description géométrique, où les forces de gravitation sont reliées à la courbure 
de l’espace-temps. 


Nous avons décrit dans (1.6)-(1.11) les lois fondamentales de la physique 
classique, qui se résument donc à sept équations en tout et pour tout ! Le 
lecteur pourra se demander ce que sont devenues les multiples autres lois qu’il 
a rencontrées : loi d’'Ohm, loi de Hooke, lois de la dynamique des fluides, 
etc. Certaines de ces lois se déduisent directement des lois fondamentales : 
ainsi la loi de Coulomb est une conséquence des équations de Maxwell et de 
la force de Lorentz (1.11) pour des charges statiques, l’équation d’Euler pour 
les fluides parfaits une conséquence de la loi fondamentale de la dynamique. 
D'autres lois sont des lois!” phénoménologiques, qui n’ont pas une validité 
universelle, contrairement aux lois fondamentales : par exemple certains 
milieux n'obéissent pas à la loi d’Ohm, la relation entre l'induction D et le 
champ électrique D = eË (pour un milieu isotrope) est en défaut quand 
le champ électrique devient grand, ce qui donne lieu aux phénomènes de 
l’optique non-linéaire, la loi de Hooke n’est plus valable si la tension devient 
trop importante, etc. La mécanique du solide, l’élasticité ou la mécanique des 


16. La probabilité p(Æ) est le produit de pp (E) (1.12) et d’un facteur D(E), la « densité 
des niveaux d'énergie », qui en physique classique s'obtient par une intégration sur l’espace 
de phase : voir note 21. Le calcul quantique de la densité de niveaux est décrit au § 9.6.2. 

17. Bien souvent une loi phénoménologique n’est pas autre chose que le premier terme 
d’un développement de Taylor ! 
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fluides découlent de (1.6) et de diverses lois phénoménologiques, comme la 
loi qui relie en mécanique des fluides force, gradient de vitesse et viscosité. Il 
importe de bien faire la distinction entre le petit nombre de lois fondamentales 
et les multiples lois phénoménologiques que la physique classique utilise, faute 
de mieux, pour décrire la matière. 


Bien que la physique classique soit d’une utilité indiscutable, elle n’en 
présente pas moins une lacune de taille : alors que la physique se veut 
une théorie de la matière, la physique classique est complètement incapable 
d’expliquer le comportement de la matière étant donné ses constituants et les 
forces entre ces constituants!8. Elle ne peut pas prédire l'existence des atomes, 
car on ne peut pas construire une échelle de longueur avec les constantes de 
la physique classique : masses et charges du noyau et des électrons!®. Elle 
n'explique pas pourquoi le Soleil brille, pourquoi la vapeur de sodium émet 
une lumière jaune, elle n’a rien à dire sur les propriétés chimiques des alcalins, 
sur le fait que le cuivre conduit l'électricité alors que le soufre est un isolant, 
etc. Lorsque le physicien classique a besoin d’une propriété de la matière, 
une résistance électrique, une chaleur spécifique, il n’a pas d’autre choix que 
de la mesurer expérimentalement. Au contraire la mécanique quantique a la 
prétention d'expliquer le comportement de la matière à partir des constituants 
et des forces. Naturellement des prédictions précises à partir des premiers 
principes ne sont possibles que pour les systèmes les plus simples, comme 
l’atome d'hydrogène ou celui d’helium. La complexité des calculs ne permet 
pas par exemple de prédire la structure cristalline de l’argent à partir des 
données sur cet atome, mais étant donné cette structure, on saura expliquer 
pourquoi l’argent est un conducteur, ce que la physique classique est incapable 
de faire. 


Il ne faudrait pas conclure de cette discussion que la physique classique ne 
peut plus être intéressante et novatrice. Bien au contraire, on a assisté au cours 
de ces vingt dernières années à un renouveau de la physique classique, avec 
des idées nouvelles sur les systèmes dynamiques chaotiques, les instabilités, 
les formations de structures hors équilibre etc. Des problèmes aussi familiers 
que la turbulence ou le frottement restent largement ouverts et passionnants. 


18. Cette affirmation mérite d’être un peu nuancée. Il existe de bons modèles 
microscopiques en physique classique : par exemple la théorie cinétique des gaz permet 
un calcul fiable des coefficients de transport (viscosité, conductibilité thermique) d’un gaz. 
Mais ni l’existence des molécules qui composent le gaz, ni la valeur de la section efficace 
nécessaire au calcul ne peuvent s'expliquer par la physique classique. 

19. Si l’on ajoute la vitesse de la lumière, on peut construire une échelle de longueur, le 
rayon classique de l’électron 


9e. 


= — = 2.8 x 10715m 
ATEO Mec? 


Te 


qui est trop petit par 4 ordres de grandeur par rapport aux dimensions atomiques. On 
peut aussi invoquer invariance d'échelle des équations classiques : ef. Wichman {1974}, 
chapitre 1. 
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Simplement il existe des problèmes que par nature la physique classique ne 
peut pas aborder. 


La physique quantique prétend donc expliquer le comportement de la 
matière à partir des constituants et des forces, mais il y a un prix à payer : les 
objets quantiques exhibent un comportement radicalement nouveau, qui défie 
notre intuition fondée sur l'expérience du comportement d’objets classiques. 
Cela dit, si l’on ne se préoccupe pas de cet aspect déroutant, la mécanique 
quantique se révèle un outil remarquable, jamais mis en défaut jusqu’à 
aujourd’hui, capable de couvrir des phénomènes allant de la physique des 
quarks à la cosmologie en passant par toutes les échelles intermédiaires. La 
plupart des technologies modernes n’auraient pas vu le jour sans la mécanique 
quantique : toutes les technologies de l’information sont fondées sur notre 
compréhension quantique des solides et en particulier des semi-conducteurs. 
On peut prévoir que la miniaturisation des dispositifs électroniques rendra 
la mécanique quantique de plus en plus omniprésente dans la technologie 
moderne. 

La grande majorité des physiciens ne se préoccupent pas des propriétés 
déroutantes de la mécanique quantique et s’en servent comme d’un outil sans 
se poser de questions de principe. Cependant, les progrès théoriques et surtout 
expérimentaux des ces vingt dernières années ont permis de mieux cerner 
certains aspects du comportement des objets quantiques : bien que tout soit 
encore loin d’être clair, nous verrons au chapitre 6 et dans l’appendice B que 
nous sommes sans doute sur la voie d’une compréhension plus satisfaisante 
de la mécanique quantique. Dans quelques années, on pourra peut-être 
trouver obsolète l’affirmation de Feynman : « Je pense que l’on peut affirmer 
aujourd’hui que personne ne comprend la mécanique quantique. ». Avant de 
nous lancer dans ces développements récents, revenons quelques instants une 
centaine d’années en arrière, aux débuts de la physique quantique. 


1.3 Un peu d'histoire 


1.3.1 Le rayonnement du corps noir 


Un objet chaud comme un fer chauffé au rouge, ou le Soleil, émet un 
rayonnement électromagnétique avec un spectre de fréquences qui dépend 
de la température. La puissance émise u(w,T) par unité de fréquence w et 
de surface dépend de la température absolue T de l’objet. Un raisonnement 
purement thermodynamique permet de montrer que si l’objet est parfaitement 
absorbant, ce qui en fait un corps noir, alors u(w,T) est une fonction 
universelle, indépendante de l’objet pour une température donnée. Une 
très bonne réalisation d’un corps noir pour la lumière visible est une petite 
ouverture dans une enceinte dont l’intérieur est peint en noir : un rayon 
lumineux pénétrant dans l’enceinte n’a pratiquement aucune chance d’en 
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FIG. 1.4 — Enceinte pour le rayonnement du corps noir. 


ressortir, puisqu’à chaque réflexion il a une bonne probabilité d’être absorbé 
par la paroi intérieure de l'enceinte (figure 1.4). 

Supposons l'enceinte chauffée à la température T : les atomes de la paroi 
émettent et absorbent du rayonnement électromagnétique, et il s'établit à 
l'équilibre thermodynamique un système d’ondes stationnaires dans la cavité. 
Si la cavité est un parallétépipède de côtés Lz, Ly et Lz, et si nous utilisons 
des conditions aux limites périodiques, le champ ‘électrique sera de la forme 
É expl{i (k-F-wt) )], le vecteur d’onde k perpendiculaire à Ep étant de la forme 


> 27 27 27 
= (En. y Zn) (1.13) 


OÙ (Ng, Ny, Nz) sont des nombres entiers positifs ou négatifs et w = c|k| = ck. 
On montre que chaque onde stationnaire se comporte comme un oscillateur 
harmonique”? de fréquence w dont l'énergie est proportionnelle au carré de 
l'amplitude, et donc à Æ2. D’après la loi de Boltzmann (1.12), la probabilité 
que cet oscillateur ait une énergie E comprend un facteur exp(—E/k8T) = 
exp(—BÆ). En fait, dans ce cas, la densité de niveaux D(E) (cf. note 16) est 
une constante?! et l'énergie moyenne de cet oscillateur est simplement 


_ JdEEexp(-BE) ð 
(E) = TAE ep bE) 667 (/ LE B) 


ð, 1 1 
= me Ż = kgT (1.14) 

08 B B 
L'énergie moyenne de chaque onde stationnaire est kgT. Comme le nombre 
d’ondes stationnaires possibles est infini, l’énergie dans l'enceinte est infinie ! 


20. Ceci sera expliqué au § 11.3.3. 
21. L'intégration sur l’espace de phase pour l’oscillateur harmonique classique à une 
dimension donne en effet, pour une fonction arbitraire f(E) (exercice 1.6.2) 


fias (£ atia $ mua?) f(E)= a f(E) 
2m 2 w 


x et p étant la position et l’impulsion. 
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On relie facilement u(w,T) à la densité d'énergie e(w,T) par unité de 
fréquence dans l’enceinte (exercice 1.6.2) 


ulw, T) = Leu, T) (1.15) 


et on est ramené au calcul de e(w, T), dont on déduit la densité d'énergie 


e(T) = | dw e(w,T) (1.16) 
0 
La thermodynamique permet de montrer la loi d’échelle 


e(w, T) = wg (>) (1.17) 


où la fonction w est indépendante de la forme de l’enceinte, mais elle ne dit 
rien sur la forme explicite de la fonction 4. Essayons de la déterminer à un 
facteur multiplicatif près par analyse dimensionnelle : a priori, e(w,T') ne 
peut dépendre que de w, de c, de l'énergie disponible dans le problème kgT 
et d’une constante sans dimension À que l’analyse dimensionnelle ne permet 
pas de fixer. La seule solution possible est (exercice 1.6.2) 
keT 
e(w, T) = Ac (kgT)w? = w? [ae (27) (1.18) 
ce qui est bien de la forme (1.17). On retrouve le fait que la densité d'énergie 
dans l’enceinte est infinie 


[ee] (ee) 
e(T) = | dw e(w, T) = Ac ka) | wdw = +00 
0 0 


La mécanique statistique permet de calculer À (exercice 1.6.2), mais ne résout 
en rien le problème de l'énergie infinie, et l’analyse dimensionnelle suggère 
fortement que le rayonnement du corps noir ne peut s'expliquer que si l’on 
accepte d'introduire une nouvelle constante physique. 

Parmi toutes les hypothèses conduisant au résultat inacceptable d’une 
énergie infinie, Planck remet en cause celle qui conduit au calcul (1.14) de 
l'énergie moyenne d’un oscillateur??: au lieu de supposer que E peut prendre 
toutes les valeurs possibles entre zéro et l'infini, il admet que cette énergie ne 
peut prendre que des valeurs discrètes E,, qui sont des multiples entiers de la 
fréquence w de l’oscillateur, avec un coefficient de proportionnalité À 


En = n(ħw) n =0,1,2,... (1.19) 


22. En réalité, Planck a appliqué son raisonnement à un « résonnateur » dont la nature 
reste obscure. Considérer les vibrations du champ électromagnétique est plus simple et plus 
direct, mais constitue une entorse à la vérité historique. Notre présentation « historique », 
tout comme celle de la plupart des manuels, tient plus du conte de fées (H. Kragh, Physics 
World, déc. 2000) que de l’histoire réelle. De même il ne semble pas que les physiciens de 
la fin du dix-neuvième siècle aient été préoccupés par le problème de l'énergie infinie, ou 
par l'absence d’une constante fondamentale. 
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La constante À est appelée constante de Planck ; plus exactement, c'est la 
constante de Planck h divisée?# par 2r : A = h/(27). La constante de Planck 
se mesure en J.s : elle a pour dimension M£?T-1 et elle a pour valeur 
numérique 


ñ = 1.054 x 107% J.s ou h œ 6.62 x 10734 J.s 


D’après la loi de Boltzmann, la probabilité normalisée d’observer une 
énergie En est 


P(En) = 078e (5 ei = exp(—ßnħw)(1 — exp(—8ħw)) (1.20) 
n=0 


Pour obtenir (1.20), on remarque que la sommation sur n est celle d’une 
série géométrique. Posant x = exp(—8ħw) on calcule aisément la valeur 
moyenne (Æ) de lénergie d’un oscillateur 


(E) = (1-2) X (nhw)z" = (1- )hur à Ne 
n=0 n=0 


d 1 ħwzx uw 


OR es cmt ea 
Cette formule permet de calculer la densité d’énergie (exercice 1.6.2) 
3 
nee ad (1.22) 


T re exp(ßħw)-— 1 


et donc u(w, T), en parfait accord avec l'expérience si l’on fixe convenablement 
la valeur de ñ, et avec le résultat (1.17) de la thermodynamique. On remarque 
que l'approximation classique (1.18) est valable si kgT > hw, c’est-à-dire pour 
les basses fréquences. 

L'exemple le plus connu de rayonnement du corps noir est le rayonnement 
fossile qui remplit l'Univers?*, ou rayonnement à 3 K. La distribution de 
fréquence de ce rayonnement suit remarquablement la loi de Planck (1.22) 
avec une température de 2.73 K = 3 K (figure 1.5), mais ce rayonnement 
n'est plus à l'équilibre thermodynamique. Il s’est découplé des atomes environ 
400000 ans après le big-bang, c’est-à-dire la naissance de l'Univers. Au 
moment de ce découplage, le température était de 10*K environ. Ensuite 
l'expansion de l'Univers a réduit cette valeur à la valeur actuelle de 3 K. 


23. Nous utiliserons systématiquement À et non À, et par abus de langage nous 
appellerons A la constante de Planck ; la relation E = ħw est bien sûr équivalente à E = hv, 
où v est la fréquence ordinaire, mesurée en Hz, et w la fréquence angulaire, ou pulsation, 
mesurée en rad.s— 1: w = 27rv. Comme nous utiliserons pratiquement toujours w et jamais v, 
par abus de langage nous appellerons w la fréquence. 

24. On trouvera un exposé remarquable du big-bang dans S. Weinberg, Les Trois 
Premières Minutes de l'Univers, Éditions du Seuil, Paris (1978). 
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FiG. 1.5 — Le rayonnement du corps noir à 3 K. L’axe vertical donne l'intensité du 
rayonnement en W.m ?.sr !.Hz !. On observera l’accord remarquable avec la loi 
de Planck pour T = 2.73 K. D’après J. Rich, Principes de la cosmologie, Éditions 
de l’École Polytechnique, Palaiseau (2002). 


1.3.2 L'effet photoélectrique 


Le nombre entier n dans (1.19) possède une interprétation physique 
particulièrement importante : la raison pour laquelle l’énergie d’une onde 
stationnaire de fréquence w est un multiple entier nhw de w est que l’on y 
trouve précisément n photons (ou particules de lumière) d'énergie ħw. C’est 
cette interprétation qui a conduit Einstein à introduire le concept de photon 
pour expliquer l'effet photoélectrique. Lorsqu'un métal est illuminé par un 
rayonnement électromagnétique, des électrons sont arrachés au métal, avec un 
effet de seuil qui dépend de la fréquence, et non de l'intensité. L’expérience 
de Millikan (figure 1.6) confirme l’interpétation d’Einstein : les électrons sont 
arrachés au métal avec une énergie cinétique Fe 


E, = ħw -W (1.23) 
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FIG. 1.6 — L'expérience de Millikan. (a) Schéma de l’expérience. (b) |Vo] en fonction 
de w. 


où W est le potentiel d'extraction. Aucun électron de charge qe n’atteint la 
cathode si |qeV| > Ee. Si Vo est le potentiel pour lequel le courant s’annule 


h W 
[Vol = ne ud (1.24) 


Porter |Vo]| en fonction de w donne une droite de pente A/|qe], et la valeur de A 
coïncide avec celle du rayonnement du corps noir, ce qui confirme l'hypothèse 
d'Einstein: le rayonnement électromagnétique est composé de photons?6. 
Le fait que la valeur de À soit la même que pour le corps noir montre bien que 
lon est en présence d’une nouvelle constante fondamentale. 


1.4 Ondes et particules : interférences 


1.4.1 Hypothèse de de Broglie 


Partons de la relation (1.19) E = hw pour n = 1 reliant l'énergie et la 
fréquence d’un photon, aussi appelée relation de Planck-Eïinstein. Un photon 


25. Encore une réécriture de l’histoire ! Certains résultats qualitatifs sur l'effet 
photoélectrique avaient été obtenus par Lenard au début des années 1900, mais les mesures 
précises de Millikan sont postérieures de 10 ans à l'hypothèse d’Einstein, qui semble avoir été 
motivé non par l'effet photoélectrique, mais par la similitude entre la loi de transformation 
relativiste de la fréquence et celle de l’énergie. Voir G. Margaritondo, Physics World, avril 
2001. 

26. Toutefois argument n’est pas entièrement convaincant, car l'effet photoélectrique 
peut s'expliquer dans le cadre d’une théorie semi-classique, où le champ électromagnétique 
n’est pas quantifié et où le concept de photon n'existe pas : cf. 8 14.3.3. En revanche on 
ne peut pas expliquer l'effet photoélectrique sans introduire A. 
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possède une impulsion 
E w 
Pp = — >= —— 
€ c 
mais compte tenu de w = ck et de ce que l'impulsion et le vecteur d’onde sont 


parallèles et de même sens, on aboutit à la relation vectorielle suivante entre 


impulsion et vecteur d'onde 
(1.25) 


Cette équation se traduit aussi par une relation (cette fois scalaire) entre 
impulsion et longueur d’onde À 


Pas (1.26) 


L'hypothèse de de Broglie est que les relations (1.25) et (1.26) sont valables 
pour toutes les particules. Selon cette hypothèse, une particule d'impulsion p 
possède des propriétés ondulatoires caractéristiques d’une longueur d'onde 
À = h/p. Si v & c on utilisera p = my, et sinon la formule générale (1.7), 
sauf bien sûr pour m = 0, où p = E/c. Si cette hypothèse est correcte, on 
doit pouvoir observer avec des particules des propriétés caractéristiques des 
ondes, à savoir les interférences et la diffraction. 


1.4.2 Diffraction et interférences avec des neutrons 
froids 


Depuis les années 1980, les techniques expérimentales modernes 
permettent de vérifier les propriétés d’interférences et de diffraction de 
particules dans des expériences dont le principe est simple et dont 
l'interprétation est directe. Ces expériences ont été réalisées avec des photons, 
des électrons, des atomes, des molécules et des neutrons. Nous avons choisi, 
un peu arbitrairement, d'exposer les expériences réalisées avec des neutrons, 
qui nous ont semblé particulièrement élégantes et éclairantes. Les expériences 
de diffraction de neutrons par des cristaux sont classiques depuis plus de 
cinquante ans (exercice 1.6.4), mais l’idée est ici de réaliser des expériences 
avec des dispositifs macroscopiques, des fentes visibles à l’oeil nu, et non 
d'utiliser un réseau dont la maille est de quelques À. 

Les expériences ont été réalisées dans les années 1980 par un groupe 
d’Innsbrück auprès du réacteur nucléaire de recherche de l’Institut Laue- 
Langevin à Grenoble. Les neutrons de masse mMm, sont produits par la fission 
d’atomes d'uranium?’ dans le cœur du réacteur, et sont ensuite guidés vers 
les expériences. En ordre de grandeur, leur énergie cinétique est kgT', où 
T ~ 300 K est la température ambiante : on appelle ces neutrons des neutrons 
thermiques dont l’énergie cinétique ~ kBT œ 1/40eV pour T = 300K. 
L'impulsion p = Y2m,k8T correspond à une vitesse v = p/m,, d’environ 1000 
m.s_! et d’après (1.26) la longueur d'onde À vaut h/V2mAkeT ~ 1.8 À. On 
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FIG. 1.7 — Dispositif expérimental pour la diffraction et les interférences de 
neutrons. §ı et S2 : fentes collimatrices. S3 : fente d'entrée. S4 : fente objet. 
Ss : position du compteur C. D’après A. Zeilinger et al., Rev. Mod. Phys. 60, 1067 
(1988). 


augmente la longueur d’onde en faisant passer les neutrons dans des matériaux 
à basse température : par exemple si la température du matériau est 1 K, la 
longueur d'onde passera à À = À, 300 = 31 À. De tels neutrons sont appelés 
« neutrons froids ». Dans l'expérience du groupe d’Innsbrück, les neutrons 
sont « refroidis » dans du deuterium?” liquide à 25 K. En sélectionnant les 
neutrons après leur passage dans le deuterium liquide, on obtient des neutrons 
dont la longueur d'onde moyenne est de 20 À. 

Le dispositif expérimental est schématisé sur la figure 1.7. La détection 
des neutrons se fait à l’aide de compteurs à fluorure de bore BF3, le bore 
absorbant les neutrons suivant la réaction 


0B 4n —> Thi +t He 


avec une efficacité voisine de 100 %. Le compteur est déplacé suivant l’écran 
en 55, et compte le nombre de neutrons arrivant dans le voisinage de Ss. 

Dans l'expérience de diffraction, la fente S4 a une largeur a = 93 um, ce 
qui donne une dimension angulaire de la tache de diffraction de 


0 — À ~ 2 x 1075 radian 
a 


et sur l'écran situé à D = 5m de la fente une dimension linéaire de l’ordre 
de 100 ym. Il est possible de faire un calcul précis de la figure de diffraction 
en tenant compte par exemple de la dispersion des longueurs d’onde autour 
de la longueur d'onde moyenne de 20 À. Le résultat théorique est en accord 
remarquable avec l'expérience (figure 1.8). 

27. Le deuterium est choisi de préférence à l'hydrogène, qui a l'inconvénient d'absorber 


les neutrons dans la réaction n + p — 2H + y ; c'est pourquoi dans un réacteur nucléaire 
l’eau lourde est un meilleur modérateur que l’eau ordinaire. 
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100 um 


position de la fente S5 


Fic. 1.8 — Diffraction de neutrons par une fente. D’après A. Zeilinger et al., Rev. 
Mod. Phys. 60, 1067 (1988). 


Dans l'expérience d’interférences, deux fentes de 21 um ont leurs centres 
espacés de d = 125 um. L’interfrange sur l’écran vaut 


i= 2 = 80 um 
Les fentes sont visibles à l’oeil nu, et linterfrange est macroscopique. À 
nouveau un calcul théorique prenant en compte les divers paramètres de 
l'expérience est en excellent accord avec la figure d’interférences expérimentale 
(figure 1.9). 

Il y a toutefois une différence cruciale par rapport à une expérience 
d’interférences en optique : la figure d'interférences est construite à partir 
d’impacts de neutrons isolés, et elle est reconstituée après coup lorsque 
l'expérience est terminée. En effet, on déplace le compteur le long de l'écran 
(ou bien on dispose une batterie de compteurs identiques recouvrant l’écran), 
et on enregistre les neutrons arrivant au voisinage de chaque point de l'écran 
pendant des intervalles de temps identiques. Soit N(x)Ax le nombre de 
neutrons détectés par seconde dans l'intervalle [z — Ax/2,x + Ax/2], x étant 
l’abscisse d’un point sur l'écran. L’intensité Z(x) peut être définie comme 
étant égale à N(x) et le nombre de neutrons arrivant au voisinage d’un point 
de l'écran est proportionnel à l’intensité Z(x) de la figure d’interférences, avec 
des fluctuations statistiques autour d’une valeur moyenne. Les impacts isolés 
sont illustrés sur la figure 1.10 par une expérience faite non avec des neutrons, 


1. Introduction 23 


position de la fente S5 


Fic. 1.9 — Expérience des fentes d'Young avec des neutrons. D’après A. Zeilinger 
et al., Rev. Mod. Phys. 60, 1067 (1988). 


mais des atomes froids que l’on laisse tomber à travers des fentes d’Young : les 
impacts des atomes tombant sur l’écran sont enregistrés pour donner l'aspect 
de la figure 1.10. 


atomes 
froids ° 3.5 cm 


85 cm 


écran de détection 


FIG. 1.10 — Interférences avec des atomes froids. D’après Basdevant et 
Dalibard [2001]. 
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1.4.3 Interprétation des expériences 


Outre les neutrons et les atomes froids, les expériences de diffraction et 
d’interférences ont été réalisées avec plusieurs autres types de particules : 


e avec des photons, en réduisant l'intensité de telle sorte que les photons 
arrivent un à un sur l'écran, 


ə avec des électrons, 
e avec des molécules légères (Na2), 


e avec des fullerènes Ceo (exercice 1.6.1), 


et il y a tout lieu de penser que les résultats sont universels, indépendants 
du type de particule : atomes, molécules, virus?8... Cependant ces résultats 
expérimentaux incontournables souffrir d’une difficulté d'interprétation : dans 
une expérience classique d’interférences de fentes d’Voung réalisée avec des 
ondes, l’onde incidente se divise en deux ondes qui se recombinent ensuite 
et interfèrent, phénomène visible à l’oeil nu pour des ondes à la surface de 
l’eau. Dans le cas des neutrons, chaque neutron arrive isolément ; l’intervalle 
de temps entre deux neutrons successifs est tel que lorsqu'un neutron est 
détecté sur l’écran, le neutron suivant est encore dans le réacteur, confiné 
dans un atome d'uranium. Est-il envisageable que le neutron se scinde en deux 
fractions de neutron, chaque fraction passant par une fente ? Il est facile de 
se convaincre que cette hypothèse est absurde : un compteur détecte toujours 
un neutron entier, jamais une fraction de neutron ! Il en est de même si l’on 
scinde à l’aide d’un miroir semi-transparent une onde lumineuse d’intensité 
suffisamment réduite pour pouvoir détecter les photons individuellement ; les 
photodétecteurs Dı et Də détectent toujours un photon entier, jamais une 
fraction de photon (figure 1.11). Le photon, comme le neutron, est insécable, 
du moins dans le vide, car par interaction avec un milieu non-linéaire, un 
photon peut se scinder en deux photons d’énergie plus faible : voir § 6.2.2. 
Il nous faut donc admettre qu’une particule quantique présente à la 
fois un aspect ondulatoire et un aspect corpusculaire: c’est donc un objet 
entièrement nouveau et étrange, du moins pour notre intuition formée par 
la pratique d’objets macroscopiques. (Comme lécrivent Lévy-Leblond et 
Balibar, paraphrasant Feynman, « les objets quantiques sont complètement 
cinglés », mais ils ajoutent « au moins le sont-ils tous de la même façon ». 
En effet photons, électrons, -neutrons, atomes, molécules... ont tous ce 
même comportement, à la fois ondulatoire et corpusculaire. Afin de mettre 
en valeur cette unicité du comportement quantique, certains auteurs ont 


28. Cependant l'observation d'effets ondulatoires est de plus en plus difficile quand les 
objets deviennent plus gros, d’abord parce que les longueurs d’onde sont de plus en plus 
courtes, mais aussi parce que les effets de la décohérence ($ 6.3.1) sont de plus en plus 
importants lorsque la taille de l’objet augmente. 


1. Introduction 25 


FIG. 1.11 — Lame séparatrice et comptage de photons par des photodétecteurs Dı 
et D. 


proposé le néologisme « quanton » pour désigner un objet doté d’un tel 
comportement. Nous continuerons à utiliser « particule quantique », ou 
simplement « particule », car les particules considérées dans ce livre auront un 
comportement quantique, et nous préciserons « particule classique » si nous 
voulons revenir à des petites boules de billard. 

Si le neutron est insécable, peut-on savoir s’il est passé par une fente 
plutôt que l’autre ? Si une fente est fermée, on observe sur l’écran la figure de 
diffraction de l’autre fente et réciproquement. Si la situation expérimentale est 
telle que l’on peut décider par quelle fente est passé le neutron, alors on doit 
observer sur l’écran la superposition des intensités des figures de diffraction 
de chaque fente : en effet on peut diviser les neutrons en deux groupes, ceux 
qui sont passés par la fente supérieure, et pour lesquels on aurait pu fermer 
la fente inférieure sans rien changer au résultat, et ceux qui sont passés par 
la fente inférieure. On n’observe une figure d’interférences que si le dispositif 
expérimental est tel que l’on ne peut pas savoir, même en principe, par quelle 
fente est passé le neutron. En résumé 


(i) Si le dispositif expérimental ne permet pas de savoir par quelle fente est . 
passé le neutron, alors on observera des interférences. 


(ii) Si le dispositif permet en principe de décider entre les deux fentes, 
alors les interférences seront détruites, indépendamment du fait qu’un 
expérimentateur se donne ou non la peine de faire l’observation 
nécessaire. 


Une remarque fondamentale est que l’on ne peut pas savoir a priori en 
quel point de l'écran va arriver un neutron donné. On peut seulement 
affirmer que la probabilité d’arrivée sur l’écran est grande en un point de 
maximum de la figure d'interférences, et petite en un point où la figure 
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d’interférences présente un minimum. Plus précisément, la probabilité 
d'arrivée en un point d’abscisse x est proportionnelle à l'intensité Z(x) de la 
figure d’interférences en ce point. De même, dans l’expérience de la figure 1.11, 
chaque photomultiplicateur a une probabilité 1/2 d’être déclenché par un 
photon donné, mais il est impossible de savoir à l’avance lequel des deux le 
sera. 

Essayons de donner une formulation quantitative de la discussion 
précédente. Tout d’abord, par analogie avec les ondes, nous introduirons une 
fonction complexe de x, ai(x) (resp. a2(x)), appelée amplitude de probabilité, 
associée au passage par la fente supérieure (resp. inférieure) d’un neutron 
arrivant en x sur l'écran. Le module au carré de l’amplitude de probabilité 
donne l'intensité : si la fente 2 est fermée Z1(x) = |ai(x)l? et inversement 
T(x) = lap(x)l? si la fente 1 est fermée. Dans le cas (i) on ajoute les 
amplitudes avant de calculer l'intensité 


T(x) x [ai (x) + a2(x)|? (1.27) 
et dans le cas (ii) on ajoute les intensités 
T(z) x |ai(x)|? + ja2(£)[? = Ti (2) + Z2(x) (1.28) 


Comme ci-dessus, l'intensité peut être définie comme le nombre de neutrons 
arrivant par seconde et par unité de longueur sur l’écran. Pour tenir compte 
du caractère probabiliste du point d'impact des neutrons, les amplitudes a: 
et az ne seront pas des amplitudes ondulatoires, mesurant amplitude d’une 
vibration, mais des amplitudes de probabilité, dont le module carré donnera 
la probabilité d’arriver au point x sur l’écran. La notion d'amplitude de 
probabilité, propre à la physique quantique, sera développée et recevra un 
habillage mathématique au chapitre 3. 

Une formulation plus générale de (1.27) et (1.28) est alors la suivante : 
supposons que partant d’un état initial à on arrive à un état final f. Pour 
obtenir la probabilité p;_,; d'observer l’état final f, on doit additionner toutes 
les amplitudes conduisant au résultat f en partant de à 

dif = ap, +2, Hoi af”, 
et pi, = lai f|? Il doit être bien entendu que les états à et f sont spécifiés 
de façon unique par la donnée des paramètres qui définissent l’état initial 
et l’état final de l’ensemble du dispositif expérimental. Si par exemple nous 
recherchons une information sur le passage du neutron à travers une fente, 
cette information ne peut être obtenue qu’en intégrant les fentes d’Young dans 
un dispositif plus vaste, dont l’état final, qui dépendra d’autres paramètres 
que le point d'impact du neutron, est susceptible de nous renseigner sur le 
passage par une fente déterminée : l’état final de l’ensemble du dispositif ne 
sera pas le même selon que le neutron est passé par une fente ou par l’autre. 
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En résumé, on doit sommer les amplitudes pour des états finaux?? 


identiques, et les probabilités pour des états finaux différents, même si ces 
états finaux concernent d’autres paramètres physiques que ceux auxquels on 
s'intéresse. Il suffit que ces paramètres soient accessibles en principe, même 
s’ils ne sont pas effectivement observés, pour que l’on doive considérer des 
états finaux comme différents. Nous illustrerons ce point au paragraphe 
suivant sur un exemple concret. Une façon imagée d’exprimer les propriétés 
ci-dessus consiste à dire que des états finaux identiques définissent des chemins 
indiscernables, et que l’on doit sommer les amplitudes correspondant à tous 
les chemins indiscernables. 


1.4.4 Inégalités de Heisenberg I 


Revenons sur l’expérience de diffraction des neutrons pour en tirer 
une relation fondamentale, appelée inégalité de Heisenberg, ou suivant une 
terminologie courante mais ambiguë, principe d'incertitude de Heisenberg. Si 
la largeur de la fente est a, et si nous orientons l’axe des x dans le plan de 
la fente perpendiculairement à celle-ci, la position du neutron suivant cet axe 
immédiatement à la sortie de la fente est précise à Ax = a près. Comme 
la largeur angulaire de la tache de diffraction est ~ À/Ax, la composante 
suivant x de l’impulsion du neutron est Apy ~ (X/Ax)p = h/Ax, où p est 
Pimpulsion du neutron (on suppose p > Ap.). Nous avons donc la relation 


Apr Az rh (1.29) 


Nous verrons au chapitre 9 une version plus précise de (1.29), où Ap;, i = 
T, Y, Z, et ATi, Zi = £, Y, Z, représenteront les écarts quadratiques moyens sur 
des composantes identiques (i) de l'impulsion et de la position 


Ap; At: > T (1.30) 


En revanche, aucune inégalité ne relie des composantes différentes de 
l'impulsion et de la position : par exemple Ap, et Ay ne sont contraints par 
aucune relation. On dit souvent, en interprétant l’expérience de diffraction, 
que le passage du neutron dans une fente de largeur Az a permis de 
mesurer sa position suivant x avec une précision Azv, et que cette mesure a 
perturbé son impulsion par une quantité Ap, ~ h/Ax. Nous verrons que les 
inégalités (1.30) n’ont en fait rien à voir avec une mesure expérimentale de la 
position ou de l’impulsion, mais proviennent de la description mathématique 
d’une particule quantique par un train d'ondes. Nous reviendrons également 
sur la signification des ces relations. 

Nous allons maintenant utiliser (1.29) pour discuter la question de 
l'observation des trajectoires dans l’expérience d’interférences avec des 
neutrons. Einstein avait proposé le dispositif de la figure 1.12 pour déterminer 


29. La grammaire classique imposerait « états finals »... 
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OQ D D 


* w 


FiG. 1.12 — Une controverse Bohr-Einstein. Les fentes F1 et F2 sont les fentes 
d'Young. La fente Fo est percée dans un écran mobile verticalement. 


la trajectoire du neutron : passe-t-il par la fente supérieure ou inférieure ? 
Quand le neutron franchit la première fente F0, il donne par conservation 
de l'impulsion une impulsion vers le bas à l’écran Æ s’il franchit la fente 
supérieure F} et une impulsion vers le haut s’il franchit la fente inférieure F2. 
On peut donc déterminer par quelle fente est passé le neutron ! La réponse de 
Bohr fut la suivante : si l’écran Eo reçoit une impulsion Ap; que l’on mesure, 
alors sa position est déterminée au mieux avec une précision de l’ordre de 
h/Ap;. Cette imprécision dans la position de la source suffit à faire disparaître 
la figure d’interférences (exercice 1.6.3). Tous les dispositifs imaginés pour 
déterminer la trajectoire du neutron sont, soit efficaces, mais dans ce cas 
il n’y a pas d’interférences, soit inefficaces, et dans ce cas les interférences 
persistent, mais on ne sait pas par quelle fente est passé le neutron. La figure 
d’interférences se brouille au fur et à mesure que le dispositif devient de plus 
en plus efficace. 

La discussion précédente est en tout point correcte, mais elle masque le 
point essentiel : ce n’est pas la perturbation causée à la trajectoire du neutron 
par le choc sur le premier écran qui brouille les interférences. Ce qui est 


30. La même remarque vaut pour le dispositif imaginé par Feynman pour une expérience 
de fentes d'Young avec des électrons (Feynman et al. [1965], vol. III, chapitre 1). Une source 
de photons placée derrière les fentes permet en théorie d’observer le passage des électrons. 
Lorsque l’on utilise des photons de courte longueur d’onde, les collisions électron-photon 
permettent de discriminer entre les fentes, mais les collisions perturbent suffisamment les 
trajectoires pour brouiller les interférences. Si on augmente la longeur d’onde, les chocs 
sont moins violents, mais le pouvoir de résolution des photons diminue. Les interférences 
réapparaissent quand ce pouvoir de résolution ne permet plus de distinguer entre les fentes. 
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FIG. 1.13 — Étiquetage des trajectoires dans l’expériences des fentes d'Young. 
D’après B. Englert, M. Scully et H. Walther, Nature 351, 111 (1991). 


crucial est la possibilité d’étiqueter la trajectoire. On peut imaginer et même 
réaliser expérimentalement des dispositifs qui étiquettent les trajectoires sans 
perturber en quoi que ce soit les degrés de liberté observés, et cet étiquetage 
suffit à détruire les interférences. Nous allons décrire brièvement un tel 
dispositif, qui n’a pas encore été réalisé expérimentalement, mais qui ne 
semble pas hors de portée de développements technologiques futurs. D’autres 
dispositifs d’étiquetage sans perturbation qui ont été effectivement réalisés 
sont discutés dans l'exercice 3.3.9, au § 6.2.2 et dans l’annexe B. Cependant 
le principe de ces dispositifs repose sur des notions qui n’ont pas encore été 
introduites, et nous revenons pour l'instant à l'exemple familier des fentes 
d'Young. Le dispositif proposé! utilise des atomes, ce qui permet de jouer 
sur leurs degrés de liberté internes sans affecter la trajectoire de leur centre 
de masse. Avant leur passage à travers les fentes d’Young, les atomes sont 
portés dans un état excité par un faisceau laser (figure 1.13). Devant chacune 
des fentes d'Young se trouve une cavité supraconductrice micro-onde, décrite 
plus en détail au § 6.3.1 et à l’annexe B. L’atome en passant dans la cavité 
revient à son état fondamental en émettant avec une probabilité voisine de 
100 % un photon qui reste confiné dans la cavité. La présence du photon 
dans l’une ou l’autre des cavités permet d’étiqueter la trajectoire de l’atome, 
ce qui détruit les interférences. La perturbation apportée à la trajectoire du 
centre de masse de l’atome est totalement négligeable : il n’y a pratiquement 
aucun transfert d’impulsion entre le photon et l’atome. Cependant les deux 


31. Ce dispositif a été imaginé par B. Englert, M. Scully et H. Walther, Nature 351, 111 
(1991) et une version grand public en est donnée dans Pour la Science 208, 60 (1995). 
Les atomes sont supposés se trouver dans des états de Rydberg (cf. exercice 14.5.4.) 
Une expérience voisine dans son principe mais dont le schéma est plus complexe a été 
effectivement réalisée par S. Dürr, T. Nonn et G. Rempe, Nature 395, 33 (1998). 
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états finaux : atome arrivant au point d’abscisse x sur l’écran et photon 
dans la cavité 1, et atome arrivant au point x sur l’écran et photon dans la 
cavité 2 sont différents. Il faut donc prendre le module carré de chacune des 
amplitudes correspondantes et ajouter les probabilités. On note qu’il n’est pas 
nécessaire de détecter le photon, ce qui introduirait d’ailleurs une complication 
expérimentale supplémentaire. Il suffit de savoir que l’atome émet un photon 
de façon quasi-certaine au cours de son passage dans la cavité. Comme nous 
l’avons déjà souligné, il n’est pas indispensable que l'observation de l’état final 
soit effectivement réalisée et il suffit qu’elle soit possible en principe, même si 
les technologies d'aujourd'hui ou de demain sont incapables de permettre cette 
observation. Nous reviendrons sur cette discussion au § B.1, en lui donnant 
un cadre mathématique. 


1.5 Niveaux d'énergie 


Cette section a pour objectif de définir la notion de niveau d'énergie, 
en rappelant d’abord la notion classique. En nous appuyant sur l’atome 
de Bohr, nous pourrons passer simplement à la notion quantique, puis nous 
examinerons les transitions radiatives entre niveaux. 


1.5.1 Niveaux d’énergie en mécanique classique 
et modèles classiques de l’atome 


Considérons une particule classique se déplaçant pour simplifier sur une 
droite choisie comme axe des x, et dont l’énergie potentielle est U(x). En 
mécanique quantique, on appelle en général U (x) le potentiel. Il est bien connu 
que l'énergie mécanique FE, somme de l’énergie cinétique K et de l'énergie 
potentielle U est une constante : E = K +U = cste. Supposons que l’énergie 
potentielle a la forme de la figure 1.14, celle d’un “puits de potentiel » : elle 
tend vers une même constante pour z — +00. Il sera commode de fixer le 
zéro d'énergie de telle sorte que E = 0 pour une particule d'énergie cinétique 
nulle à l'infini. 

Deux situations sont possibles 


(i) La particule possède une énergie E > 0 ; alors, si elle part par exemple 
de x = —co, elle est d’abord accélérée puis freinée au passage du puits 
de potentiel et elle rejoint x = +00 avec une vitesse finale égale à sa 
vitesse initiale. On dit que la particule est dans un état de diffusion. 


(i) L'énergie est négative : Uo < E < 0. Alors la particule ne peut pas 
sortir du puits : elle effectue des allers-retours dans le puits entre les 
deux points x, et z2 qui vérifient E = U(x12). Elle est confinée dans 
une région finie de l'axe des x, xı < x < æ2, et se trouve dans un état 
lié. 
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FIG. 1.15 — Barrière de potentiel. 


Lorsque l'énergie potentielle est positive? (figure 1.15), on a affaire à une 
« barrière de potentiel » : dans ce cas E > 0 et on observe seulement des 
états de diffusion. Si E < Uo la particule partant de x = — est d’abord 
freinée, puis elle repart en arrière au point zı qui vérifie U(x1) = E : elle 
rebondit sur la barrière de potentiel. Si Æ > Uo, la particule franchit la 
barrière de potentiel et rejoint x = +00 en retrouvant sa vitesse initiale. 

En mécanique classique, l'énergie d’un état lié peut prendre toutes les 
valeurs possibles entre Uo et 0. En mécanique quantique, cette énergie ne 
peut prendre que des valeurs discrètes. En revanche, comme en mécanique 
classique, l'énergie d’un état de diffusion est arbitraire. Cependant on trouvera 
(sections 9.3 et 9.4) des différences notables avec la mécanique classique. Par 
exemple la particule peut franchir une barrière de potentiel même si E < U : 
c'est « l'effet tunnel ». Inversement elle peut repartir en arrière même si 
E > Uo. 

Appliquons ces considérations de mécanique classique aux atomes : le 
premier modèle d’atomes fut proposé par Thomson (figure 1.16a), qui le 


32. Naturellement on peut envisager des situations plus complexes que celles de la figure 
(par exemple des double-puits) ; nous nous contentons de décrire les cas les plus simples. 


32 Physique quantique 


~ 10 Am 


~ 1071m ~ 10710m 


(a) (b) 


FIG. 1.16 — Modèles d’atome : (a) Thomson : les électrons sont situés dans une 
distribution de charge positive continue. (b) Rutherford : les électrons décrivent 
des orbites autour du noyau. 


représentait par une sphère uniformément chargée positivement, avec des 
électrons en mouvement dans cette distribution de charge. Un résultat 
élémentaire d’électromagnétisme montre que les électrons se trouvent dans 
un potentiel harmonique, et leur niveau d’énergie fondamental (stable) est 
celui où ils sont immobiles au fond du puits de potentiel ; les états excités 
correspondent à des vibrations autour de la position d'équilibre. Ce modèle 
fut éliminé? par les expériences de Geiger et Marsden, qui montrèrent que 
la diffusion de particules a (noyaux d'He) par des atomes était incompatible 
avec ce modèle. Rutherford déduisit de ces expériences l’existence du noyau 
atomique, de dimension inférieure à 10 fm, et proposa le modèle planétaire 
de l’atome (figure 1.16b) : les électrons tournent autour du noyau, tout 
comme les planètes tournent autour du Soleil, l'attraction gravitationnelle 
étant remplacée par l'attraction coulombienne. Ce modèle présente deux 
défauts majeurs, non indépendants : aucune échelle ne fixe les dimensions 
de l'atome et l’atome est instable, car les électrons sur orbite rayonnent et 
finissent par tomber sur le noyau. Dans ce processus, un spectre continu de 
fréquences est émis. Au contraire, les résultats expérimentaux de la fin du 
XIX® siècle montraient que (figure 1.17) 


è les fréquences du rayonnement émis ou absorbé par un atome sont 
discrètes, elles s'expriment en fonction de deux indices entiers n et m et 
peuvent s'écrire comme des différences : wnm = An — Am; 


33. Pourtant ce modèle fait encore le bonheur des physiciens atomistes..…. 
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FIG. 1.17 — Émission et absorption de rayonnement entre deux niveaux En et Em. 


e il existe une configuration fondamentale de l’atome où celui-ci ne 
rayonne pas. 


Ces résultats suggéraient que l’atome émettait ou absorbait un photon en 
passant d’un niveau à un autre, la fréquence wnm du photon étant donné par 
(En > Em) 

ħwnm = En — Em (1.31) 


Les fréquences wnm sont appelées fréquences de Bohr. Suivant ces arguments, 
seuls certains niveaux repérés par un indice discret peuvent exister : c’est la 
quantification des niveaux d'énergie. 


1.5.2 L’atome de Bobr 


Pour expliquer cette quantification, Bohr plaque sur la mécanique classique 
et l’atome de Rutherford une règle ad hoc de quantification. Nous utiliserons 
une version légèrement différente de l’argument original de Bohr. Considérant 
pour simplifier l’atome d’hydrogène et une orbite circulaire de rayon a pour 
l’électron de masse Me et de charge qe, nous postulerons que le périmètre de 
l'orbite 2ra doit être un multiple entier de la. longueur d’onde de de Broglie À 


2ra = nÀ n =1,2,... (1.32) 


Intuitivement, ceci peut s'expliquer, car cette condition revient à exiger que 
la phase de l’onde de de Broglie revienne à sa valeur initiale après un tour 
complet, et on forme ainsi une onde stationnaire. On déduit de (1.32) et (1.26) 


h nh 
2ra = n — = 
P Mev 
D’après la loi de Newton 
Mev? g e e aa e? 
= A 3 d'où vl = 
a ATEoa a Mea 
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où nous avons défini la quantité e? = q?/(4meo). En éliminant la vitesse v 
entre ces deux équations, on obtient le rayon de l'orbite 


nr? 


Mee? 


a (1.33) 


Le cas n = 1 correspond à l'orbite de plus petit rayon, et ce rayon, appelé 
rayon de Bohr, est noté ao 


R? $ 
ap = ~ 0.53 1.34 
0 Le (1.34) 
L'énergie du niveau étiqueté par n est 
e? e? Meet R 
En = = Mme? — — = -— = EAR i 
2 a 2a 2n? h2 n2 


Les niveaux d’énergie En s'expriment en fonction de la constante de 
Rydberg’ Ræ 


4 
Mee 
R TT 13.6 eV (1.35) 
sous la forme 
Ræ 
En = —- — (1.36) 


Cette formule donne le spectre (des niveaux) de l’atome d'hydrogène. Le 
niveau fondamental correspond à n = 1 et l'énergie d’ionisation de l’atome 
d'hydrogène est Rə. Les photons émis par l’atome d’hydrogène ont des 
fréquences 
ħwnm = —Rs (3 — =) n>m (1.37) 
en parfait accord avec les données spectroscopiques sur l'hydrogène. La 
simplicité avec laquelle la théorie de Bohr permet de calculer le spectre de 
l’atome d'hydrogène ne doit cependant pas masquer son caractère artificiel. 
La généralisation par Sommerfeld de la théorie de Bohr consiste à postuler 
la relation 


Je dq; = nk (1.38) 


où q; et p; sont les coordonnées et les moments conjugués au sens de la 
mécanique classique et n un entier > 1. Cependant on sait aujourd’hui que les 
conditions (1.38) ne sont valables que pour certains systèmes très particuliers 
et pour n grand, sauf exception. La théorie de Bohr-Sommerfeld est incapable 
de décrire les atomes à plusieurs électrons, ainsi que les états de diffusion. Le 
succès de la théorie de Bohr pour l’atome d’hydrogène est un hasard heureux ! 

34. La raison pour l'indice oc est la suivante : la théorie exposée ici suppose le proton 


infiniment lourd. Tenir compte de la masse finie mp du proton modifie Roo en R&(1/(1+ 
Me/mp)): cf. exercice 1.6.5. 
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1.5.3 Ordres de grandeur en physique atomique 


Les unités MKS, adaptées au monde à notre échelle, sont malcommodes en 
physique atomique. À priori doivent intervenir les constantes fondamentales À 
et c, ainsi que la masse me de l’électron ; le proton peut être considéré comme 
infiniment lourd, ou mieux la masse de l’électron peut être remplacée par la 
masse réduite (cf. note 34). Rappelons la valeur de ces constantes, avec une 
précision de ~ 107% qui nous suffira pour les applications numériques 


ħ = 1.054 x 107% J.s 
c=3x108ms ! 
me = 0.911 x 107% kg 


À partir de ces constantes, on peut fabriquer des unités naturelles : 


h 
e Unité de longueur? : = 3.86 x 1071 m 
m 


h 
e Unité de temps : z = 1.29 x 107?! s 
Mec 


e Unité d'énergie : mec? = 5.11 x 10° eV 


Ces unités sont déjà plus proches que les unités MKS des ordres de grandeur 
caractéristiques de la physique atomique, mais il manque encore quelques 
ordres de grandeur. En fait, on doit faire intervenir une quantité mesurant 
l'intensité de la force, la constante de couplage e? = q?/(4reo). À partir 
de À, c et e?, on forme une quantité sans dimension, la constante de structure 
fine a 

e œ À 
he  Ameohc 137 


(1.39) 


Œ = 


35. Appelée longueur d'onde Compton de électron. 

36. Cette terminologie est utilisée pour des raisons historiques et prête à confusion ; il 
vaudrait bien mieux utiliser « constante atomique ». œ est la constante de couplage de 
l’électrodynamique ; « constante » est à mettre entre guillemets, car œa n’est pas vraiment 
une constante, en raison de propriétés subtiles de la théorie quantique des champs. Les 
fluctuations quantiques du champ électron-positron ont un effet d'écran sur la charge : en 
raison des paires (virtuelles) électron-positron, la charge d’une particule testée à grande 
distance est plus petite que la même charge testée à courte distance. D’après l'inégalité 
de Heisenberg (1.30), courte distance implique grande impulsion, et donc grande énergie : 
pour explorer à courte distance, il faut utiliser des particules de haute énergie. On peut 
donc conclure que la constante de structure fine est une fonction croissante de l'énergie, et 
de fait, si l’on se place à des échelles d'énergie de l’ordre de l'énergie au repos du boson Z°, 
mzc? ~ 90GeV, alors œ ~ 1/129, au lieu de la valeur de basse énergie a œ 1/137. La 
procédure de renormalisation, qui élimine les infinis, permet de choisir une échelle d’énergie 
(ou de distance) arbitraire pour définir œ. En résumé, œ dépend de l'échelle d’énergie 
caractéristique du processus étudié, et aussi du détail de la procédure de renormalisation 
(cf. note 13). Cette dépendance en énergie de a est visible depuis quelques années dans les 
expériences de précision de la physique des hautes énergies. Voir aussi l'exercice 14.5.3. 
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Les relations entre unités atomiques et unités naturelles sont maintenant 
faciles à obtenir ; pour le rayon de Bohr, unité de longueur naturelle de la 
physique atomique, on obtient 


Rich 1h 
ae = 0.53 À (1.40) 


Mer? € Mel Q Mel 


ao = 


Le Rydberg, unité naturelle d’énergie en physique atomique est relié 
à mec? par 


rwa CAN l 
Ræ = 2 e = 2 (£) Mec? z 5 mec = 13.6 eV (1.41) 


La vitesse de l’électron sur l'orbite du niveau fondamental est v = ac = e?/h, 
et la période de cette orbite, qui est l'unité de temps atomique, vaut 


2Tao 1 À 1 2x À 
= 27 — = 


—=— 15x10 686 (1.42) 
v a Mec QC a Mec 


5 + 


Les équations (1.40—1.42) montrent qu’unités naturelles et unités atomiques 
sont reliées par des puissances de a. 

Comme dernier exemple, donnons une estimation de la vie moyenne d’un 
électron dans un état excité. Nous allons utiliser une image classique, en 
admettant que cet électron tourne sur une orbite de rayon?” a, image que 
nous allons corriger en la complétant judicieusement le moment venu par des 
considérations quantiques : c’est ce que l’on appelle un raisonnement semi- 
classique. Un calcul d’électromagnétisme classique montre qu’un électron sur 
une orbite circulaire parcourue avec une vitesse v = wa & c rayonne une 
puissance 


2 334 2[/@\ du ap (2 
P= rw -= (£ z2 awh 2) (1.43) 


C’est ici qu’intervient le raisonnement quantique : l’atome émettra un photon 
quand il aura accumulé une énergie ~ hw, ce qui va lui prendre un temps 7 
qui sera précisément la vie moyenne de l’état excité 


1, _ ne (=) (1.44) 


T € 


Mais nous avons vu que aw/c = v/c ~ a, et le rapport de la période T à la 


vie moyenne 7 est 

T 1 

Z ~ — wa À 107$ (1.45) 
T  TWw 


37. On peut aussi assimiler l’atome à un dipôle oscillant de fréquence w, comme dans le 
modèle de Thomson. La seule différence est que le facteur 2/3 dans (1.43) devient 1/3, ce 
qui est sans influence sur les ordres de grandeur. 
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L’orbite est parcourue environ un million de fois avant l’émission d’un photon : 
un état excité est donc bien défini. Pour l’état fondamental de l’atome 
d'hydrogène dont l'énergie est ~ 10 eV, nous avons vu que T ~ 107 !6s ; pour 
l’'électron externe d’un alcalin avec une énergie ~ 1eV, nous avons plutôt 
T ~ 10-158, et l’ordre de grandeur de la vie moyenne d’un état excité est 
1077-10 %5s. Par exemple le premier niveau excité du rubidium a une vie 
moyenne de 2.7 x 1078s. 

Les raisonnements utilisés dans cette section ont le mérite de la simplicité, 
mais ils ne sont pas satisfaisants. Ils consistent à plaquer arbitrairement une 
contrainte quantique sur un raisonnement classique, au moment où celui-ci 
devient intenable, et le lecteur pourra estimer à juste titre qu’il n’est pas 
convaincu par ce type de raisonnement. Il est donc indispensable de passer 
à une théorie entièrement nouvelle, qui ne soit plus guidée par la physique 
classique, mais qui développe son propre cadre de façon autonome, sans 
référence à la physique classique. 


1.6 Exercices 


1.6.1 Ordres de grandeur 


1. On se propose d'explorer des distances de l’ordre de la taille d’un atome, 
soit 1 À, avec des photons, des neutrons ou des électrons. Quel sera en eV 
l’ordre de grandeur de l’énergie de ces particules ? 


2. Lorsque la longueur d’onde À d’une onde sonore est grande par rapport 
au pas du réseau cristallin où se propage la vibration, la fréquence w de cette 
onde sonore est linéaire dans le vecteur d’onde k = 27/À : w = csk, où Cs 
est la vitesse du son (cf. § 11.3.1). Dans le cas de l’acier cs = 5 x 10°m.s !. 
Quelle est l'énergie ñw d’une onde sonore pour k = 1nm 1! ? La particule 
analogue du photon pour les ondes sonores est appelée phonon : voir § 11.3.1, 
et hw est l'énergie d’un phonon. Sachant qu’un phonon peut être créé par 
collision inélastique sur le cristal, doit-on utiliser des neutrons ou des photons 
pour étudier les phonons ? 


3. Dans une expérience d’interférences avec des fullerènes Ceo, qui sont 
aujourd’hui les plus gros objets avec lesquels on a vérifé le comportement 
ondulatoireS$, la vitesse moyenne des molécules est de 220 m.s7™!. Quelle 
est leur longueur d'onde de de Broglie ? Comment se compare-t-elle aux 
dimensions de la molécule ? 


4. Une molécule diatomique est formée de deux atomes de masse Mı et M; 
elle a la forme d’une haltère. Les deux noyaux atomiques sont distants de 
ro = bag, où ao est le rayon de Bohr (1.34) et b un coefficient numérique ~ 1. 


38. M. Arndt, O. Nairz, J. Vos-Andreae, C. Keller, G. van der Zouw et A. Zeilinger, 
Nature 401, 680 (1999). 
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On suppose que la molécule tourne autour de son centre d’inertie suivant un 
axe perpendiculaire à la droite joignant les noyaux, appelée droite des noyaux. 
Montrer que son moment d'inertie est I = urg où y = MiMo2/(M1+Mo) est la 
masse réduite. On suppose que son moment angulaire est A. Quelle est alors 
la vitesse angulaire de rotation et quelle est l’énergie £rot correspondante ? 
Montrer que cette énergie est proportionnelle à (m./u)Rs où Me est la masse 
de l’électron et Ro = mee*/(2ñ?) = e? /(2ao). 


5. La molécule peut aussi vibrer le long de la droite des noyaux autour 
de sa position ď’équilibre r — ro, la force de rappel étant de la forme 
—K(r — ro), avec Kr2 = cRs où c est un coefficient numérique ~ 1. Quelles 
sont la fréquence de vibration w, et lénergie hw, correspondante ? Montrer 
que cette énergie est proportionnelle à /me/u Roo. Exemple : la molécule 
de HCI?5, où les valeurs expérimentales sont ro = 1.27 Å, Erot = 1.3 x 107° eV, 
hw, = 0.36eV. Calculer les valeurs numériques de b et c. Quelle serait la 
longueur d’onde d’un photon ayant l'énergie Erot, Awy ? Dans quels domaines 
se trouvent ces longueurs d’onde ? 


6. L'absence d’une théorie quantique de la gravitation oblige à limiter 
toute théorie à des énergies plus petites que Ep, l'énergie de Planck. Par 
un argument dimensionnel, construire EP en fonction de la constante de 
gravitation G (1.5), À et c et donner sa valeur numérique. Quelle est la 
longueur correspondante, ou longueur de Planck lp ? 


1.6.2 Le corps noir 


1. Démontrer l'équation (note 21) 


2. On se propose de relier la densité d'énergie par unité de fréquence e(w, T) 
à la puissance émise u(w, T) : équation (1.15). On considère une enceinte 
portée à la température T (figure 1.4). Soit ë(k, T)d°k la densité d'énergie 
dans dk autour de K, qui ne dépend que de k = Ik]. Montrer que 


: c 
ë(k, T) = Ink elw, T) 


Le vecteur de Poynting pour une onde s'échappant de l'enceinte avec un 
vecteur d'onde k est cë(k, T)k. Montrer que le flux du vecteur de Poynting à 
travers une ouverture d’aire S est 

1 


= zes | e(w, T)dw 
4 Jo 


et en déduire (1.15). 
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3. Montrer par analyse dimensionnelle qu’en physique classique on doit avoir 
pour la densité d'énergie du corps noir 


ET) = A(kBT)c * 1 w? dw 


où À est un coefficient numérique. 


4. Chaque mode k du champ électromagnétique dans l'enceinte est un 
oscillateur harmonique. En mécanique statistique classique, l'énergie d’un 
tel mode est 2kpT (pourquoi ce facteur 2 ?). Montrer que la densité d'énergie 
dans l’enceinte est 


1 5 o0 
e(T) = = (kBT)c a w? dw 


et en déduire A. 


5. Démontrer (1.22) et vérifier que l’on retrouve l’expression classique pour 
hw < kT, c'est-à-dire pour une température suffisamment grande à w fixé. 
Ceci est un résultat très général : l’approximation classique est valable à haute 
température. 


1.6.3 Inégalités de Heisenberg 


Dans l'expérience théorique de la figure 1.12, quel doit être l’ordre de 
grandeur de la composante Apy de l’impulsion communiquée à l'écran si l’on 
veut pouvoir distinguer entre le passage par la fente F1 et la fente F2 ? 
Que peut-on en déduire pour la position de la fente Fo ? Montrer que les 
interférences sont détruites si l’on peut distinguer entre F} et F2. 


1.6.4 Diffraction de neutrons par un cristal 


La diffraction des neutrons est une des principales techniques d’analyse 
de la structure des cristaux. On considère pour simplifier un cristal 
bidimensionnel composé d’atomes identiques, les vecteurs d’onde étant situés 
dans le plan du cristal$. Les atomes du cristal se trouvent aux points du 
réseau (figure 1.18) 


Ti = naf + mbŷ n=0,1,...N-1; m=0,1,...M -1 
Les neutrons interagissent avec les noyaux des atomes“? par une interaction 
de type nucléaire. On appelle f(0) l'amplitude de probabilité pour qu’un 


neutron d’impulsion ħk soit diffusé dans la direction A par un atome situé 
à l’origine des coordonnées, 0 étant langle entre k et k’. Comme l’énergie 


39. On peut aussi envisager une diffusion 3D par un cristal 2D : cf. Wichman [1974], 
chapitre 5, ce qui donne un modèle pour la diffraction par la surface d’un cristal. 

40. Il existe aussi une interaction entre le moment magnétique du neutron et le 
magnétisme de l’atome, qui joue un rôle très important pour l’étude du magnétisme, mais 
qui ne nous concerne pas dans ce problème. 
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FIG. 1.18 — Diffraction de neutrons par un cristal. 


des neutrons est très faible, ~ 0.01eV, f(8) est indépendant de 8 (§ 12.2.4) : 
(0) = f. La collision entre le neutron et le noyau atomique est élastique et 
l’état du cristal est inchangé dans la collision : il est impossible de savoir quel 
atome a diffusé un neutron. 


1. Montrer que l’amplitude de diffusion par un atome situé au point ñ; est 
fi = fÈ E T 2 feit 
avec g = — k. 


2. Montrer que l’amplitude de diffusion ftot par le cristal est de la forme 


fiot = fF(aqr,bqy) 


la fonction F(agr,bqy) étant donnée par 


F(aqz, bqy) = exp (0) ai (ae = 2) 


2 2 
La later 


3. Montrer que pour N, M > 1 la probabilité de diffusion est proportionnelle 
à (NM)? lorsque g a pour composantes 


27% 27ny 
x = ie dy = b 


les nombres ng et ny étant des nombres entiers : lorsque les composantes de f 
sont de cette forme, on dit que g appartient au réseau réciproque du réseau 
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cristallin. On obtient des maxima de diffraction si g est un vecteur du réseau 
réciproque. Quelle est la largeur du pic de diffraction autour d’un maximum ? 
En déduire que l'intensité dans le pic est proportionnelle à NM. 


4. On doit tenir compte du caractère élastique de la diffusion. Montrer que 
la condition de diffusion élastique est 


2k.q+q —0 


Un vecteur du réseau réciproque ne donnera un maximum de diffraction que si 
cette condition est vérifiée. Pour une longueur d’onde fixée, cette condition ne 
pourra être satisfaite que si l’angle d'incidence prend des valeurs particulières, 
appelées angles de Bragg 08. Une étude simple est possible si ny = 0. Montrer 
que dans ce cas un angle d'incidence 0g donne lieu à diffraction pour 


mn 
bk’ 
Dans le cas général, il est commode de donner une interprétation géométrique 
de la condition de Bragg : extrémité du vecteur Ẹ étant située sur un point du 
réseau réciproque, on trace un cercle de rayon k. Si ce cercle passe par un autre 
point du réseau réciproque, alors on obtiendra un maximum de diffraction. 
En général un faisceau de neutrons incident sur un cristal ne donnera pas 
de pic de diffraction. Il faut choisir convenablement l'angle d'incidence et/ou 
la longueur d'onde. Pourquoi ce phénomène ne se produit-il pas pour la 
diffraction par un réseau à une dimension ? Que se passerait-il s’il y avait 
seulement la première rangée verticale d’atomes sur la droite y = 0 ? 


sin 08 = n = 1,2, 


5. On suppose maintenant que le cristal est formé de deux types d’atomes. 
Le motif élémentaire, ou maille du cristal, est formé de la façon suivante : 
deux atomes de type 1 sont situés respectivement en 


r1 =0 et ri = a + bÿ 
et deux atomes de type 2 en 
Fo=at et T2'=0bÿ 


La maille se répète avec une périodicité 2a dans la direction x et 2b dans la 
direction y. Soit fı (f2) l'amplitude de diffusion d'un neutron par un atome 
de type 1 (2) situé à l’origine des coordonnées ; on pourra prendre fı et f2 
réels. Si NM est le nombre de mailles, montrer que l’amplitude de diffusion 
par le cristal est proportionnelle à F(2aq,2bq,). Déterminer le facteur de 
proportionnalité en fonction de fı et f2. Montrer que si qz et qy correspondent 
à un maximum de diffraction, ce facteur de proportionnalité vaut 


fi [+D] + fa e + ED" 


Discuter le résultat en fonction de la parité de ng et de ny. 
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6. Les atomes 1 et 2 forment un alliage‘: à basse température les atomes 
sont dans la configuration de la question 5, mais au-dessus d’une certaine 
température chaque atome a une probabilité de 50 % d’occuper un site 
quelconque et tous les sites sont équivalents. Comment va évoluer la figure 
de diffraction ? 


1.6.5 Atomes hydrogénoïdes 


Calculer en fonction de R+ le niveau d’énergie fondamental de l’atome 
d'hydrogène ordinaire, de l’atome de deuterium et de l’atome d’helium une fois 
ionisé en tenant compte de ce que la masse des nucléons est finie. Suggestion : 
quelles sont les masses réduites ? 


1.6.6 Interféromètre de Mach-Zehnder 


Dans un interféromètre de Mach-Zehnder (figure 1.19), le faisceau 
lumineux arrive sur un premier séparateur de faisceau. Les deux faisceaux 
ainsi obtenus sont ensuite réfléchis par deux miroirs et recombinés par un 
second séparateur de faisceau. L’intensité lumineuse incidente est réduite au 
point où les photons arrivent un à un : plus précisément, le temps qui sépare 
deux photons successifs est très grand par rapport au temps de résolution des 
photodétecteurs Dı et D2. Si un photon arrive sur un séparateur de faisceau 
avec une amplitude de probabilité ao, il sera transmis avec une amplitude tao 
et réfléchi avec une amplitude rao, où t et r sont des nombres complexes 


t = [tlei* r = [ref 


et (t| = rl = 1/V2. On peut introduire sur le bras supérieur de 
l’interféromètre un déphasage ô à l’aide d’une lame à faces parallèles 


FiG. 1.19 — Interféromètre de Mach-Zehnder. 


41. Un exemple du phénomène décrit dans cette question est donné par le bronze, pour 
une proportion de 50 % de cuivre et de 50 % de zinc. 
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d'épaisseur variable. En l’absence de la lame, ô = ðo # 0 car les deux bras 
de l’interféromèêtre ne sont jamais exactement égaux. On appelle p, et pa les 
probabilités de détection d’un photon par D: et Do. 


1. Calculer p, et pọ en fonction de a, 8 et 6. Qu'observe-t-on en faisant 
varier ô ? 


2. Quelle relation doit-on avoir entre p, et pọ ? En déduire 


T 
a-p=z7+nT n entier 


1.6.7 Interféromètre à neutrons et gravité 


Un interféromètre à neutrons est réalisé de la façon suivante (figure 1.20) : 
le faisceau incident supposé monochromatique (c’est-à-dire de longueur d’onde 
fixée) arrive sur un premier cristal en À, langle d'incidence et la longueur 
d'onde étant choisies de telle sorte que l’on obtienne un pic de diffraction (voir 
exercice 1.6.4, question 4) : l’angle d'incidence est un angle de Bragg 68. 
Une partie du faisceau est transmise dans le faisceau I avec une amplitude 
de probabilité t et l’autre partie est réfractée dans le faisceau II avec une 
amplitude de probabilité r. Ces amplitudes vérifient |t|? + |r]? = 1. Les 
faisceaux I et II arrivent sur un second cristal respectivement en B et en D et 
les parties réfractées de I et II sont recombinées par un troisième cristal en C. 
Les neutrons sont détectés par deux compteurs D: et D2. Sur le trajet IT les 
neutrons subissent un déphasage y qui peut avoir diverses origines (différence 
de longueur entre les trajets, gravité, passage dans un champ magnétique 
etc.), et l'objectif de l’interférométrie neutronique est précisément de mesurer 
ce déphasage. 


FIG. 1.20 — Interféromêtre à neutrons. 
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1. Montrer que l'amplitude de probabilité aı pour qu’un neutron arrive 
sur D est 


a = ao(e* trr + rrt) 
et que la probabilité de détection par D: est 
pi = 2laol”lél”|rl{(1 + cos x) = A(1 + cos x) 
ao étant l’amplitude incidente sur le premier cristal. 


2. Quelles sont l'amplitude az d’arrivée d’un neutron sur le détecteur D2 en 
fonction de r, t et ao et la probabilité p, correspondante ? Pourquoi doit-on 
avoir p, + po = const. ? En déduire 


Pa = B — Acos x 
Quelle est l'expression de B en fonction de t, r et ao ? Posant 
t = [tfeit r= |rle 8 


montrer que 


a-B8= 5 Enr n =0,1,2,... 


3. On tient compte de la gravité : comment varie en fonction de l'altitude 
z le vecteur donde k = 2rx/À d’un neutron lorsqu'il est placé dans un 
champ de pesanteur, l’accélération de la pesanteur étant g ? Comparer 
les valeurs numériques de l’énergie cinétique du neutron et de son énergie 
gravitationnelle? m,gz (mA est la masse du neutron) et en déduire une 
approximation pour k. Le plan ABDC étant initialement horizontal, on fait 
tourner autour de AB ce plan qui devient vertical. Montrer que cette rotation 
induit une différence de phase entre les deux trajets 


mgs _ 2rm2gSX 


DRE TRE ja 


où £ est l’aire du losange ABDC. 


4. Si le plan ABDC fait un angle variable 8 avec la verticale, discuter 
qualitativement la variation de la probabilité de détection des neutrons en 
fonction de 8. Données numériques? : À = 1.44 À, S = 10.1 cm?. 


42. L'énergie étant définie à une constante additive près, on fixe par convention le zéro 
d'énergie de la façon suivante : un neutron de vitesse nulle et d’altitude z = 0 a une énergie 
nulle. 

43. R. Colella, A. Overhauser et S. Werner, Phys. Rev. Lett. 34, 1472 (1975). 
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1.6.8 Diffusion cohérente et diffusion incohérente 
de neutrons par un cristal 


On se propose d'étudier la diffusion de neutrons par un cristal formé de 
deux types de noyaux. Un site donné du cristal est occupé par un noyau de 
type 1 avec une probabilité p1 ou par un noyau de type 2 avec une probabilité 
p2 = 1 — pı. Le nombre total de noyaux est N, et il y a donc p1W noyaux de 
type 1 et pN noyaux de type 2 dans le cristal. Au site 4, i = 1,::. ,N, on 
associe un nombre à; qui prend la valeur 1 si le site est occupé par un noyau de 
type 1 et 0 s’il est occupé par un noyau de type 2. L'ensemble {a;} des œ;, avec 
S; ai = pıN, définit une configuration du cristal. L’amplitude de diffusion 
d’un neutron par le cristal dans la configuration {a;} est (cf. l'exercice 1.6.4) 


N 
fiot = > (aifi + (1 — ai) f2) e77 


i=l 
où fı (f2) est l'amplitude de diffusion d’un neutron par un noyau de type 1 (2). 


1. On note (e) la moyenne sur toutes les configurations possibles du cristal, 
en supposant que les occupations des sites ne sont pas corrélées (par exemple 
l'occupation d’un site par un noyau de type 1 ne doit pas augmenter la 
probabilité qu’un site voisin soit aussi occupé par un noyau de type 1). 
Démontrer les identités 


(aiaj) = pi + pipodi (œi(1 — a;)) = pipa(l — 5) 


2. Déduire de ces identités la moyenne sur les configurations de | FA 


(frot?) = (Pr fi + paf) X TE +N pipl — 2)? 
ij 
Le premier terme décrit la diffusion cohérente et donne lieu à des pics 


de diffraction. Le deuxième est proportionnel] au nombre de sites et est 
indépendant des angles : ce terme correspond à la diffusion incohérente. 


1.7 Bibliographie 


On trouve une introduction élémentaire à la physique quantique dans le 
livre de V. Scarani, Initiation à la physique quantique, Vuibert (2003). Il 
est également recommandé de lire les chapitres introductifs 1 à 3 de Feynman 
et al. [1965], volume III, et 1 à 5 de Wichman [1974]. On pourra aussi consulter 
les chapitres 1 à 3 de Lévy-Leblond et Balibar [1984]. Pour une introduction 
pédagogique et actualisée à la physique des particules élémentaires, voir 
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Jacob, « Le modèle standard de la physique des particules », Pour la Science, 
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p. 58, octobre 2002. On trouvera une étude détaillée du rayonnement du 
corps noir par exemple dans Diu et al. [1990], chapitre 4 ou Le Bellac 
et Mortessagne [2001], chapitre 4. Les expériences d’interférences et de 
diffraction de neutrons froids ont été réalisées par A. Zeilinger, R. Gäbhler, 
C. Shull, W. Treimer et W. Mampe, Rev. Mod. Phys. 60, 1067 (1988), et les 
expériences d’interférences avec des atomes froids par F. Shimizu, K. Shimizu 
et H. Takuma, Phys. Rev. A46, R17 (1992). Pour la diffraction des neutrons 
par un cristal, on pourra se reporter à Kittel [1970], chapitre 2. Un livre 
récent sur l’interférométrie neutronique est celui de H. Rauch et S. Werner, 
Neutron Interferometry, Clarendon Press, Oxford (2000). 


Chapitre 2 


Mathématiques de la mécanique 
quantique I : dimension finie 


E PRINCIPE DE SUPERPOSITION est un principe fondateur de la mécanique 
E quantique ; nous nous sommes appuyés sur ce principe pour rendre 
compte de l'expérience des fentes d’Young. La mécanique quantique est 
une théorie linéaire, il est naturel que les espaces vectoriels y jouent 
un rôle fondamental. Nous verrons qu’un état physique est représenté 
mathématiquement par un vecteur dans un espace dont nous allons préciser 
les caractéristiques, et qui sera appelé espace des états. Un second 
principe fondateur, également déduit de l'expérience des fentes d'Young, est 
l’existence d’amplitudes de probabilité. Ces amplitudes de probabilité seront 
représentées mathématiquement par des produits scalaires définis sur l’espace 
des états. En physique des ondes, l’utilisation des nombres complexes est une 
commodité, mais en mécanique quantique les amplitudes de probabilité sont 
fondamentalement des nombres complexes : le produit scalaire sera a priori un 
nombre complexe. Les grandeurs physiques : impulsion, position, énergie... 
seront représentées par des opérateurs agissant dans l’espace des états. Dans 
ce chapitre, nous introduisons les propriétés essentielles des espaces de Hilbert, 
c’est-à-dire les espaces vectoriels munis d’un.produit scalaire défini positif, en 
nous limitant au cas de la dimension finie. Cette restriction devra être levée 
ultérieurement, car l’espace des états est en général de dimension infinie. 
La théorie mathématique des espaces de Hilbert de dimension infinie est 
beaucoup plus complexe que celle des espaces de dimension finie, et nous 
renvoyons leur étude au chapitre 7. Le lecteur familier des espaces vectoriels 
de dimension finie et des opérateurs dans ces espaces peut passer directement 
au chapitre 3 après un survol des notations. 
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2.1 Espaces de Hilbert de dimension finie 


Soit H un espace vectoriel de dimension N sur le corps des complexes. 
Nous noterons |p}, |[x),... les éléments de H. Si À, u,... sont des nombres 
complexes, et si |p} et |x) € H la linéarité implique que Ajy) = |Ay) € H et 


que (lp) + A|x)) € H. 
L'espace H est muni d’un produit scalaire défini positif, ce qui en fait un 


espace de Hilbert. Le produit scalaire! de deux vecteurs |p} et |x} sera noté 
{xl}; il est linéaire par rapport à |p) 


(xili + Aga)} = (xhip) + A(x\ge) (2.1) 


et vérifie la propriété de conjugaison complexe 


(xip) = lx (2.2) 


ce qui implique que (y|p} est un nombre réel. De (2.1) et (2.2) on déduit que 
le produit scalaire (x|) est antilinéaire par rapport à |x} 


(Qu + Ax2)l0) = Gale) + Gale) (2.3) 


Enfin le produit scalaire est défini positif 


(ply) =0 = |) =0 (2.4) 


Il sera commode de choisir dans H une base orthonormée de N vecteurs 


{11), 12), [n), -3 [N)} 
(n|m) = nm (2.5) 


Tout vecteur |p) peut se décomposer sur cette base avec des coefficients cn 
qui sont les composantes de |y) dans cette base 


N 
ke) =$ calin) (2.6) 


Prenant le produit scalaire de (2.6) avec le vecteur de base |m), on trouve 
pour Cm 


cm = (ne) (2.7) 


Si un vecteur |x} se décompose sur cette même base suivant |x) = 5 din), 
alors le produit scalaire {x|} s'écrit, en utilisant (2.5) 


N 
(xl) = 5 d, Cn(min) = Dai, Cn (2.8) 
n=1 


n,m=l1 


1. Il pourra nous arriver d'utiliser la notation des mathématiciens (x, p) = (xlw) pour 
le produit scalaire. Toutefois il faut prendre garde que pour les mathématiciens le produit 
scalaire (x, p) est linéaire par rapport à x! 
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La norme de {y}, notée ||[g|}, est définie à partir du produit scalaire 


llel? = (le) = z |en? > 0 (2.9) 
Une propriété importante du produit scalaire est l'inégalité de Schwarz 


Xe) <  xix)(ele) = lix? lell? (2.10) 


L'égalité est vraie si et seulement si |y) et |x) sont proportionnels: |x} = À|y). 
Démonstration?. Le théorème est vérifié si (x|w) = 0, nous pouvons donc 
supposer que (x|[w) # 0 = |y) #0 et |x) #0. D’après la propriété (2.9) de la 
norme 


(e — Ax)l(e — àx)) = lell? -a*d -Alel + DAPTXIÉ > 0 


Choisissant 


AT ,_ lill 
sm de 


on obtient 


21 24 illit iix}? 
IP - 2il + re 2 0 


d’où (2.10) suit immédiatement. L'égalité ne peut avoir lieu d’après (2.4) que 
si |p) = À|x) et réciproquement. 


2.2 Opérateurs linéaires sur H 


2.2.1 Opérateurs linéaires, hermitiques, unitaires 


Un opérateur linéaire À fait correspondre au vecteur |y} un vecteur | A4) 
vérifiant la propriété de linéarité 


Alp + àx)) = |A) + AJAx) (2.11) 


Dans une base déterminée, cet opérateur est représenté par une matrice? 
d'éléments Amn- En effet grâce à la linérarité et en utilisant la 
décomposition (2.6) 


N 
[Ag) = $ cn|An) 


2. Cette démonstration se transpose immédiatement au cas où l’espace est de dimension 
infinie. 

3. On notera que par abus de langage les physiciens confondent souvent l'opérateur et 
sa matrice représentative dans une base donnée. 
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on obtient les composantes dm de | Ag) = Ym dm|mM) 


N 
dm = (m| Ap) = Den m| An) = Aie (2.12) 


L'élément de matrice Amn est donc 
Amn = (mlAn) (2.13) 
L'opérateur hermitique conjugué (ou adjoint) A? de A est défini par 


{xl AÏy) = (Axle) = (yl Ax" (2.14) 


pour tout couple de vecteurs |p), |X). On montre facilement que Af 
est bien un opérateur linéaire. Ses éléments de matrice dans la base 
{11),12),...,[n),...,[N)} sont obtenus en prenant pour |p} et |x) les vecteurs 
de base et (At)n vérifie 

(A')mn = Ahm (2.15) 


Le conjugué hermitique du produit AB de deux opérateurs est B AŤ; en effet 
(xI(4B)t o) = (ABxlp) = (BxlAïe) = (x|Bt Ap) 


Un opérateur vérifiant A = AŤ est appelé hermitique, ou auto-adjoint. Les 
deux termes sont équivalents pour les espaces de dimension finie, mais non 
dans le cas de la dimension infinie. 


Un opérateur tel que UUt = UTU = I, ou de façon équivalente U~! = 
Ut, est appelé opérateur unitaire : dans toute la suite du livre, 7 désignera 
l'opérateur identité de l’espace de Hilbert. Dans un espace de dimension finie, 
une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur U soit unitaire est 
qu’il conserve la norme 


Uell? = llel? où (UvlUe) = (plp) Yp EH (2.16) 


Démonstration. Calculons la norme carrée de |U (¢ + Aàx)), qui par hypothèse 
est égale à la norme carrée de |p + àx} 


ly + Axe + x) = (plp) + IA (xIx) + 2Re (A(y1x)) 
tandis que 
(Ulp + MDIU( + Ax)) = (UplUp) + A{UxIUx) + 2Re (AUIUx)) 
En retranchant la seconde des équations ci-dessus de la première 


Re (A(pIx})) = Re (AUgIUx)) 
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et en choisissant À = 1 puis À = i on déduit 


UglU x) = (elx) > UU =I 


Dans un espace vectoriel de dimension finie, lexistence d’un inverse à gauche 
entraîne celle d’un inverse à droite, et on a également UUÌ = I. Un opérateur 
qui conserve la norme est une isométrie. Dans un espace de dimension finie, 
une isométrie est un opérateur unitaire. 


Les opérateurs unitaires effectuent les changements de base orthonormée 
dans H. Soit |n’) = [Un), alors 


(m'in) = (Um|Un) = (min) = mn = m'r 


et l’ensemble des vecteurs {|n’}} forme une base orthonormée. Il faut prendre 
garde au fait que les composantes c, d’un vecteur se transforment à l’aide de 
Ut (ou UT!) 


N 
ch = (n'le) = (Unlo) = (lUt p) = SU ucm (2.17) 
m=l1 
Notons également la loi de transformation des éléments de matrice 


N 
An = (m'|An') = (Um|AUn) = (m|UtAUn) = X` Ulp Au Um (2.18) 
k,l=1 


2.2.2 Projecteurs et notation de Dirac 


Enfin nous ferons usage intensif des projecteurs. Soit Hı un sous-espace de 
H et Ho le sous-espace orthogonal. Tout vecteur |p} se décompose de façon 
unique en un vecteur [g1) appartenant à Hı et un vecteur |y2) appartenant 
à Ho 
lp) = pi) +lp2), p1) € H1, va) E H2, (y1lp2) = 0 


On définit le projecteur P1 sur H1 par son action sur un vecteur arbitraire |p} 


Pip} = |y1) (2.19) 


Pı est manifestement un opérateur linéaire, et c’est aussi un opérateur 
hermitique car si la décomposition de |x) en vecteurs appartenant à Hı et 
Hz est [x) = [x1) + Îx2), alors 


(Pip) = (xly1) = (xalg) 
KPIA = Pixo = gale) = Qal) 


On remarque également que 


Pip) = (Pig) = lei) > PI = Pi 
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Inversement, tout opérateur linéaire qui vérifie Pi Pı = Pı est un projecteur. 


Démonstration. On observe d’abord que Pi = P4, et ensuite que les vecteurs 
de la forme |P14) forment un sous-espace vectoriel Hı de H. Si l’on écrit 


lp) = Pip) + (lg) — Pip) = Pip) + lea) 


alors |w2) est orthogonal à tout vecteur |P1X) 
lp- PaplPix) = (Pay — Piplx) = 0 


On a bien décomposé |p) en |P1v) et un vecteur du sous-espace orthogonal 
à Hı. 


La propriété P? = Pı montre que les valeurs propres d’un projecteur sont 
0 ou 1, et Tr P: est égal à la dimension de l’espace de projection, comme on 
le voit aisément en écrivant Pı dans une base où il est diagonal. De plus on 
vérifiera dans l’exercice 2.4.6 les propriétés suivantes : 


e Si Pi et Pi sont des projecteurs sur H1 et Hi respectivement, P1 Pi est 
un projecteur si et seulement si P1P{ = PiP1. P Pi projette alors sur 
l'intersection Hı N Hi. 


èe Pı + Pi est un projecteur si et seulement si PıPi = 0. Dans ce cas 
Hı et Hi sont orthogonaux et Pı + Pi projette sur la somme directe 
Hi 8 Hi. 


e Si PıPi = Pi Pi, alors P1 + Pi — P1P1 projette sur l’union Hı UH{. La 
seconde propriété est un cas particulier de celle-ci. 


Notation de Dirac. Au lieu d'écrire | Ag}, nous écrirons désormais A|} suivant 
une notation introduite par Dirac. Le produit scalaire (y| Av) s'écrira en 
notation de Dirac {x|Alg). Les vecteurs |p} de H sont appelés « kets », et les 
vecteurs (x| de l’espace dual « bras ». Le bra associé au ket [Ag) est À"(@|; 
en effet 


(glx) = A (px) 


Dans (x|A|p), À agit à droite sur |p) : (x|Alp) = (x|(Aly)), et non (Ax|o). 
Comme (A|y))' = (p|Af, il n'y a pas d’ambiguïté si A est hermitique. La 
notation de Dirac permet d'écrire très simplement les projecteurs. Soit |p} un 
vecteur normalisé à l’unité : (|y) = 1. La décomposition de |x} suivant |p} 
et un vecteur |x1) orthogonal à |p} est 


1x) = lekel + (x) — lekel) = lp}(eix) + 1x1) = Polx) + x) 


4. Cette notation est commode et très largement utilisée, mais elle n’est pas exempte 
d’ambiguïtés. Elle est par exemple à éviter lorsque l’on traite du renversement du sens du 
temps. 
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On peut donc écrire 


P, = loe] (2.20) 


Si une base orthonormée du sous-espace Hı est composée des vecteurs 
{11),...,|M}}, M < N, alors P, s'écrit 


M 
=E hn) (2.21) 


Si M = N on obtient la décomposition de l’opérateur identité 


(2.22) 


Cette relation est appelée relation de fermeture. Elle est souvent très 
commode dans les calculs. Par exemple elle redonne simplement la loi de 
multiplication des matrices 


N N 
(AB)nm = (n|AB|m) = (n|AIB|m) = X` (nJ AID (Blm) = X- Ani Bim 
i=} = 


Donnons enfin une définition importante. La trace d’un opérateur est la 
somme de ses éléments diagonaux 


(2.23) 


Il est facile de montrer (exercice 2.4.2) que la trace est invariante dans un 
changement de base et que 


Tr AB = Tr BA (2.24) 


2.3 Décomposition spectrale 
des opérateurs hermitiques 


2.3.1 Diagonalisation d’un opérateur hermitique 


Soit A un opérateur linéaire ; s’il existe un vecteur |p} et un nombre 
complexe a tels que 


Alp) = alp) (2.25) 


5. Si liell? Æ 1, alors P = lp)(el/Ilell. 
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alors |p) est appelé vecteur propre et a valeur propre de A. On obtient les 
valeurs propres en résolvant l'équation en a 


det(A — al) =0 (2.26) 


Les vecteurs propres et valeurs propres des opérateurs hermitiques ont des 
propriétés remarquables. 


Théorème. Les valeurs propres d’un opérateur hermitique sont réelles et 
les vecteurs propres correspondant à deux valeurs propres différentes sont 
orthogonaux. W 


La démonstration est simple : il suffit de considérer le produit scalaire 
(pl Alp), où |p) vérifie (2.25) 


(plAle) = (vla) = allp|[? 
= (Aplg) = {ayple) = a* lloll? 


ce qui entraîne a = a*; d’autre part si Alp) = als) et A|x) = b|x), alors 


(xl Ag) = a(xlp) = (Axle) = bixi) 


d’où (xly) = 0 si a # b. Une conséquence immédiate de ce résultat est que 
les vecteurs propres d’un opérateur hermitique normalisés à l’unité forment 
une base orthonormée de #H si les valeurs propres sont toutes distinctes, c’est- 
à-dire si les racines de l’équation (2.26) sont toutes distinctes. Cependant il 
peut arriver que l’une (ou plusieurs) des racines de (2.26) soit racine multiple. 
Soit a, une telle racine : la valeur propre a, est alors dite dégénérée. Même 
dans ce cas, il est possible de former avec les vecteurs propres de À une 
base orthonormée de H. En effet on dispose du théorème suivant, que nous 
énonçons sans démonstration. 


Théorème. Si un opérateur À est hermitique, il est toujours possible de 
trouver une matrice unitaire U (non unique) telle que U-!AU soit une 
matrice diagonale, dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres qui 
apparaissent sur la diagonale un nombre de fois égal à leur dégénérescence 


a 0 0...0 
0a 0 
UAU=]| 0 0 43 0 : (2.27) 
= ie 2 (0 
Oise 0 an El 


Soit a, une valeur propre dégénérée, et soit G(n) sa multiplicité dans (2.26) ; 
on dit aussi que a, est G(n) fois dégénérée. Il existe alors G{n) vecteurs 
propres indépendants correspondant à cette valeur propre. Ces G(n) vecteurs 
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propres sous-tendent un sous-espace vectoriel de dimension G(n), appelé sous- 
espace de la valeur propre an, où l’on peut trouver une base orthonormée (non 
unique) |n,r), r =1,...,G{n) 


Afn,r) = an|n,r} (2.28) 
Le projecteur Pn sur ce sous-espace vectoriel s'écrit d’après (2.21) 
G{n) 


Pa = X mr){nrl (2.29) 


La somme des P,, donne l’opérateur identité, puisque l’ensemble des vecteurs 
In,r) forme une base de H, et on obtient la relation de fermeture (2.22) 


G(n) 


SPA =, 5 In, rin, r| =I 


w r= 


(2.30) 


Soit |p) un vecteur quelconque de H 
Alp) = SAP, le) = S_anPale) 
n n 


puisque P„ |y) appartient au sous-espace de la valeur propre an; on peut donc 
faire l’identification suivante pour A 


G(n) 


A= Yo anPn = 5 5 in,r)an(n,rl 


n Tr=l 


(2.31) 


Cette relation fondamentale est appelée décomposition spectrale de A. 
Réciproquement un opérateur de la forme pe an Pn est hermitique si a, = a}, 
et de valeurs propres an si PaPm = ônmPn. 


2.3.2 Diagonalisation d’une matrice 2 X 2 hermitique 


Nous aurons souvent l’occasion de diagonaliser des matrices 2 x 2 
hermitiques. La forme la plus générale d’une telle matrice dans une base 


{11}, 12)} 


est 
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où a et a! sont des nombres réels, b étant a priori complexe. Cependant 
nous verrons qu’en mécanique quantique il est toujours possible de redéfinir 
la phase des vecteurs de base 


|1) — 11) = e[1) 12) — 12) = eïf[2) 
Dans cette nouvelle base, l'élément de matrice 4°, de l’opérateur À est 
ta = (JAIZ) = $$- (JAD) = ie 4,, = i b 


Si b = |b| exp(iô), il suffit de prendre (a — 8) = à pour éliminer la phase de b, 
qui peut donc être choisi réel. Le cas le plus simple est celui où a = a’ 


A= T s (2.32) 


Dans ce cas, on vérifie immédiatement que les deux vecteurs |x+) et |x} 


x-5) e46) (2.33) 


sont vecteurs propres de À avec les valeurs propres (a + b) et (a — b) 
respectivement. Ce résultat très simple a une origine intéressante : soit Up 
l'opérateur unitaire qui effectue une permutation des vecteurs de base |1) 
et |2) 


L'opérateur Up est de carré unité : UŽ = I, et ses valeurs propres sont donc 
+1. Les vecteurs propres correspondants sont |x+) et x-). Mais on peut 
écrire A sous la forme 

A = al +bUp 


ce qui montre que À et UP commutent : AUP = UPA et, comme on le verra 
à la sous-section suivante, on peut alors trouver une base formée de vecteurs 
propres communs à À et Up. La diagonalisation de À est simple parce que 
À commute avec une opération de symétrie, propriété que nous utiliserons 
souvent par la suite. 

Dans le cas général a Æ a’, la propriété de symétrie n’est plus valable et 
la diagonalisation n’est pas aussi simple. Il est commode d'écrire À sous la 
forme 


a—c sinf — cos 0 


a= (55e b )=ar+ ETA bit sin 0 ) (2.34) 
où langle 4 est défini par 


c = Vb? + e cosh 
b = Vb + e sinb 
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On notera que tan = b/c, et qu’il faut prendre garde à choisir la bonne 
détermination de 9. On vérifie alors que les vecteurs propres sont 


cos 0/2 — sin 0/2 
= j= 2.35 
lx+) eem x) ( cos 0/2 ) (8) 
correspondant aux valeurs propres a+ vb? + c? et a— vb? + c? respectivement. 
On retrouve le cas précédent si c = 0, ce qui correspond à 0 = +7/2. 


2.3.3 Ensemble complet d’opérateurs compatibles 


Par définition, deux opérateurs À et B commutent si AB = BA, et dans 
ce cas leur commutateur [A, B] défini par 


[A, B] = AB - BA (2.36) 


est nul. Soit deux opérateurs hermitiques À et B qui commutent. On montre 
alors le théorème suivant. 


Théorème. Soit A et B deux opérateurs hermitiques tels que [A, B] = 0. On 
peut alors trouver une base de H formée de vecteurs propres communs à À 
et B. E 


Démonstration. Soit an les valeurs propres de A et |n, r} une base de H formée 
avec les vecteurs propres correspondants. Multiplions les deux membres 
de (2.28) par B et exploitons la commutation 


BAln,r) = A(Bln,r)) = a(Bln,r)) 


ce qui implique que le vecteur B|n,r) appartient au sous-espace de la valeur 
propre an. Si an est non dégénérée, ce sous-espace est de dimension un, B]n, r) 
est nécessairement proportionnel à |n, r} qui est donc également vecteur propre 
de B. Si ax est dégénérée, nous pouvons seulement déduire que Bin,r) est 
nécessairement orthogonal à tout vecteur propre |m, s} de À, avec m £n 


(m, s|BÎn, r) = ônm B® 


ce qui veut dire que dans la base |n,r} la matrice représentative de B est 
diagonale par blocs 


BY 0 0 
B=| 0 B® 0 
0 0 B® 


Chaque bloc B(%) peut être diagonalisé séparément par un changement de base 
affectant seulement chacun des sous-espaces, sans toucher à la diagonalisation 
de À puisqu’à l’intérieur de chaque sous-espace À est représenté par une 
matrice diagonale. 
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Réciproquement, supposons que l'on ait trouvé une base |{n,p}r) de H 
formée de vecteurs propres communs à À et B 


Al(n, p}r) = an|(n, p)r) B|(n, p}r) = bp|(n, p)r) 


Il est alors évident que 
[A, B]l(n, p)r) =0 


et comme les vecteurs |(n,p}r) forment une base, [A, B] = 0. Si [A, B] = 0, il 
est possible que la donnée des valeurs propres an et bp suffise à spécifier les 
vecteurs de base de façon unique, à une constante multiplicative de module 
un près ; il existe un vecteur |(n, p)} et un seul tel que 


Al(n,p)) = anl(n,p))} B|(n, p)) = bp|(n, p)) (2.37) 


On dira alors que A et B forment un ensemble complet d'opérateurs 
compatibles. S'il y a encore indétermination, c’est-à-dire s’il existe plusieurs 
vecteurs linéairement indépendants satisfaisant (2.36), il pourra arriver que la 
donnée des valeurs propres d’un troisième opérateur C commutant avec À et B 
lève l’indétermination. Un ensemble d'opérateurs hermitiques A1,..., AM 
commutant deux à deux et dont les valeurs propres définissent sans ambiguïté 
les vecteurs d’une base de H est appelé : ensemble complet d'opérateurs 
compatibles (ou ensemble complet d'opérateurs qui commutent). 


2.3.4 Opérateurs unitaires et opérateurs hermitiques 


Les propriétés des opérateurs unitaires Ut = UT! sont intimement liées à 
celles des opérateurs hermitiques, et en particulier ils peuvent toujours être 
diagonalisés. Le théorème de base pour les opérateurs unitaires s’énonce 
comme suit. 


Théorème. (a) Les valeurs propres a, d’un opérateur unitaire sont de module 
unité : an = exp(ian), an réel. (b) Les vecteurs propres correspondant à deux 
valeurs propres différentes sont orthogonaux. (c) La décomposition spectrale 
d’un opérateur unitaire s'écrit en fonction de projecteurs P, sous la forme 


U= anP,= D ep, avec X Pa=1 E (2.38) 
n n n 
La démonstration de (a) et (b) est triviale. Pour obtenir (c) on écrit 


1 
U = (UFU )+iz U= s Atin (2.39) 


Dir 


Les opérateurs À et B sont hermitiques et [A, B] = 0 ; (2.39) généralise aux 
opérateurs unitaires la décomposition en partie réelle et partie imaginaire d’un 
nombre complexe, les opérateurs hermitiques jouant le rôle des nombres réels. 
On peut diagonaliser simultanément À et B, et les vecteurs propres communs 
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à À et B sont aussi vecteurs propres de U; les valeurs propres de À et B sont 
cos an et sin a, respectivement. L'opérateur C 


C'= Xo anPn 


est un opérateur hermitique et U = exp(iC). Inversement soit A = $, an Pa 
un opérateur hermitique. D’opérateur 


U =X inp, = e24 (2.40) 


est manifestement un opérateur unitaire. Cette écriture généralise aux 
opérateurs unitaires la représentation exp{ia) d’un nombre complexe de 
module un. 


2.3.5 Fonctions d’un opérateur 


En écrivant (2.40), nous avons introduit l’exponentielle d’un opérateur. 
Plus généralement il est utile de savoir construire une fonction f(A) d'un 
opérateur. Cette construction est immédiate si opérateur A peut être 
diagonalisé : A = XDXT!, où D est une matrice diagonale dont les éléments 
diagonaux sont d,. Supposons la fonction f définie par un développement de 
Taylor convergent dans un certain domaine du plan complexe |z| < R 


fa) =} ce? 
p=0 


L'opérateur f(A) sera donné par 


f(A) = Dos = Sex DX =X $ z x (2.41) 
p=0 


p=0 p=0 


L'expression entre crochets n’est autre qu’une matrice diagonale d'éléments 
f(dn) bien définie si {d,| < R quel que soit n. En général on pourra trouver un 
prolongement analytique pour f(A) même si certaines valeurs propres dn sont 
en dehors du rayon de convergence du développement de Taylor, de même que 
l’on prolonge analytiquement 


en dehors du rayon de convergence |z| < 1 pour toute valeur de z différente 
de un. Un cas particulièrement important est celui de l’exponentielle d’un 
opérateur 


© AP 
expA= _ (2.42) 
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Le rayon de convergence de ce développement étant infini, l’argument ci- 
dessus implique que exp À est bien défini par le développement (2.42) si À est 
diagonalisable (en fait il n’est pas difficile de montrer que le développement 
est convergent dans tous les cas). Il faut prendre garde au fait qu’en général 


exp Aexp B Æ exp Bexp À 


une condition suffisante (mais non nécessaire !) pour légalité étant que À 
et B commutent (exercice 3.3.6). 

En résumé, étant donné un opérateur hermitique À dont la décomposition 
spectrale est donnée par (2.31), il est immédiat de définir toute fonction 
de À par 


F(A) =J S{(an)Pa (2.43) 


par exemple son exponentielle exp Á, son logarithme ln A ou sa résolvante 


R(z, A) 


eA = Y eitan P, (2.44) 
nA = Ÿ_(Inan)Pr (2.45) 
1 
a Ayl 
R(z, A) = (21 — A) > en (2.46) 


La résolvante R(z, A) n’est bien sûr définie que si z # a, quel que soit n, et 
le logarithme si aucune des valeurs propres a, n’est nulle. 


2.4 Exercices 


2.4.1 Produit scalaire et norme 


Soit une norme [|| dérivant d’un produit scalaire: [[p||? = (p, p). 


1. Montrer que cette norme vérifie l'inégalité triangulaire 


lix + ll < xl + Tell 
ainsi que 

[bai lell] < Ilx + ll 
2. Vérifier également 


Ilx + gll? + Ilx = pl = 2x1? + Ill?) 


Quelle est l'interprétation de cette égalité dans le plan réel R? ? Inversement 
si une norme vérifie cette propriété dans un espace vectoriel réel, montrer que 


ex) = Go) = F x + el — lx- el?) 
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définit un produit scalaire. Ce produit scalaire doit vérifier 


(x p1 + pa) = (x; p1) + (x, 2) (x, À?) = A(x: p) 


Dans le cas d’un espace vectoriel complexe, montrer que 
1 : ; ? 
œ) = 7 (lx+ el? — lix — 2l?) — i (x+ iell? — lix — iell?) 


2.4.2 Commutateurs et traces 


1. Montrer que 
[A, BC] = B[A, C] + [A, B]C (2.47) 


2. La trace d’un opérateur est la somme des éléments diagonaux de sa matrice 
représentative dans une base donnée 


TrA =Y Am (2.48) 


Montrer que 
TrAB=TrBA (2.49) 


et en déduire que la trace est invariante dans un changement de base A — 
A! = SAS. La trace d’un opérateur est (heureusement !) indépendante de 
la base. 


3. Montrer que la trace est invariante par permutation circulaire 


Tr ABC = Tr BCA = Tr CAB (2.50) 


2.4.3 Déterminant et trace 


1. Soit une matrice A(t) dépendant d’un paramètre t vérifiant 


dA(t) 
TEE A(t) B 
Montrer que A(t) = A(0)exp(Bt). Quelle est la solution de 
dA(t) 
—— = BA(t)? 
di (t) 


2. Montrer que 
det e^t! x dete^t? = det e4(t1+t2) 


En déduire 
det ef = e™" 4 


ou de façon équivalente 
det B = e™ mB (2.51) 


Suggestion : obtenir une équation différentielle pour la fonction g(t) = 
det[exp(At)]. Les résultats sont évidents si A est diagonalisable. 


62 Physique quantique 


2.4.4 Projecteur dans R° 


Soit dans l’espace réel à trois dimensions R? deux vecteurs ä1 et üə 
linéairement indépendants, mais non nécessairement orthogonaux et de norme 
quelconque, et P le projecteur sur le plan défini par ces deux vecteurs. Montrer 
que l’action de P sur un vecteur V s'écrit 


2 
z es 
PV = X C3 (V t); (2.52) 
ij=1 
où la matrice 2 x 2 Ci; = ŭi < ü;. 
2. Généralisation: soit p vecteurs linéairement indépendants Ñ, ..., tp 


dans RY, p < N. Écrire le projecteur sur l’espace vectoriel engendré par 
ces p vecteurs. 


2.4.5 Théorème de la projection 


Soit Hı un sous-espace vectoriel de H et |p) € H. Montrer qu'il existe 
alors un élément unique |1} de Hı tel que la norme ||p1 — w|| soit minimale : 
Ilp — || est la distance de |p} à Hı. Déterminer |1). 


2.4.6 Propriétés des projecteurs 


1. Si Pı et Pi sont des projecteurs sur Hı et Hi respectivement, P Pi 
est un projecteur si et seulement si P1P1 = PiP1. PıPi projette alors sur 
l'intersection Hi N HÌ. 


2. Pı + Pi est un projecteur si et seulement si P1P; = 0. Dans ce cas Hı 
et Hi sont orthogonaux et Pı + Pi projette sur la somme directe H1 ® H!. 


3. Si PıPi = Pi Pi, alors Pı + Pi — Pa Pi projette sur l'union Hi U Hi. La 
propriété 2. est un cas particulier de ce résultat. 


4. Soit un opérateur Q tel que QİQ soit un projecteur 
=P 
Montrer que {9 est aussi un projecteur. Suggestion: montrer que 


Qly) = 0 => Ply) =0 


2.4.7 Intégrale gaussienne 


Soit A une matrice réelle N x N symétrique et strictement positive 
(cf. exercice 2.4.10). Montrer que l'intégrale multiple 
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vaut 
(2x) "/2 1 1 
- = SA; 2. 
I(b) de exp |; 2 bj Azp bk (2.53) 


Suggestion: écrire 
X tjAjktk = z Az = (x|Alx) 
jk 


où g est un vecteur colonne et zT un vecteur ligne et effectuer le changement 
de variables 
z’ = gr — Ab 


Ces intégrales gaussiennes sont fondamentales en théorie des probabilités et 
interviennent dans nombre de problèmes de physique. 
2.4.8 Commutateurs et valeur propre dégénérée. 


Soit trois matrices N x N A, B et C qui vérifient 
[A,B] =0 [A,C]=0 [B,C]#0 


Montrer qu’au moins une valeur propre de A est dégénérée. 


2.4.9 Matrices normales 


Une matrice C est dite normale si elle commute avec la matrice hermitique 
conjuguée 
cic = CC} 
En écrivant 
1 1 
C=35(0+0)+iz(C-C')=A+iB 
1 


montrer que C'est diagonalisable. 


2.4.10 Matrices positives 


Une matrice À est dite positive, si quel que soit le vecteur ly} Æ 0, la 
valeur moyenne est réelle et positive : {y|Alp) > 0. Elle dite strictement 
positive si (gl Al|w) > 0. 


1. Montrer que toute matrice positive est hermitique et qu’une condition 
nécessaire et suffisante pour qu’une matrice soit positive est que ses valeurs 
propres soient toutes > 0. 


2. Montrer que dans un espace de Hilbert réel, où une matrice hermitique est 
symétrique (A = AT), une matrice positive n’est pas en général symétrique. 
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2.4.11 Identités opératorielles 
1. Soit l'opérateur f(t) fonction du paramètre t 
f(t) = etÂBe-t4 


où les opérateurs A et B sont représentés par des matrices N x N. Montrer que 


df f 
dt Ti (A, f(t)] dt Te |A, [A, FO, etc. 
En déduire 
etÂBe ‘À = B+ 5 [A, B] + 2 (A, [A, B]] +... (2.54) 


2. On suppose que À et B commutent tous deux avec leur commutateur 
[A, B]. Écrire une équation différentielle pour l’opérateur 


g(t) = e^t ePt 


et en déduire i 
e^+B = e^ eB e73 [4B] (2.55) 


Attention ! Cette identité nest pas généralement valable. Elle n’est garantie 
que si [A,[A, B]] = [B,[A,B]] = 0. Montrer également avec les mêmes 
hypothèses 

e eP = e” e^ ẹl4-B] (2.56) 


2.4.12 Diviseur de faisceau 


On considère un diviseur (ou séparateur) de faisceau (miroir semi- 
transparent pour une onde lumineuse, cristal suivant une incidence de Bragg 
pour un neutron, etc.) supposé sans absorption. Des ondes arrivent avec la 
même incidence du côté gauche et du côté droit du séparateur de faisceau avec 
des amplitudes respectives AG et Ap: figure 2.1. Les amplitudes sortantes 
BG et Bp, provenant à la fois de la réflexion et de la transmission, sont reliées 
linéairement aux amplitudes entrantes par 


Bp\ _,,f{Ap ı_ fab 
Fa me (o) ENR 
1. Montrer que R’ est unitaire et en déduire det R’ = exp(i6). 


2. Comme on s'intéresse à des expériences où l’on fait interférer les ondes 
sortantes, un facteur de phase global n’a pas de conséquences physiques et 
on peut remplacer R’ par R = exp(—i0/2)R' avec det R = —1. On suppose 


6. A. Zeilinger, Am. Journ. Phys. 49, 882 (1981). 
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FIG. 2.1 - Diviseur de faisceau. 


qu'il n’y aucune absorption par le diviseur de faisceau. En déduire la forme 
générale de R 


BS r t* 2 PE 
Ra) rl + lt? = 1 


3. En déduire que R peut s’écrire 
ga (Irie itle- 
T Ajet —jrje™ix 


Soit ôp la différence de phase entre l'onde réfléchie et l’onde transmise pour 
une onde provenant de la droite (Ap = 1,AG = 0), et g cette même 
différence de phase pour une onde provenant de la gauche (Ap = 0, Ag = 1). 
Montrer que 


ôp+ôc=7r+2nr n =0,1,2,... 


Ce résultat généralise celui obtenu avec l’interféromètre de Mach-Zehnder de 
l'exercice 1.6.5, au cas où le diviseur de faisceau n’est pas symétrique. S'il est 
symétrique, ôn = c = 7/2. Quelle est la forme de R dans le cas symétrique ? 
Retrouver les résultats de l'exercice 1.6.5 et montrer que par un choix adéquat 
des phases on peut écrire dans le cas symétrique 


(Dern) 


La matrice H est appelée matrice de Hadamard et elle est utilisée de façon 
intensive en calcul quantique. 


66 Physique quantique 


2.5 Bibliographie 


Le résultats sur les espaces vectoriels de dimension finie et les opérateurs 
se trouvent dans tout cours d’algèbre linéaire niveau DEUG. Comme 
complément, on pourra consulter Isham [1995], chapitres 2 et 3, ou Nielsen 
et Chuang [2000], chapitre 2, où l’on trouvera une démonstration élégante du 
théorème de décomposition spectrale d’un opérateur hermitique. 


Chapitre 3 


Polarisation : photon et spin 1/2 


ANS CE CHAPITRE, nous allons mettre progressivement en place les 
D concepts de base de la mécanique quantique à l’aide de deux exemples 
simples, en utilisant une approche heuristique, plus inductive que déductive. 
Nous partirons d’un phénomène familier, celui de la polarisation de la lumière, 
qui nous permettra d'introduire le formalisme mathématique nécessaire. Nous 
montrerons que la description de la polarisation conduit naturellement à 
faire appel à un espace vectoriel complexe à deux dimensions, et nous 
établirons la correspondance entre un état de polarisation et un vecteur de 
cet espace, appelé espace des états de polarisation. Nous passerons ensuite 
à la description quantique de la polarisation d’un photon et nous illustrerons 
la construction des amplitudes de probabilité comme produits scalaires dans 
cet espace. Le second exemple sera celui du spin 1/2, où l’espace des états 
est également de dimension deux. Nous construirons les états de spin 1/2 les 
plus généraux en utilisant l’invariance par rotation. Enfin nous introduirons 
la dynamique qui nous permettra de suivre l’évolution du vecteur d'état au 
cours du temps. 


Alors que l'analogie avec la polarisation de la lumière nous servira de 
guide pour construire la théorie quantique de la polarisation d’un photon, 
nous ne disposerons pas d’une telle analogie classique pour construire celle 
du spin 1/2. Dans ce dernier cas, la construction de la théorie quantique 
sera faite sans référence à une théorie classique, à partir d’une hypothèse sur 
la dimension de l’espace des états et en nous appuyant sur des principes de 
symétrie. 
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3.1 Polarisation de la lumière 
et polarisation d’un photon 


3.1.1 Polarisation d’une onde électromagnétique 


La polarisation de la lumière — ou plus généralement d’une onde 
électromagnétique — est un phénomène bien connu lié au caractère vectoriel 
du champ électromagnétique. Considérons une onde lumineuse plane 
monochromatique de fréquence w se propageant dans le sens des z positifs. 
Le champ électrique E(t) en un point donné est un vecteur orthogonal à 
la direction de propagation. Il est donc situé dans le plan xOy et a pour 
composantes {E,(t), E,(t), E.(t) = 0} (figure 3.1). Le cas le plus général est 
celui d’une polarisation elliptique, où le champ électrique est de la forme 


-= Po = Eos cos(wt — ôr) 


E(t) = E(t) = Eoy cos(wt — ôy) m 


Nous n'avons pas explicité la dépendance en z car nous nous plaçons dans 
un plan z =cste. Par un changement d’origine des temps, il est toujours 
possible de choisir ôs = 0, ô = ô. L'intensité Z de Ponde lumineuse est 
proportionnelle au carré du champ électrique 


T= Ts + Ty = k(ES, + Eh) = kEG (3.2) 


où k est une constante de proportionnalité qu’il ne sera pas indispensable 
de préciser. Lorsque ô = 0 ou 7, la polarisation est linéaire : si l’on pose 
Eos = Eocosô, Eoy = ÆEosin6, l'équation (3.1) pour ðs = ôy = 0 montre 
que le champ électrique vibre dans une direction ñg du plan rOy faisant 


analyseur 


polariseur 


FIG. 3.1 — Ensemble polariseur-analyseur. 
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un angle 8 avec l’axe Ox. Une telle onde lumineuse s’obtient à l’aide d’un 
polariseur linéaire dont laxe est parallèle à ĝe. 

Lorsque nous nous intéressons uniquement à la polarisation de cette onde 
lumineuse, les paramètres pertinents sont les rapports Eos/Eo = cosô et 
Eoy/Eo = sin, où l’on peut choisir 4 dans l'intervalle [0,7] ; Eo est un 
simple facteur de proportionnalité qui ne joue aucun rôle dans la description 
de la polarisation. Nous pouvons faire correspondre aux ondes polarisées 
linéairement suivant Ox et Oy des vecteurs unitaires orthogonaux |æ} et |y) du 
plan xOy formant une base orthonormée de ce plan. À l’état de polarisation 
linéaire le plus général suivant 9 correspondra le vecteur |0) du plan xOy 


18) = cosô|x) + sin 8 |y) (3.3) 
également de norme unité 
(818) = cos? 0 + sin? 0 = 1 


La raison fondamentale qui conduit à utiliser un espace vectoriel pour décrire 
la polarisation est le principe de superposition : on peut décomposer un état de 
polarisation en deux (ou plusieurs) autres états, ou au contraire additionner 
vectoriellement deux états de polarisation. Pour illustrer la décomposition, 
faisons passer l’onde polarisée suivant ñ9 à travers un second polariseur, appelé 
analyseur, orienté suivant la direction À, du plan xOy faisant un angle & 
avec Ox (figure 3.1). Seule sera transmise la composante du champ électrique 
suivant ña, Sa projection sur À : l'amplitude du champ électrique sera 
multipliée par un facteur cos(8 — a) et l’intensité lumineuse à la sortie de 
l’analyseur sera réduite par un facteur cos?(0 — a). Nous noterons &(0 — à) 
le facteur de projection, que nous appellerons amplitude de la polarisation fig 
suivant ña, et nous remarquerons que cette amplitude n’est autre que le 
produit scalaire des vecteurs |8) et |a) 


að — a) = (al) = cos(8 — à) = fa ho (3.4) 
L'intensité à la sortie de l’analyseur est donnée par la loi de Malus 
T = Tola(8 > a)|? = Zol{al0}|? = To cos? (0 — a) (3.5) 


si Zo est l'intensité à la sortie du polariseur. Une autre illustration de la 
décomposition est fournie par le dispositif de la figure 3.2 : à l’aide d’une lame 
biréfringente uniaxe perpendiculaire à la direction de propagation et dont l’axe 
optique se trouve dans le plan xOz, on décompose le faisceau lumineux en une 
onde polarisée suivant Ox et une onde polarisée suivant Oy. L’onde polarisée 
suivant Ox se propage dans une direction qui est celle du rayon extraordinaire, 
dévié à l'entrée et à la sortie de la lame, et celle polarisée suivant Oy suit le 
rayon ordinaire qui se propage en ligne droite. 

L’addition de deux états de polarisation est illustrée sur le dispositif de 
la figure 3.3 : les deux faisceaux sont recombinés par une seconde lame 
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axe optique 


lame 
biréfringente 


F1G. 3.2 — Décomposition de la polarisation par une lame biréfringente. Le rayon 
ordinaire O est polarisé horizontalement, le rayon extraordinaire E est polarisé 
verticalement. 


axes 


optiques 


polariseur analyseur 


FIG. 3.3 — Décomposition et recombinaison de polarisations à l’aide de lames 
biréfringentes. 


biréfringente symétrique de la première par rapport à un plan vertical avant de 
passer dans l’analyseur!. Afin de simplifier le raisonnement, nous négligeons 
la différence de phase induite par la différence entre les indices ordinaire 
et extraordinaire dans les lames biréfringentes (ou bien nous supposons 
que cette différence est compensée par une lame biréfringente intermédiaire 
convenablement orientée : voir exercice 3.3.1). Dans ces conditions, l’onde 


1. Cette recombinaison des amplitudes est possible parce que les deux faisceaux étant 
issus de la même source sont cohérents. Il serait bien sûr impossible d’additionner les 
amplitudes de deux faisceaux polarisés issus de sources différentes : le problème est identique 
à celui des interférences. 
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lumineuse à la sortie de la seconde lame biréfringente est polarisée suivant ño : 
la recombinaison des deux faisceaux x et y donne la lumière initiale, polarisée 
suivant la direction #9, et l'intensité à la sortie de l’analyseur est réduite 
comme précédemment par le facteur cos?(8 — a). 

Si nous nous limitons à des états de polarisation linéaire, nous pouvons 
décrire tout état de polarisation comme un vecteur unitaire réel du plan xOy, 
dont une base orthonormée possible est formée des vecteurs |z) et |y). Mais 
si nous voulons décrire une polarisation quelconque, nous devons introduire 
un espace complexe à deux dimensions H. Cet espace sera l’espace vectoriel 
des états de polarisation. Revenons donc au cas général (3.1) en introduisant 
une notation complexe £ = (Ez, £y) pour les amplitudes ondulatoires 


Er = Eor ei Ey = Eoy ei (3.6) 
ce qui permet d'écrire (3.1) sous la forme 


Ez(t) = Eos Cos(wt — 6) = Re (Eos eiôre-ivt) = Re (£,e it) 


3.7 

E,(t) = Eoy cos(wt — 8,) = Re (Eoyeiôre”ivt) = Re (Ey et) Go 
Nous avons déjà remarqué qu’en raison de l'arbitraire sur l’origine des temps, 
seule la phase relative ô = (ôy — 64) est physiquement pertinente et on peut 
multiplier simultanément €, et Ey par un facteur de phase commun exp(i£) 
sans conséquence physique. Il est toujours possible de choisir par exemple 
ôs = 0. L’intensité lumineuse est donnée par (3.2) 


T = k(|Esl? + |El?) = k| = kE? (3.8) 


Un cas particulier important de (3.7) est celui de la polarisation circulaire, 
où Eos = Eoy = Eo/ V2 et y = 7/2, lorsque l’on a choisi par convention 
ôs = 0. Si ôy = +7/2, l'extrémité du champ électrique décrit un cercle dans 
le plan xOy parcouru dans le sens trigonométrique. En effet E,(t) et E (t) 
sont donnés par 


(3.9) 
Eo iwut Eo Eo . 
E(t) = Re (Semen) = — cos(wt — T /2) = — sinwt 
6) V2 NN ER TT 
Un observateur sur lequel arrive le rayon lumineux voit l’extrémité du vecteur 
champ électrique décrire dans le plan xOy un cercle de rayon Eo/ v2 parcouru 
dans le sens trigonométrique : la polarisation correspondante est appelée 
polarisation circulaire droite?. Lorsque ôy = —#/2, on obtient une polarisation 


2. Voir la figure 10.8. Notre définition des polarisations circulaires droite et gauche est 
celle adoptée en physique des particules élémentaires. Avec cette définition, la polarisation 
circulaire droite (gauche) correspond à une hélicité positive (négative), c’est-à-dire à une 
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circulaire gauche : le cercle est parcouru dans le sens inverse du sens 
trigonométrique 


(3.10) 


Eo iwut i Eo Eo . 
E(t) = Re | —e ivte ya) = — cos(wt + 7/2) = — = sinwt 
() e V2 /2) V2 


Ces états de polarisation circulaire droite et gauche sont obtenus 
expérimentalement en partant d’une polarisation linéaire à 45° par rapport 
aux axes et en déphasant de 27/2 le champ suivant Ox ou Oy par une lame 
quart d'onde. 

En notation complexe, les champs €, et €, s'écrivent 


où le signe (+) correspond à la polarisation circulaire droite et le signe (—) à 
la polarisation circulaire gauche. Le facteur de proportionnalité Eo commun 
à Er et Ey définit l'intensité de l’onde lumineuse et ne joue aucun rôle dans la 
description de la polarisation, qui est caractérisée par les vecteurs unitaires 


(3.11) 


Le signe (—) global dans la définition de |D} a été introduit par souci de 
cohérence avec les conventions du chapitre 10. L’équation (3.11) montre que 
la description mathématique de la polarisation nous amène naturellement à 
utiliser les vecteurs unitaires d’un espace vectoriel complexe bidimensionnel H 
dont les vecteurs |x) et |y) forment une base orthonormée possible. 

Nous avons établi précédemment une correspondance entre une 
polarisation linéaire orientée suivant Ĥo et un vecteur unitaire |0} de H, 
ainsi qu’une correspondance entre les deux polarisations circulaires et les 
deux vecteurs (3.11) de H. Nous allons généraliser cette correspondance en 
construisant la polarisation correspondant au vecteur unitaire |®) de H le plus 
général 

18) = Aļz) + uly) AP + la? =1 (3.12) 


projection +A (—h) du spin du photon sur sa direction de propagation. Cependant cette 
définition n’est pas universelle : les opticiens utilisent souvent la définition opposée, mais 
comme le remarque un opticien (E. Hecht, Optics, Addison-Wesley, New-York (1987), 
chapitre 8) à propos de leur choix : « This choice of terminology is admittedly a bit 
awkward. Yet its use in optics is fairly common, even though it is completely antithetic to 
the more reasonable convention adopted in elementary particle physics. » 

3. Nous utilisons des lettres majuscules |) ou |Y) pour des vecteurs de H de la 
forme (3.12) ou (3.16), afin qu'il n’y ait pas de confusion possible avec un angle, comme 
dans |0} ou |a). 
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Il est toujours possible de choisir À réel (on vérifiera dans l'exercice 3.3.2 que 
la physique n’est pas modifiée si À est complexe). Les nombres À et u peuvent 
alors être paramétrés par deux angles 0 et 7 


À = cos 8 u =sinĝ e" 


Réalisons le dispositif suivant à l’aide de deux lames biréfringentes et d’un 
polariseur linéaire, sur lequel arrive une onde électromagnétique (3.7) : ce 
dispositif sera appelé « polariseur (A, p) ». 


e Une première lame biréfringente déphase £, de —ņ en laissant Es 
inchangé | 
Er > EP = Es Ey > EP = Ee" 


e Le polariseur linéaire projette suivant ñe 
ED — ED = (e9 cos 8 +EP sin 8) ho 


= (Es cos0 + Ey sin 8 e™) ñg 


e La seconde lame biréfringente laisse Ep inchangé et déphase EP de 7 
En = £ = ED EP > E, = EP e" 
La combinaison des trois opérations se traduit par la transformation E> Ë 
de composantes 
E! = Ez cos? 0 + Ey sin 8 cos e™ = |A PEs + Au*Ey 
Ey = Ex Sin 0 cos ei + Ey sin? 8 = A*u Es + |u} E (3.13) 


L'opération (3.13) n'est autre que la projection sur |[®) : en effet, si nous 
choisissons de représenter les vecteurs |z} et |y) par des vecteurs colonnes 


w=) m=() (314) 
le projecteur Pa 


Pa = |®)(8] = (Az) + uly) ) (à* (xl + u* (yl) 


est représenté par la matrice 


_ (AP Au* 
g Es ll? G 


Au champ incident £ (3.7) on peut faire correspondre un vecteur (non 
unitaire) |£} de H de composantes complexes €, et Ey 


E) = Exlt) + Ely) 
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À partir de |£} on définit un vecteur unitaire |W) par JE) = Æo|Ÿ) 


I) = vle) +o)  l?+lof=1 (3.16) 
où 
EE -ê 
— Eo 7 Ep 


Le vecteur unitaire |Ẹ} qui décrit la polarisation de Ponde (3.7) est appelé 
vecteur de Jones. D’après (3.13) et (3.15) le champ électrique sera à la sortie 
du polariseur (A, x) 


|E’) = Pal) = EoPal|Ÿ) = Eo|®) (|Y) (3-17) 


Nous venons de généraliser à un polariseur (À, 4) ce que nous avions obtenu 
pour un polariseur linéaire : le polariseur (A, p) projette tout état de 
polarisation |Ÿ} sur |[®) avec une amplitude égale à (&|Y) 

a(Y — ð) = (|Y) (3.18) 
À la sortie du polariseur, l'intensité est réduite par un facteur |a(Y — ®)|? = 
K@JY)|?. Si l’état de polarisation est décrit par le vecteur unitaire |®) (3.12), 
alors la transmission par le polariseur (À, u) se fait à 100 %. Au contraire 


létat de polarisation 
181) = -u"|x) + X|y) (3.19) 


est complètement arrêté par le polariseur (A, x). L'état de polarisation (3.16) 
est en général un état de polarisation elliptique. Il est facile de déterminer 
les caractéristiques de l’ellipse corrrespondante et le sens de parcours 
(exercice 3.3.2). 

Les états |®) et |® 1) forment une base orthonormée de H, obtenue à partir 
de la base {|x}, |y)} par une transformation unitaire U 


_{ À 4 
(nt) 


En résumé, nous avons montré qu’à un état de polarisation quelconque on peut 
faire correspondre un vecteur unitaire [®}) d’un espace à deux dimensions H. 
Les vecteurs |[®) et exp(iB)|[®) représentent le même état de polarisation. En 
toute rigueur, on fait donc correspondre à un état de polarisation un vecteur 
à une phase près. 


3.1.2 Polarisation d’un photon 


Nous allons maintenant montrer que le formalisme mathématique utilisé 
ci-dessus pour décrire la polarisation d’une onde lumineuse se transpose sans 
modification à la description de la polarisation d’un photon. Cependant, cette 
identité du formalisme mathématique ne doit pas masquer que l’interpétation 
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physique subit une modification radicale. Reprenons l'expérience de la 
figure 3.2 et diminuons l'intensité lumineuse de telle sorte que les photons 
puissent être enregistrés individuellement par des photomultiplicateurs D, 
et D, détectant respectivement les photons polarisés suivant Ox et ceux 
polarisés suivant Oy. On observe alors 


e que seul un des deux photomultiplicateurs est déclenché par un photon 
incident sur la lame. Comme les neutrons du chapitre 1, les photons 
arrivent entiers, ils ne se divisent jamais ! 


e que la probabilité p, (p) de déclenchement de D, (Dy) par un photon 
incident sur la lame est p, = cos? 0 (P, = sin? 4). 


On doit nécessairement observer ce résultat si l’on veut retrouver l'optique 
classique à la limite où le nombre N de photons est grand : en effet, si N, 
et Ny sont les nombres de photons détectés par D, et Dy, on doit avoir 
Ne O N; 
HT win R 

et Iy x N, = N sin? 0, Ty x Ny = N cos? 8 à la limite où N — œœ. Cependant 
le sort individuel d’un photon ne peut pas être prédit : on connaît seulement 
sa probabilité de détection par D, ou Dy. En physique quantique, le recours 
aux probabilités est une propriété intrinsèque, alors qu’en physique classique 
le recours aux probabilités est une façon de prendre en compte la complexité 
de phénomènes que nous ne pouvons pas (ou ne voulons pas) connaître dans 
le détail. Par exemple, dans le jeu de pile ou face, la connaissance parfaite des 
conditions initiales du lancer de la pièce, la prise en compte de la résistance 
de lair, de la configuration du sol d'arrivée, etc. permettraient en théorie 
de prévoir le résultat. Quelques physiciens ont suggéré que le caractère 
probabiliste de la mécanique quantique avait une origine analogue : si nous 
avions accès à des variables supplémentaires, inconnues pour le moment, et 
appelées pour cette raison variables cachées, ou additionnelles, alors nous 
pourrions prédire avec certitude le sort individuel de chaque photon. Cette 
hypothèse de variables cachées est d’une certaine utilité dans les discussions 
des fondements de la physique quantique. Toutefois nous verrons au chapitre 6 
que, moyennant des hypothèses très plausibles, de telles variables sont exclues 
par l'expérience. 

Cependant la seule donnée de probabilités ne fournit qu’une description 
très incomplète de la polarisation d’un photon. Une description complète 
requiert l'introduction d’amplitudes de probabilité, et non simplement de 
probabilités. Les amplitudes de probabilité, notées a (nous soulignons la 
différence entre les amplitudes ondulatoires de la sous-section précédente et les 
amplitudes de probabilité en utilisant une notation différente : a au lieu de a), 
sont des nombres complexes, et les probabilités sont données par leur module 
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carré |a|?. Pour mettre en évidence le caractère incomplet de la seule donnée 
des probabilités, reprenons le dispositif de la figure 3.3. Entre les deux lames, 
un photon suit soit le trajet du rayon extraordinaire polarisé suivant Oz, 
étiqueté « trajet x », soit le trajet du rayon ordinaire polarisé suivant Oy, 
étiqueté « trajet y ». Dans un raisonnement purement probabiliste, un photon 
suivant le trajet x aurait une probabilité cos? 0 cos? à d’être transmis par 
l'analyseur, et le photon suivant le trajet y une probabilité sin? 8 sin? à, ce 
qui donnerait une probabilité totale 


Prot = cos? 0 cos? a + sin? 8 sin? a (3.20) 


qu'un photon soit transmis par l’analyseur. Ce n'est pas ce que 
donne l'expérience, qui confirme le résultat établi précédemment par un 
raisonnement ondulatoire 


Prot = C08* (0 — a) 


Il faut raisonner en amplitudes de probabilité, comme nous l’avons fait pour 
l’amplitude d’une onde : les amplitudes de probabilité sont données par 
les mêmes règles que les amplitudes ondulatoires, ce qui garantit que les 
résultats de l’optique sont reproduits lorsque le nombre de photons N — co. 
L’amplitude de probabilité pour qu’un photon linéairement polarisé suivant 
la direction ño soit polarisé suivant la direction À, est donnée par (3.4) : 
alf — a) = cos(® — à) = ñg : ña. On obtient le tableau suivant pour les 
amplitudes de probabilité intervenant dans l'expérience de la figure 3.3 


a(0 — x) = cos a(z — à) = cos a 
a(0 — y) = sinf aly — à) =sina 
Cet exemple permet d'illustrer les règles qui régissent les combinaisons 


d’amplitudes de probabilité. L’amplitude de probabilité ay pour que le photon 
incident suivant le trajet x soit transmis par l’analyseur est 


az = a(} — r)a(x — a) = cosô cosa 


Cette expression met en évidence la règle de factorisation des amplitudes : 
ax est le produit des amplitudes a(0 — x) et a(x — a). Cette règle de 
factorisation garantit que la règle correspondante pour les probabilités est 
bien vérifiée. On a de même 


ay = a(8 — y)a(y — à) = sin f sina 


Si la configuration de l’expérience ne permet pas de savoir quel trajet a suivi 
le photon, alors on doit ajouter les amplitudes. L’amplitude de probabilité 
totale pour que le photon soit transmis par l’analyseur est donc 


atot = Az + Qy = cosb cosa + sin Î sin a = cos(f — a) (3.21) 
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et la probabilité correspondante cos?(9 — œ), en accord avec le résultat (3.5) 
de l’optique classique. S’il existe une possibilité de distinguer entre les deux 
trajets, alors les interférences sont détruites et il faut ajouter les probabilités 
suivant (3.20). 

Les règles de combinaison des amplitudes de probabilité étant les mêmes 
que pour les amplitudes ondulatoires, elles seront satisfaites si l’on décrit l’état 
de polarisation d’un photon par un vecteur unitaire dans un espace vectoriel 
à deux dimensions H, appelé espace des états, dans le cas présent l’espace 
des états de polarisation. Lorsqu'un photon est polarisé linéairement suivant 
Ox (Oy), nous ferons correspondre à son état de polarisation un vecteur |x) 
(ly)) de cet espace. Un tel état de polarisation est obtenu en faisant passer le 
photon à travers un polariseur linéaire orienté suivant Ox (Oy). La probabilité 
qu'un photon polarisé suivant Ox soit transmis par un analyseur orienté 
suivant Oy est nulle : l’amplitude de probabilité a(x — y) = 0. Inversement, 
la probabilité qu’un photon polarisé suivant Oz ou Oy soit transmis par un 
analyseur dans la même direction est égale à un 


la(z — x)| = ja(y > y) = 1 a(z — y) = a(y > x) =0 


Ces relations sont satisfaites si |x} et |y) forment une base orthonormée de H 
et si nous identifions les amplitudes de probabilité aux produits scalaires 


a(z = x) = (xx) =1 a(y—y)={(yly) =1 a(y — x) = (xly) = 0 (3.22) 


L'état de polarisation linéaire le plus général est un état dont la polarisation 
fait un angle 0 avec Oz ; cet état sera représenté par le vecteur 


18) = cos 8 |x} + sin 6 |y) (3.23) 


Les équations (3.22) et (3.23) assurent que les amplitudes de probabilité 
écrites précédemment sont correctement données par les produits scalaires, 
par exemple 

a(b — x) = (x|0) = cos8 


ou en général, si |a) est un état de polarisation linéaire 
a(8 — a) = (al) = cos(ô — a) 


L'état de polarisation le plus général sera décrit par un vecteur unitaire, appelé 
vecteur d'état 
(D) = Alz) + uly) (AP + Jul? = 1 


Comme dans le cas ondulatoire, les vecteurs |[®} et exp(if)|®} représentent le 
même état physique : un état physique est représenté par un vecteur à une 
phase près dans l’espace des états. L’amplitude de probabilité pour trouver un 
état de polarisation |[Y) dans |®} sera donnée par le produit scalaire (&|Ÿ), 
et la projection sur un état de polarisation déterminé sera réalisée par le 
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dispositif décrit à la sous-section précédente. En résumé, nous avons illustré 
sur un exemple concret, celui de la polarisation d’un photon, la construction 
de l’espace de Hilbert des états de polarisation. 

La polarisation d’un photon est un exemple de grandeur physique 
quantique. L'interprétation d’une grandeur physique quantique diffère 
radicalement de celle d’une grandeur physique classique. Nous allons l’illustrer 
en examinant la polarisation d’un photon. Nous nous limiterons dans un 
premier temps au cas le plus simple des états de polarisation linéaire. À 
l’aide d’un polariseur linéaire orienté suivant Oz, préparons un ensemble de 
photons arrivant un par un sur le polariseur, tous dans un état de polarisation 
linéaire |z} : c’est la phase de préparation du système quantique, où l’on ne 
conserve que les photons ayant traversé le polariseur orienté suivant Ox. La 
phase suivante, ou phase de test, consiste à tester cette polarisation en faisant 
passer le photon dans un analyseur linéaire : si cet analyseur est parallèle 
à Ox, les photons sont transmis avec une probabilité un, s’il est parallèle à 
Oy avec une probabilité nulle. Dans les deux cas, le résultat du test peut 
être prédit avec certitude. La grandeur physique « polarisation d’un photon 
préparé dans l’état |x} » prend des valeurs certaines si l’on choisit la base 
{|x),|y)} pour le test. 

En revanche, si nous utilisons des analyseurs orientés dans la direction ño, 
correspondant à l’état |8} (3.23), et dans la direction perpendiculaire ñ9,, 
correspondant à l’état 


101) = —sin0 |z} + cos 0 |y) (3.24) 
nous pouvons seulement prédire une probabilité de transmission [(0[x)[? = 
cos? 0 dans le premier cas et |(81|x}|? = sin? ð dans le second. La grandeur 
physique « polarisation du photon dans l’état |x) » n’a pas de valeur certaine 
dans la base {|0),[01)}. Autrement dit, la grandeur physique polarisation est 
attachée à une base déterminée et les deux bases {|x),|y}} et {|9),181}} sont 
dites incompatibles (sauf pour 8 = 0 et 0 = x/2). 


La discussion précédente mérite d’être précisée sur deux points. Tout 
d’abord, il est clair que l’on ne peut pas tester la polarisation d’un photon 
isolé. Le test de polarisation suppose que l’on dispose d’un nombre N > 1 
de photons préparés dans des conditions identiques. Supposons que l'on 
prépare N photons dans un certain état de polarisation et qu’on les teste 
en orientant un analyseur linéaire suivant Oz ; si on constate — dans la limite 
des imperfections du dispositif expérimental — que les photons traversent 
l'analyseur avec une probabilité de 100 %, on pourra en déduire que les 
photons ont été préparés dans l’état |z}. L'observation d’un seul photon ne 
permet évidemment pas d’arriver à cette conclusion. Le second point est que 
si les photons sont transmis avec une probabilité cos? 0, on ne pourra pas en 
déduire qu’ils ont été préparés dans l’état de polarisation linéaire (3.23). En 
effet on observera la même probabilité de transmission si les photons ont été 


3. Polarisation : photon et spin 1/2 79 


préparés dans l’état de polarisation elliptique (3.12), avec 
A = cosbe it p=sinb e’? 


Seul un test dont les résultats ont une probabilité 0 ou 1 permet de déterminer 
sans ambiguïté létat de polarisation des photons. 

Dans la représentation (3.14) des vecteurs de base de H, les projecteurs Py 
et Py sur les états |x) et |y) sont représentés par les matrices 


10 00 
Be) r,=(01) 


qui commutent : [P,P] = 0. Les deux opérateurs sont compatibles 
suivant la définition du $ 2.3.3. Les projecteurs Pe et P9, que l’on calcule 
immédiatement à partir de (3.15) sont donnés par 


2 : T LE 
Pa = ( cos“ 0 2a Pa, =( sin‘ 0 a) 


sinĝcosð sin? @ —sinĝcosð  cos?0 


Ils commutent entre eux, mais ne commutent ni avec P, ni avec Py : 
P; et Po par exemple sont incompatibles. La commutation (ou la non 
commutation) d'opérateurs traduit mathématiquement la compatibilité (ou 
la non compatibilité) de grandeurs physiques. 

Un autre choix de base consiste à utiliser les états de polarisation circulaire 
droite | D) et gauche |G') (3.11). La base {|D}, |G} } est incompatible avec toute 
base formée avec des états de polarisation linéaire. Les projecteurs Pp et Pa 
sur les états de polarisation circulaire sont 


1 f1 -i 1 l i 


Avec Pp et Pa on forme l'opérateur hermitique remarquable £, 
Sepp- Pgs É a (3.26) 


Cet opérateur a pour vecteurs propres les états |D} et |G} dont les valeurs 
propres respectives sont +1 et —1 


2:|D) = |D) 221G) = -|G) (3.27) 
Ce résultat suggère d’associer à la grandeur physique « polarisation 
circulaire » un opérateur hermitique £, dont les vecteurs propres sont | D) et 
|G}. Nous verrons au chapitre 10 que AX, = J, est l'opérateur représentant la 
grandeur physique composante z du moment angulaire (ou spin) du photon. 
Nous verrons également que exp(—i0Y,) est l'opérateur qui effectue des 
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rotations d’un angle 0 autour de l’axe Oz. Un calcul simple (exercice 3.3.3) 
donne en effet 


, _ {f cos® —sin0 
exp(—i9Z,) = ee nn ) (3.28) 
et exp(—i02,) transforme bien l’état |x) en l’état |0) et ly) en [0:) 
exp(—i0E,)|x) = |0) exp(—iĝð£-)ly) = |81) (3.29) 


3.1.3 Cryptographie quantique 


La cryptographie quantique est une invention récente fondée sur 
lincompatibilité de deux bases différentes d'états de polarisation linéaire. La 
cryptographie usuelle repose sur une clé de chiffrage connue seulement de 
l'expéditeur et du destinataire. Ce système est appelé à clé secrète. Il est 
en principe très sûr”, mais il faut que l'expéditeur et le destinataire aient le 
moyen de se transmettre la clé sans que celle-ci soit interceptée par un espion. 
Or la clé doit être changée fréquemment, car une suite de messages codés avec 
la même clé est susceptible de révéler des régularités permettant le déchiffrage 
du message par une tierce personne. Le processus de transmission d’une clé 
secrête est un processus à risque, et c’est pour cette raison que l’on préfère 
maintenant les systèmes fondés sur un principe différent, dits systèmes à clé 
publique, où la clé est diffusée publiquement, par exemple sur Internet. Un 
système à clé publique courant est fondé sur la difficulté de décomposer un 
nombre très grand N en facteurs premiers, alors que l’opération inverse est 
immédiate : sans calculette on obtiendra en quelques secondes 137 x 53 — 
7261, mais étant donné 7261, cela prendra un certain temps à le décomposer 
en facteurs premiers. Avec les meilleurs algorithmes actuels, le temps de 
calcul sur ordinateur nécessaire pour décomposer un nombre N en facteurs 
premiers croît avec N comme exp[(In N)!/3]. Dans le système de chiffrage 
à clé publique, le destinataire, appelé conventionnellement Bob, diffuse 
publiquement à l'expéditeur, appelé conventionnellement Alice, un nombre 
très grand N = pq produit de deux nombres premiers p et q. Ce nombre 
suffit à Alice pour chiffrer le message, mais il faut disposer des nombres p et q 
pour le déchiffrer. Bien sûr, un espion (appelé par convention Ève) disposant 
d’un ordinateur suffisamment puissant finira par casser le code, mais on peut 
en général se contenter de conserver secret le contenu du message pendant 
un temps limité. Cependant, on ne peut pas exclure que l’on dispose un 
jour d’algorithmes très performants pour décomposer un nombre en facteurs 
premiers, et de plus, si des ordinateurs quantiques (§ 6.3.2) voient le jour, 
aucun nombre ne pourra leur résister. Heureusement la mécanique quantique 
vient à point nommé pour contrecarrer les efforts des espions ! 


5. Un chiffrage absolument sûr a été découvert par Vernam en 1935. Cependant la 
sécurité absolue suppose que la clé soit aussi longue que le message et ne soit utilisée 
qu'une seule fois ! 

6. Appelé chiffrage RSA, découvert par Rivest, Shamir et Adleman en 1977. 
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« Cryptographie quantique » est une expression médiatique, mais quelque 
peu trompeuse : en effet, il ne s’agit pas de chiffrer un message à l’aide de la 
physique quantique, mais d'utiliser celle-ci pour s’assurer que la transmission 
de la clé n’a pas été espionnée. La transmission d’un message, chiffré ou non, 
peut se faire en utilisant les deux états de polarisation linéaire orthogonaux 
d’un photon, par exemple jz) et |y). On peut décider d'attribuer par 
convention la valeur 1 à la polarisation |) et la valeur 0 à la polarisation |y) : 
chaque photon transporte donc un bit d’information. Tout message, chiffré 
ou non, peut être écrit en langage binaire, comme une suite de 0 et de 1, 
et le message 1001110 sera codé par Alice grâce à la séquence de photons 
zyyxæxy, qu’elle expédiera à Bob par exemple par une fibre optique. À l’aide 
d’une lame biréfringente, Bob sépare les photons de polarisation verticale et 
horizontale comme dans la figure 3.2, et deux détecteurs placés derrière la 
lame lui permettent de décider si le photon était polarisé horizontalement 
ou verticalement : il peut donc reconstituer le message. S'il s'agissait d’un 
message ordinaire, il y aurait bien sûr des façons bien plus simples et efficaces 
de le transmettre ! Remarquons simplement que si Ève s’installe sur la fibre, 
détecte les photons et renvoie à Bob des photons de polarisation identiques à 
ceux expédiés par Alice, Bob ne peut pas savoir que la ligne a été espionnée. Il 
en serait de même pour tout dispositif fonctionnant de façon classique (c’est-à- 
dire sans utiliser le principe de superposition) : si l’espion prend suffisamment 
de précautions, il est indétectable. 


C'est ici que la mécanique quantique et le principe de superposition 
viennent au secours d'Alice et de Bob, en leur permettant de s'assurer que 
leur message n’a pas été intercepté. Ce message n’a pas besoin d’être long (le 
système de transmission par la polarisation est très peu performant). Il s'agira 
en général de transmettre une clé permettant de chiffrer un message ultérieur, 
clé qui pourra être remplacée à la demande. Alice envoie vers Bob quatre types 
de photons : polarisés suivant Ox : Ï et Oy : «+ comme précédemment, et 
polarisés suivant des axes inclinés à +45° Ox’ : K et Oy’ : 7, correspondant 
respectivement aux valeurs 1 et 0 des bits De même, Bob analyse les 
photons envoyés par Alice à l’aide d’analyseurs pouvant prendre quatre 
directions : verticale/horizontale et +45°. Une possibilité serait d'utiliser 
un cristal biréfringent orienté aléatoirement soit verticalement, soit à 45° de 
la verticale et de détecter les photons sortant de ce cristal comme dans la 
figure 3.3. Cependant, au lieu de faire tourner l’ensemble cristal+détecteurs, 
on utilise plutôt une cellule de Pockels, qui permet de transformer une 
polarisation donnée en une polarisation orientée de façon arbitraire et de 
maintenir fixe l’ensemble cristal+détecteur. La figure 3.4 donne un exemple : 
Bob enregistre 1 si le photon est polarisé | ou N, 0 s’il est polarisé + 
ou 7. Après enregistrement d’un nombre suffisant de photons, Bob annonce 
publiquement la suite des analyseurs qu'il a utilisés, mais non ses résultats. 
Alice compare sa séquence de polariseurs à celle de Bob et lui donne toujours 
publiquement la liste des polariseurs compatibles avec ses analyseurs. Les 
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bits qui correspondent à des analyseurs et des polariseurs incompatibles sont 
rejetés (—), et, pour les bits restants, Alice et Bob sont certains que leurs 
valeurs sont les mêmes : ce sont les bits qui serviront à composer la clé, et ils 
sont connus seulement de Bob et Alice, car l'extérieur ne connaît que la liste 
des orientations, pas les résultats ! 


polariseurs d’Alice le | 


séquences de bits 1 


analyseurs de Bob 


mesures de Bob 


bits retenus 


FIG. 3.4 — Cryptographie quantique : transmission de photons polarisés entre Bob 
et Alice. 


Il reste à s’assurer que le message n’a pas été intercepté et que la clé qu’il 
contenait peut être utilisée sans risque. Alice et Bob choisissent au hasard un 
sous-ensemble de leur clé et le comparent publiquement. La conséquence de 
l'interception de photons par Ève serait une réduction de la corrélation entre 
les valeurs de leurs bits : supposons par exemple qu’Alice envoie un photon 
polarisé suivant Ox. Si Ève l’intercepte avec un polariseur orienté suivant Ox’, 
et que le photon est transmis par son analyseur, elle ne sait pas que ce photon 
était initialement polarisé suivant Ox ; elle renvoie donc à Bob un photon 
polarisé dans la direction Ox’, et dans 50 % des cas, Bob ne va pas trouver le 
bon résultat. Comme Ève a une chance sur deux d'orienter son analyseur dans 
la bonne direction, Alice et Bob vont enregistrer une différence dans 25 % des 
cas et en conclure que le message a été intercepté. Cette discussion est bien 
sûr simplifiée : elle ne tient pas compte des possibilités d’erreurs qu'il faut 
corriger, et d’autre part il faut réaliser des impulsions à un seul photon et non 
des paquets d'états cohérents qui ne seraient pas inviolables”. Néanmoins la 
méthode est correcte dans son principe et un prototype a été réalisé récemment 
pour des transmissions sur plusieurs kilomètres. 


7. Dans le cas de transmission de photons isolés, le théorème de non-clonage quantique 
(8 6.3.2) garantit qu'il est impossible à Eve de tromper Bob, même s’il lui est possible de 
faire moins de 50 % d'erreurs en utilisant une technique d’interception plus sophistiquée. 
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3.2 Spin 1/2 


3.2.1 Moment angulaire et moment magnétique 
en physique classique 


Notre second exemple de système quantique élémentaire sera celui du 
spin 1/2. En l'absence d’une limite ondulatoire classique comme dans le cas 
du photon, la partie classique sera beaucoup plus sommaire que celle de la 
section précédente. Considérons une particule de masse m et de charge q 
décrivant une orbite fermée dans un champ de forces central (figure 3.5), F(t) 
et P(t) désignant la position et l’impulsion de cette particule. Soit dÀ Faire 
orientée balayée par le rayon vecteur, qui vérifie 


dÄ 1 sr he 
— = — r = — 
dt 2m p 2m J 
où 7 est le moment angulaire. Rappelons que pour un mouvement dans 
un champ de forces central, ce moment angulaire est un vecteur fixé, 
perpendiculaire au plan de l'orbite. En intégrant sur une période on relie 
laire totale orientée de l'orbite À à 7 et à la période T 
+ T 
A=—7 
2m? 
Le courant induit par la charge est I = q/T car la charge q passe 1/T fois 
par seconde devant un point donné, et le moment magnétique ji induit par ce 
courant vaut 


(3.30) 


Le facteur gyromagnétique y défini par (3.30) vaut g/(2m). Le mouvement 
des électrons dans les atomes entraîne l’existence d’un magnétisme atomique 


FIG. 3.5 — Facteur gyromagnétique. 
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et le mouvement des protons dans les noyaux atomiques celle d’un 
magnétisme nucléaire. Cependant le mouvement des charges ne peut expliquer 
quantitativement ni le magnétisme atomique ni le magnétisme nucléaire. Il 
faut tenir compte d’un magnétisme intrinsèque aux particules. L'expérience 
montre que les particules élémentaires — de spin non nul — portent un 
moment magnétique associé à un moment angulaire intrinsèque, appelé spin 
de la particule, que nous noterons 5. On peut essayer de se représenter de 
façon intuitive ce moment angulaire comme provenant d’une rotation de la 
particule sur elle-même. Cette image intuitive peut être utile, mais il ne 
faut pas la prendre très au sérieux : prise à la lettre, elle conduit à des 
contradictions insurmontables, et seule la mécanique quantique permet une 
description correcte du spin. L'expérience montre que l’électron, le proton et 
le neutron ont un spin iR. On omet souvent le facteur À, et on dit simplement 
que l’électron, le proton et le neutron sont des particules de spin 1/2. Le 
facteur gyromagnétique associé au spin est différent de (3.30). Il vaut par 
exemple pour l’électron® et le proton 


électron : Ye = 2 < proton: ~p = 5.59 Im. 
Me Mp 
Où (de, qp = —de) et (Me, Mp) sont les charges et les masses de l’électron et 


du proton. Mieux, bien que de charge nulle, le neutron possède un moment 
magnétique ! Son facteur gyromagnétique est donné par 


n = —3.83 -22 
2Mp 
Le magnétisme des atomes est dû à la combinaison du mouvement des 
électrons (magnétisme orbital) et du magnétisme associé au spin des électrons. 
Le magnétisme des noyaux atomiques est dû au mouvement des protons et au 
magnétisme associé aux spins des neutrons et des protons. L’équation (3.30) 
montre que le facteur gyromagnétique est inversement proportionnel à la 
masse : le magnétisme d’origine nucléaire est plus faible que le magnétisme 
d'origine électronique par un facteur ~ Me/Mp ~ 1/1000. Malgré ce facteur 
défavorable, le magnétisme nucléaire joue un rôle pratique considérable en 
étant à la base de la résonance magnétique nucléaire (RMN : exercice 4.3.5) 
et de ses dérivés comme l’imagerie par résonance magnétique (IRM). 
Examinons en physique classique le mouvement. d'un moment 
magnétique & dans un champ magnétique constant B. Ce moment 
magnétique est soumis à un couple Ï = Z x Ø, et l'équation du mouvement 
est 


dg = q > qB a 

— = ğü x B= —8gx B=- Bx? 3.31 

dt PS S m? m S ai 
Cette équation implique que ï et j tournent autour de B avec une vitesse 
angulaire constante w = —qB/(2m), appelée fréquence de Larmor. Il est 


8. À des corrections de l’ordre de 0.1 % près : ces corrections sont calculables grâce à 
l’électrodynamique quantique. 
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commode de donner une valeur algébrique à w : la rotation se fait dans le 
sens trigonométrique pour q < 0 (w > 0). Le mouvement de rotation est 
appelé précession de Larmor (figure 3.6). 


FIG. 3.6 — Précession de Larmor : le spin 5 précesse autour de B avec une fréquence 
angulaire w. 


3.2.2 Expérience de Stern-Gerlach et filtres 
de Stern-Gerlach 


L'expérience réalisée par Stern et Gerlach en 1921 est schématisée sur 
la figure 3.7. Un jet d’atomes d’argent sort d’un four et est collimaté par 
deux fentes, avant de passer dans l’entrefer d’un aimant où règne un champ 
magnétique dirigé suivant? Oz. Le champ magnétique n’est pas homogène : 
B, est une fonction de z. L’atome d’argent porte un moment magnétique 
qui est en fait le moment magnétique de son électron de valence. Du point 
de vue des forces magnétiques, tout se passe comme si un électron traversait 
l’entrefer de l’aimant. Cependant on doit utiliser dans la dynamique la masse 
de l’atome et non celle de l’électron et noter l’absence de force de Lorentz, 
l’atome d’argent étant électriquement neutre. L'énergie potentielle U d’un 


moment magnétique dans B est U = — ji: B, et la force correspondante 
3 = 0B;, 
z 


En réalité B ne peut pas être strictement parallèle à Oz : si B= (0,0, B), 
ƏB/ðz + 0 est incompatible avec Péquation de Maxwell V : B = 0. Une 
9. Le lecteur prendra garde au fait que l'orientation des axes est différente de celle de la 


section précédente : la direction de propagation est maintenant Oy. Ce nouveau choix est 
dicté par le souhait de respecter les conventions usuelles. 
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ii 
m D 


fentes collimatrices aimant 


FIG. 3.7 — Expérience de Stern-Gerlach. 


justification complète de (3.32) se trouve dans l'exercice 9.7.13, où Pon montre 
que la force effective sur l’atome est bien donnée par (3.32). Lorsque le champ 
magnétique est nul, les atomes arrivent au voisinage d’un point de l’écran et 
forment une tache de dimension finie en raison de la dispersion des vitesses, 
car la collimation n’est pas parfaite. L'orientation des moments magnétiques 
à la sortie du four est a priori aléatoire, et en présence du champ magnétique, 
on s’attendrait à un élargissement de la tache : les atomes dont le moment 
magnétique ji est antiparallèle à Oz, subissent une déviation maximale vers 
le haut pour (0B,/0z) < 0, ceux dont # est parallèle à Oz une déviation 
maximale vers le bas, toutes les déviations intermédiaires étant possibles. En 
fait on observe expérimentalement deux taches symétriques par rapport au 
point d’arrivée en l'absence de champ magnétique. Tout se passe comme 
si 4z, et donc s,, ne pouvait prendre que deux valeurs, et deux seulement, 
dont on constatel® qu’elles correspondent à s = +h/2 : s, est quantifié. 
On remarquera que comme le facteur gyromagnétique est négatif (y < 0), la 
déviation vers le haut (resp. bas) correspond à s, > 0 (resp. < 0). L'appareil 
de Stern-Gerlach agit comme la lame biréfringente de la figure 3.2 : à la sortie 
de l’appareil, l’électron suit une trajectoire! ! où son spin est orienté soit vers le 
haut : 8, = +h/2, soit vers le bas : s, = —h/2. L’analogie avec la polarisation 
des photons nous suggère de prendre comme espace des états de spin 1/2 un 
espace vectoriel à deux dimensions, ce qui s’avèrera être le bon choix. Une 
base possible de cet espace est formée des deux vecteurs |+} et |), décrivant 
les états physiques obtenus en sélectionnant les atomes déviés vers le haut ou 
vers le bas par l'appareil de Stern-Gerlach, et correspondant respectivement 
aux valeurs +h/2 et —h/2 de s}. Les états |+) et |—) sont souvent appelés 


10. La connaissance de 0B. /0z et de y permet en principe de remonter à la valeur de sz 
à partir de la déviation : exercice 9.7.13. 

11. On peut montrer (exercice 9.7.13) que les trajectoires peuvent être traitées 
classiquement. 
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« spin up » et « spin down ». Ces états de spin sont l’analogue de deux états 
de polarisation orthogonale [®) et |$; ) dans le cas des photons!?. 


FIG. 3.8 — Filtre de Stern-Gerlach. 


Le dispositif schématisé sur la figure 3.8 permet de recombiner les atomes 
déviés vers le haut ou vers le bas sur une trajectoire unique, de même que 
la combinaison de deux lames biréfringentes de la figure 3.3 permettait de 
recombiner les trajectoires des photons polarisés suivant Ox et suivant Oy. 
Ce dispositif, que nous appellerons « filtre de Stern-Gerlach » n'a pas été 
réalisé expérimentalement par Stern et Gerlach. Il a été imaginé quarante ans 
plus tard par Wigner afin de permettre une discussion théorique simple. 
Si l’on place deux filtres de Stern-Gerlach à la suite l’un de l’autre avec 
la même orientation de B en bloquant par exemple les deux voies du bas 
(figure 3.9a), on constate que 100 % des atomes qui passent le premier filtre 
sont aussi transmis par le second, de même qu’un photon sélectionné par un 
polariseur orienté suivant Ox est transmis avec une probabilité de 100 % par 
un analyseur de même orientation. Si au contraire la voie du bas est bloquée 
sur le premier filtre et la voie du haut sur le second (figure 3.8b), alors aucun 
atome n’est transmis, de même qu'aucun photon n’est transmis si l’analyseur 
et le polariseur sont croisés. Comme dans la section précédente, on rend 
compte de ces résultats en écrivant les amplitudes de probabilité a(+ — +) 
et a(+ — —) comme des produits scalaires de vecteurs de base!? 


GE (+|+)=1 ae SC et le (-|+)=0 


12. Toutefois il ne faut pas pousser trop loin cette analogie ; comme nous le verrons au 
chapitre 10, le photon a un spin À, et non h/2. Un spin À a normalement trois états de 
polarisation possibles. Il y en a seulement deux dans le cas du photon parce que le photon 
a une masse nulle. 

13. En toute rigueur, on sait seulement que |a(+ — +)| = |a(— — —)| = 1, mais un 
choix de phase convenable permet toujours de se ramener à (3.33). 
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FIG. 3.9 — Filtres de Stern-Gerlach en série. 


Si l’on représente les vecteurs |+) et [—) sous la forme de vecteurs colonnes 


m=) =) (3.34) 


le vecteur dď’état (unitaire) le plus général |x) € H s'écrira 


Hs a E (2) (3.35) 


Avec les vecteurs |+) et |—) on peut construire un opérateur hermitique S, tel 
que ces vecteurs soient vecteurs propres de §, avec les valeurs propres +ñ/2 


s= a(t- e) = aP- P) 636 


où P} et P_ sont les projecteurs sur les états |+) et |-). À la grandeur 
physique $,, composante suivant z du spin, on associe un opérateur 
hermitique S, agissant dans l’espace des états H. Les vecteurs |+) et |) 
sont aussi appelés états propres de S,, et forment la base où S, est diagonal : 
dans cette base, S, est représenté par la matrice diagonale (3.36). La grandeur 
physique composante suivant z du spin a une valeur bien déterminée +A/2 
ou —h/2 si le vecteur d'état |x) est égal à |+) ou |—}. 


3.2.3 États de spin d’orientation arbitraire 


Poursuivons l'analogie avec la polarisation d’un photon en faisant tourner 
la direction du champ magnétique du filtre de Stern-Gerlach et en l’alignant 
dans la direction À : seule la composante Ba = B. ñ du champ magnétique 
est non nulle. Avec cette nouvelle orientation, le filtre de Stern-Gerlach va 
fabriquer des états que nous noterons |+, Ê) et |—, À), obtenus en sélectionnant 
les atomes déviés respectivement dans le sens de À et dans la direction 
opposéel#. Par analogie avec le cas des photons, nous dirons que le spin 1/2 

14. Ceci suppose que l’on sache changer la direction de propagation des électrons pour 


la rendre orthogonale à À. Comme nous discutons une « expérience théorique », nous ne 
nous attarderons pas sur les moyens qui pourrraient être utilisés pour ce faire. 


3. Polarisation : photon et spin 1/2 89 


est polarisé dans la direction + ou —ñn. Nous procédons comme pour 
l’étude de la polarisation d’un photon, en utilisant un premier filtre de Stern- 
Gerlach, jouant le rôle de polariseur, dont le champ magnétique orienté 
suivant Oz sélectionne les spins dans l’état |+). Le deuxième filtre a son champ 
magnétique orienté dans la direction À et joue le rôle d’analyseur. Il permet 
de mesurer expérimentalement les probabilités p(+ — [+,]) = K+, l+)? 
et p(+ — [-,À]) = [{—,ñ|+)l}; comme dans la section précédente, nous 
supposons que ces probabilités sont données par le module cärré de produits 
scalaires. De même que les états!5 |+) et |—}, les états |+, Ê) et |—,À) sont 
orthogonaux : (+,ñ]-—,ñ) = 0. Si le polariseur et l’analyseur sont orientés 
dans la même direction, un état préparé par le polariseur est transmis à 100 % 
par l’analyseur, et à 0 % si leurs orientations sont opposées!6 : le résultat du 
test de la polarisation est certain. Si les directions ne sont pas les mêmes, 
on observe seulement une certaine probabilité de transmission. De même 
que les bases d’états de polarisation d’un photon {}x),|y)} et {|0),14:)} 
étaient incompatibles ($ 3.1.2), les bases {|+}, |—)} et {}+,ñ),|-,ñ)} sont 
incompatibles pour les états de spin 1/2. 

Nous allons maintenant utiliser l’invariance par rotation pour déterminer 
les probabilités de transmission : la physique de ce problème ne doit pas 
dépendre de l’orientation du système d’axes. La première conséquence de 
cette invariance est que la direction Oz n’a aucune raison d’être privilégiée, 
et qu’il doit exister un opérateur hermitique Sa = 5. ñ, projection du spin 
sur l’axe À, ayant des valeurs propres hi/2 et —h/2 et la forme (3.36) dans 
une base {}+,ñ%),|-—,ñ)} qui reste à déterminer. L'opérateur Sa s’écrira en 
fonction de ses valeurs propres et de ses vecteurs propres 


Sa = JAH A âl = à) (3.37) 


Introduisons la notion de valeur moyenne de la composante suivant À du spin, 
que nous noterons (Sa). Comme la déviation dans la direction + correspond 
à une valeur sa = +h/2 lorsque le spin est dans un état |x) arbitraire, cette 
valeur moyenne, notée (Sh), sera donnée par 


(Sa) = 5 A (px > [HR] — p(x > [-,)) 
= A(t a âh — Qi ih âl) 
= dZ a(i a âl = â âl) 
= (xlSa]x) (3.38) 


La matrice représentative de Sa dans la base (3.34) où S+ est diagonal est 
a priori donnée par la matrice hermitique 2 x 2 la plus générale de valeurs 


15. Les notations |+} et |—} sont donc des notations abrégées pour |+, 2} et |—, 2). 
16. Et non orthogonales comme dans le cas des photons ! 
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propres +h/2 


2 (b*e 2 
où a et c sont des nombres réels. L’équation aux valeurs propres À+ de la 
matrice À s'écrit 


Sa=ia( pe) =3M (3.39) 


X —(a+oà+ac- |b’? = 0 
On doit avoir A4 + à- = 0 et À} À_ = —1 soit 
a+c=0 ac- |b? = -1— a? +]? =1 


Paramétrons a et b à l’aide de deux angles œ et 8 : a = cosĝ et b = 
exp(—ia) sin 8. Nous obtenons pour Sh 
"1 cosf ei sing 
Sa = 2 f e sing — cos ) (3.40) 


dont les vecteurs propres sont à un facteur de phase près (cf. (2.35)) 


e e7i4/2 cos 8/2 . —e7ia/2 sin 8/2 
RE ( eia/2 sin 8/2 ) S ( ei2/2 cos 8/2 ) (n 


3.2.4 Rotation d’un spin 1/2 


Il nous reste à trouver une interprétation géométrique aux angles & 
et #. Nous allons faire l'hypothèse que la valeur moyenne ($), dont les 
composantes sont ((S:),{S,),(S,)), se transforme par rotation comme un 
vecteur de l’espace à trois dimensions, c’est-à-dire comme l’objet classique 3 
correspondant. Reprenons l'expérience type polariseur/analyseur. Dans un 
premier temps, le champ magnétique du polariseur est orienté suivant Oz, 
et de même pour l’analyseur. Nous savons que dans ce cas 100 % des spins 
traversent l’analyseur. Si le champ de l’analyseur est orienté antiparallèlement 
à Oz, alors aucun spin ne le traverse. Nous pouvons exprimer ce résultat sous 
la forme suivante : à la sortie du polariseur, la valeur moyenne de S,, (S2) 
est égale à A/2. Orientons maintenant le champ magnétique de l’analyseur 
suivant Ox : on constate expérimentalement que les spins ont alors une chance 
sur deux d’être déviés vers les x positifs et une chance sur deux d’être déviés 
vers les z négatifs, ce qui correspond à une valeur moyenne nulle de Sy : 
(Sz) = 0. Ce résultat ne doit pas surprendre. Un premier argument fait appel 
à un raisonnement classique : un spin classique parallèle à Oz n'est pas dévié 
par un gradient de champ suivant Ox. Un deuxième argument plus général 
fait appel à l’invariance par rotation! : dans notre problème, les variables de 
spin sont découplées des variables spatiales liées à la propagation de l’atome 
et, pour les rotations du spin, le problème est invariant par rotation autour 
de Oz : en l’absence de direction privilégiée dans le plan xOy, (Sz) = (Sy) = 0. 


> 


Le vecteur {S} a donc pour composantes (0,0, A/2). 


17. On peut aussi invoquer l’invariance par parité sans faire appel au découplage des 
variables de spin et des variables spatiales : voir exercice 9.7.13. 
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FIG. 3.10 — (a) (S) dans deux systèmes d’axes. (b) Rotation de ($) (b). 


Supposons maintenant que l’expérimentateur décide d'utiliser un système 
d’axes x'Oz' obtenu à partir de xOz par une rotation d’angle —0 autour 
de Oy (figure 3.10a). Si (5 } est un vecteur, ses composantes dans le nouveau 
système d’axes seront /2(sin 0,0,cos8). On obtient une situation physique 
équivalente! en conservant le système d’axes original et en orientant le 
gradient du champ magnétique du polariseur suivant une direction faisant 
un angle 0 avec Oz (figure 3.10b). Le polariseur prépare alors les spins dans 
un état que nous noterons |+, e). On a donc pour les valeurs moyennes 


(Sa) = (H ñolSslt 0) = à sm (8) = (+ holst, fe) = à cos0 
(3.42) 
En général, on pourra orienter le champ magnétique B du polariseur suivant 
une direction quelconque à : le polariseur prépare les spins dans l’état [+,ñ). 
Soit ð et @ les angles polaire et azimutal définissant la direction de à 
(figure 3.11). La généralisation immédiate de l’argument précédent montre 


que les valeurs moyennes de S sont alors 


h h 

(Sr) = (+, AlSel +, À) = 3 sin ĝ cos 9 = zr 
ñ h 

(Sy) = (+, AlS +, A) = 5 sin ô sin 9 = z% (3.43) 

(S) = (+, AlSel +, À) = : cos 0 = Îne 

ou bien, en notation vectorielle 
à LE 
(S) = HAist+ À) = 5h (3.44) 


18. Nous verrons au 8 8.1.1 que ceci consiste à passer du point de vue passif au point de 
vue actif pour une opération de symétrie. 
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FIG. 3.11 - Orientation de ñ. 


Nous avons détaillé le raisonnement menant à (3.44), mais nous aurions 
pu arriver directement au résultat en remarquant que le seul vecteur à 


> 


notre disposition est À, et (S) est nécessairement parallèle à À. Calculons 
maintenant les valeurs moyennes compte tenu de (3.41) 


{S,) = i (cos? 8/2 — sin? 8/2) = Ê cos 8 


On doit donc avoir 8 = +0. Choisissons la solution 8 = 4 et calculons les 
matrices représentatives de S, et Sy dans la base (3.34) ; comme 0 = 8 = 7/2 
dans les deux cas, (3.40) devient 


1 0 ex 1 0 ea 
sn gos 0 ) s,= jh ( oes 0 ) 


Ceci donne pour les valeurs moyennes 
(Sr) = > ħsin 0 cos(a — a;) (Sy) = ħsin 0 cos(a — a,) 

On obtient par identification avec (3.43) 

cos(a — az) = cos ġ cos(a — ay) = sin Ÿ (3.45) 
La solution de (3.45) n’est pas unique!°; nous choisirons par convention 

Qs = 0 Qy = 7/2 

Avec ce choix a = @ et les opérateurs Sy, Sy et S, dans la base (3.34) prennent 
la forme Í 


1 1 
S% = 2 hoz Sy = 2 Roy Sz = 2 ho; (3.46) 


19. Les autres solutions correspondent à un système d’axes obtenu par rotation autour de 
Oz des axes Oz et Oy ou à un système d’axes obtenu par inversion de Oy: cf. exercice 3.3.4. 
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Les matrices Cy, Oy et o; sont appelées matrices de Pauli 


(3.47) 
o? = o$ =0? =I Ox0y = i0; et permutations (3.48) 

que l’on peut rassembler en 
OiOj = ij + DIET (3.49) 


k 


où les indices (i,j,k) prennent les valeurs (x,y,z) et €;;K est le tenseur 
complètement antisymétrique, égal à +1 si (ijk) est une permutation paire 
de (zyz), à —1 dans le cas d’une permutation impaire et à zéro dans tous les 
autres cas, Une forme équivalente de (3.49) est la suivante : si g et b sont 
deux vecteurs 


(č -a-b =8-b+ië (axb) (3.50) 
où l’on a utilisé pour le produit vectoriel 
(a x b)i = 2 eimasbe (3.51) 


L'équation (3.49) implique aussi les relations de commutation?! 


(oi,o;] = 2i DIET (3.52) 
k 
ou, de façon équivalente pour les composantes du spin 


[Si, S;] =i Zeus (3.53) 
k 


Les matrices de Pauli forment avec la matrice identité 7 une base pour l’espace 
vectoriel des matrices sur H. En effet toute matrice 2 x 2 peut s'écrire 


A=) +} Noi (3.54) 


où les coefficients Ào et À; sont réels pour une matrice hermitique A = At; ils 
sont donnés par (exercice 3.3.5) 


1 1 
o = -TrA À = = Tr Ac; (3.55) 
2 2 
20. Par exemple E€yzæ = 1l, Eyrz = —1 et €xxz = 0. 
21. En écrivant les indices explicitement : [o:,0,] = 2io: et deux autres relations 


obtenues par permutation circulaire des indices (x, y, 2). 
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Le fait que les matrices de Pauli forment une base pour les matrices sur tout 
espace de Hilbert à deux dimensions entraîne que ces matrices sont souvent 
utilisées pour des problèmes où l’espace des états est à deux dimensions, même 
si le problème physique n’a rien à voir avec un spin 1/2. Elles sont par exemple 
très utiles pour traiter un modèle standard de la physique atomique, l’atome 
dit « à deux niveaux » (voir § 5.2.5 et § 14.4.1). 

Les vecteurs propres |+, ô) et |—,ñ) de Sa = AG. se déduisent de (3.41) 
avec 8 = 6 et a = Y 


a e7i#/2 cos 0/2 k —e7i$/2 sin 9/2 
ER ( ei$/2 sin 0/2 ) Fe ( ei#/2 cos 0/2 ) 00) 


Les états |+, ñ) et |—,ñ) sont les transformés des états |+) et |—) par une 
rotation qui amène l’axe Oz sur l’axe À : un choix possible, cohérent avec celui 
qui sera fait ultérieurement au chapitre 10, consiste à effectuer une première 
rotation de ĝ autour de Oy, suivie d’une rotation de & autour de Oz. On peut 
écrire (3.56) sous la forme 


lâ) = DEP 0, p+) + DEP (6, o)l) 


(3.57) 
à) = D? (0, 6)1+) + D2 (0, ¢)]-) 


Cette équation définit une matrice?? D(1/?) (0, ġ), appelée matrice de rotation 
pour le spin 1/2 


—ip/2 _erip/2 gj 
e cos 4/2 —e un) (3.58) 


{1/2 = 
D / (0, $) Ea ( ei?/2 sin 4/2 eig/2 cos 4/2 


Cette matrice est unitaire, car elle effectue un changement de base dans H. De 
plus on vérifie qu’elle est de déterminant 1, et c’est une matrice appartenant 
au groupe S(U2) : cf. exercice 8.5.2. Il est intéressant de considérer les 
rotations de 27 qui ramènent le système physique à sa position initiale. On 
remarque par exemple que D1/2(9 = 27,6 = 0) = —I. Dans une rotation 
de 2r autour de Oy, le vecteur d'état |x) — —]x) ! Mais il n’y a là aucun 
paradoxe : les vecteurs |x} et —|x) représentent le même état physique, 
et, comme il se doit, une rotation de 27 ne modifie pas l’état physique. 
Ce comportement du spin 1/2 est à contraster avec celui des photons : 
d’après (3.28), exp(—2in),) = +, et le vecteur d’état est inchangé dans 
une rotation de 27. Nous observons là une différence remarquable entre spins 
entiers et spins demi-entiers, sur laquelle nous reviendrons au chapitre 10. 

La forme (3.56) des vecteurs propres de Sa permet de calculer les 
amplitudes de probabilité 


a(+ — [+,â]) = (+, A+) = cos4/2eié/2 


a(+ > [-,ñ]) = (~, +) = -sin9/2 9/2 (3.59) 


22. On remarque que cette matrice s’écrit en fonction de 8/2, et non de 8 comme dans 
le cas d’un photon (3.28) : le photon a un spin 1 et non 1/2! 
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et les probabilités correspondantes 
p(+ > [+ â]) = K+, |+)? = cos? 9/2 
p(+ — [-,â]) = {—, 1H)? = sin? 0/2 


Nous avons obtenu l'essentiel des propriétés du spin 1/2, et ceci à partir des 
trois seules hypothèses, dont les deux premières découlent de l’invariance par 
rotation. 


(3.60) 


+ 


e La valeur moyenne (S) se transforme comme un vecteur dans une 
rotation. 


eè Les valeurs propres de $ - ñ sont indépendantes de À. 
e L'espace des états est de dimension deux. 


Certaines de ces propriétés comme les relations de commutation (3.53) 
ou l'existence de matrices de rotation, vont se transposer à un moment 
angulaire J quelconque (chapitre 10). Toutefois d’autres propriétés sont 
spécifiques au spin 1/2 : par exemple c’est seulement dans ce cas que tout 
état de H peut s’écrire comme un vecteur propre de Jñn=$.à. 


3.2.5 Dynamique et évolution temporelle 


Reprenons le problème du spin plongé dans un champ magnétique 
uniforme et constant B, que nous supposerons orienté suivant laxe des z. 
Notre étude classique du 8 3.2.1 avait mis en évidence le phénomène de la 
précession de Larmor. En physique classique, l'énergie est un nombre 


U = -8 - B = -y3. B = —ys,B = ws, (3.61) 


où w = —yB est la fréquence de Larmor. En physique quantique, l’énergie 
devient un opérateur hermitique, que l’on appelle le hamiltonien, noté H, 
agissant dans l’espace des états. Comme cet espace est de dimension deux, le 
hamiltonien sera représenté par une matrice 2 x 2. Nous admettrons?? qu’en 
mécanique quantique le hamiltonien conserve formellement l'expression (3.61), 
à condition de remplacer la quantité classique s, par l'opérateur S,, la 
projection suivant Oz de l'opérateur de spin 5 


w 1 0 
H=us, = a(o 5) (3.62) 


La deuxième forme de H donne sa représentation matricielle dans une base 
où $, est diagonal. Les valeurs propres de H sont +ħw/2 et —ħw/2. Ce sont 
les deux valeurs possibles de l’énergie et les vecteurs propres correspondants 
sont bien sûr ceux de $, : |+) et j—). Le schéma des niveaux d'énergie est 
donné dans la figure 3.12 pour w > 0. 


23. En dernier ressort, l'expression du hamiltonien trouve sa justification dans son accord 
avec l’expérience. 
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E, =; lu 


E_ = -;5fhw 


1 
2 


FIG. 3.12 — Spectre du hamiltonien (3.62). 


Supposons qu’au temps t = 0 le spin se trouve dans l’état propre |+, ñ}. 
On peut alors se poser la question suivante : quel sera létat de spin à un 
temps t ultérieur ? Pour répondre à cette question, nous avons besoin d’un 
postulat supplémentaire. Ce postulat, qui sera explicité avec plus de détails 
au chapitre suivant, stipule que le vecteur d'état |x(t)} au temps t se déduit 
du vecteur d'état au temps t = 0, |x(t = 0)), par 


RD) = exp (TE) 0) (3.63) 


Cette loi d'évolution est particulièrement simple pour les vecteurs propres 
de H, appelés états stationnaires 


H= e(t) = ep (5) l) 


Si |y) est un état arbitraire, la probabilité de trouver un état stationnaire 
dans |#) est indépendante du temps : par exemple 


koje (5) of = te 
Suppo kepin oeae ai tene 0 dan ia debat 
Ix(0)) = cos0/2exp(—i6/2)l+) + sin0/2 exp(id/2)-) 
Ceci donnera au temps t 
It) = cos 0/2expj-i(ó + wt)/2]|+) + sin 8/2expli(ð +wt)/2]l-) (3.64) 


Si au temps t = 0 le spin est orienté suivant la direction À definie par les 
angles ĝ et ¢ : S = i hù, au temps { le spin sera orienté dans la direction 
(8,9 + wt) : le sens de rotation est le sens trigonométrique pour q < 0 et 
coïncide bien sûr avec celui du spin classique. La valeur moyenne du spin 
précesse autour de B avec la fréquence de Larmor. 

La loi d'évolution (3.64) va nous permettre d'introduire une relation entre 


la dispersion AE sur l'énergie et le temps caractéristique d’évolution d'un 
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système quantique, qui sera donnée sous la forme générale de l'inégalité de 
Heisenberg temporelle au $ 4.2.4. Récrivons (3.64) en utilisant les notations c+ 
et c_ pour les composantes de |x(0)} dans la base {|+}, |—}} 


c4 = cos0/2exp(—i/2) c_ = sin ĝ/2exp(iġ/2) 
et définissons les fréquences w+ 
PERS 
À 2 À 


w+ 
ce qui donne pour |x(t)} 


Ix(6)) = c+ exp(—iw4t)|+) + c- exp(—iw-t)|-) 


Calculons la probabilité de trouver le vecteur d'état |x(t)} dans un état |y) 
arbitraire 


lex) = le PIH? + le- ll)? 
+2Re laen expli(ws — w- Jte) wl-)] (3.65) 


Les deux premiers termes de (3.65) sont indépendants du temps et le troisième 
oscille avec une fréquence 


E,-E_ _ AE 
ħ — À 


AE est la dispersion sur l'énergie : l’énergie du système n’a pas une valeur bien 
définie car le système passe d’un niveau à l’autre avec un temps caractéristique 
At ~ À/AF, ce que l’on traduit par une relation entre dispersion sur l'énergie 
et temps caractéristique d'évolution 


W4 — w. = 


AE At=h (3.66) 


Cette relation, que nous démontrerons sous la forme d’une inégalité par une 
méthode plus générale au § 4.2.4, est un exemple d’inégalité de Heisenberg 
temporelle. 


3.3 Exercices 


3.3.1 Décomposition et recombinaison de polarisations 


La figure 3.3 illustre une expérience de décomposition par une lame 
biréfringente d’une polarisation linéaire en polarisation suivant Ox et 
polarisation suivant Oy, les deux polarisations correspondant à des rayons 
lumineux distincts. Cette décomposition est suivie d’une recombinaison de ces 
deux polarisations par une seconde lame qui redonne la polarisation initiale. 
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En fait le schéma de la figure 3.3 ne conduit pas au résultat escompté, car 
les indices de réfraction du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire sont 
différents, ce qui induit une différence de chemin optique entre ces deux rayons. 
Il est nécessaire de compenser cette différence de chemin optique si l’on veut 
recombiner les deux polarisations. On rappelle que le rayon extraordinaire est 
toujours polarisé dans le plan contenant l’axe optique et le rayon ordinaire 
dans un plan perpendiculaire à l’axe optique. Les deux lames biréfringentes 
sont supposées strictement identiques, taillées dans des cristaux de calcite et 
d'épaisseur a. 


>r 
a » 


axè axes 


optique optiques 


FIG. 3.13 — Compensation du déphasage par une lame intermédiaire. L’axe optique 
de la lame intermédiaire est perpendiculaire au plan de la figure. 


1. L’angle entre la normale et le rayon extraordinaire dans la lame de calcite 
est œ = 6.20° (0.1082 rad). L’épaisseur de la lame est de 10 mm et les indices 
ordinaire et extraordinaire ont pour valeurs respectives?4 


No = 1.65567 ni = 1.55405 


Le faisceau lumineux incident est fourni par un laser Helium-Néon de longueur 
d'onde À = 632.8nm; le diamètre du faiceau est de 250 um. Les deux 
rayons sont-ils bien séparés à la sortie de la première lame ? Quelle est 
alors la différence de chemin optique entre le rayon ordinaire et le rayon 


extraordinaire ? 


24. La valeur de ni a été calculée à l’aide de l’ellipsoïde des indices : cf. M. May et A-M 
Cazabat, Optique, Dunod, Paris (1998), chapitre 20. 
25. En fait ce diamètre w(z) n’est pas constant : il varie suivant une loi 


w(z) = wo/1 + (2) 


où zr © 0.31 met wo est le diamètre minimal, ou col du faisceau. Si l’ensemble du dispositif 
a une longueur de l’ordre de 10 cm, cette variation du diamètre est sans importance si l’on 
place le col au centre du dispositif. 
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2. On veut compenser cette différence de chemin optique, ainsi que celle 
induite par la seconde lame en intercalant une lame intermédiaire (lame 
compensatrice) de calcite dont l’axe optique est perpendiculaire au plan de la 
figure 3.13 : dans cette lame, le rayon (x) se propage comme un rayon ordinaire 
et le rayon (y) comme un rayon extraordinaire avec un indice ne = 1.48465. 
Quelle épaisseur D doit-on choisir pour cette lame intermédiaire si l’on veut 
compenser la différence de chemin optique de façon à pouvoir recombiner les 
deux polarisations à la sortie de la seconde lame ? 


3. Montrer qu’une précision de 1075 sur les indices est suffisante pour fixer 
l'épaisseur de la lame compensatrice. Comparer avec la précision requise sur 
ces indices si l’on essayait de procéder sans lame compensatrice en fixant 
l'épaisseur des lames d’entrée et de sortie de telle sorte que la différence 
de chemin optique induite par les deux lames soit un multiple entier de la 
longueur d'onde. Afin de simplifier la discussion, on négligera la différence 
entre ne et ne dans le calcul d’erreurs. 


4. Le dispositif est très sensible aux variations de température en raison de 
la dilatation de la calcite et de la variation des indices. Afin de simplifier la 
discussion, on se limitera aux effets dus aux variations des indices qui sont 


ôno = 2.1 x 1076 KT! Sne = 11.9 x 107 K7! 


La compensation étant supposée parfaitement réalisée pour une 
température T, quelle sera la différence totale de chemin optique (induite 
par les trois lames) si la température varie de 1 degré ? Que se passerait-il si 
l’on n’utilisait pas de lame compensatrice ? 


5. La première lame a maintenant une épaisseur de 2 mm. Décrire la 
polarisation à la sortie de cette lame. 


3.8.2 Polarisation elliptique 


1. Déterminer les axes et le sens de parcours de l’ellipse pour un état de 
polarisation (3.12) 


(D) = Ale) + uly) AP + ja? = 1 
2. Vérifier que l’état [®1) (3.19) orthogonal à |®) 
|B) = —p'|x) + A ly) 
est arrêté par le polariseur linéaire du polariseur (A, x). 


3. Vérifier que les propriétés physiques du polariseur (À, u) sont inchangées 
si l'on utilise la paramétrisation générale avec À et u complexes 


À = cosûe u = singe" 


avec 7 = y — Nz. Retrouver l'expression de Pa. 
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3.3.3 Opérateur de rotation pour le spin du photon 
Démontrer (3.28). Suggestion : développer en série exp(—i4Y,). Que 

vaut (£)? ? 

3.3.4 Autres solutions de (3.45) 


Dans l’espace des états de spin 1/2, la matrice unitaire D(/2)(9,%) 
transforme l’état |+) en l’état |+,ñ) où le vecteur unitaire À est donné par 
À = (sinf cosy, sin 8 sin Y,cosĝ). Si la rotation s'effectue autour de laxe 
des z, 0 = 0 dans (3.58) et 


e7™i¥/2 0 
Dade = 0) =u = ( 0 ev/? 
Discuter l’action de U sur les états |+) et |—}. 


2. L'opérateur U peut-être considéré comme un changement de base, où un 
opérateur A se transforme suivant (2.18) en 


A— A'=UTAU 


Quels sont les opérateurs transformés de oz, Oy et oz ? 


3. Les conditions (3.45) ont pour solution soit (1) œ — a; = ¢ soit (2) 
a — ax = —®. Montrer que dans le cas (1), oz et oy sont donnés par 


0 eias 0 ienie 
7e = | eire 0 AT | jemi 0 


et que par rapport à la solution standard (3.47), cette solution correspond à 
une simple rotation des axes autour de Oz. 


4. Montrer que si l’on choisit œ — a; = —6 la solution standard est 


SEEN a a Da ( 0 j) 
z 10 4 —i 0 
Quelle est l'interprétation de ce résultat ? 
3.3.5 Décomposition d’une matrice 2 X 2 
1. On introduit la notation : 
60 = 1 ôi =0; i=1,2,3 


Montrer que si une matrice 2 x 2 A vérifie Tr (ôA) = 0 Vi = 0,...,3, alors 
A=0. 
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2. Soit la matrice 2 x 2 


3 3 
A= ol + VAc = Xo Aiô 
i=1 i=0 


Montrer que 


N= à Tr (4ô;) 


En déduire qu’une matrice 2 x 2 quelconque peut toujours s’écrire 


À quelle condition doivent obéir les coefficients À; lorsque A est hermitique, 
A= Ai? 


3.3.6 Exponentielles de matrices de Pauli 


exp (- 


Suggestion : calculer (g - A)?. Identifier cet opérateur avec DU/2)(8, 6 = 0) 
dans (3.58). 


1. Montrer que 


DIS 
4 


Fa) = 1 cos $ (8 h)sin 


2. Montrer que toute matrice 2 x 2 unitaire et de déterminant unité U peut se 
mettre sous la forme donnée dans la question 1. Suggestion : montrer que U 


est de la forme 
a b 
—b* a* 


et écrire a = a + ia2, b = bı +ib. Montrer que a = cos 4/2. 


3. Trouver deux matrices 2 x 2 A et B telles que 


e eP = e(AtB) avec [A,B] #0 


3.3.7 Tenseur Eijk 
1. Montrer l'identité 
X cijkEimk = did jm — fimôji 
k 


En déduire 
a x (b x €) = (a - &b — (a - b)E 


102 Physique quantique 


Que vaut 


X EijkEljk? 
jk 
2. On peut écrire la composante i du rotationnel d’un vecteur À comme 


(V x Ai = Y cixd; An 


ij 


avec 0; = 0/0x;. Montrer à partir de l'identité de la question 1 que 


3.3.8 Rotation de 27 d’un spin 1/2 


On reprend l’interféromèêtre à neutrons de l’exercice 1.6.7, le plan ABDC 
étant horizontal. Un déphasage variable x est obtenu en faisant passer les 
neutrons du faisceau I dans un champ magnétique uniforme et constant B 
sur une longueur /, le champ magnétique étant perpendiculaire au plan de 
la figure. Les neutrons sont supposés polarisés parallèlement au plan de la 
figure. Déterminer l’angle de la rotation subie par le spin du neutron à la sortie 
du champ magnétique en fonction de l, de la vitesse v (connue) du neutron 
et de son facteur gyromagnétique yn. Montrer que les taux de comptage par 
les détecteurs Dı et Do dépendent sinusoïdalement de B. Montrer que l’on 
peut déduire de ces oscillations que le vecteur d’état de spin est multiplié par 
—1 dans une rotation de 2x. 


B 
PNZ 


begi 
I 


Fic. 3.14 — Mise en évidence expérimentale de la rotation de 27 d’un spin 1/2. 


26. S. Werner, R. Colella, A. Overhauser et C. Eagen, Phys. Rev. Lett. 35, 1053 (1975). 
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3.3.9 Diffusion de neutrons par un cristal : 
noyaux de spin 1/2 


On reprend l’expérience décrite dans l’exercice 1.6.4 de diffraction de 
neutrons par un cristal en supposant que les noyaux atomiques ont un spin 1/2 
(exemples : H1, C! F1, etc.). On se limitera dans un premier temps 
(questions 1 et 2) au cas où les neutrons ont un spin up (T) et les noyaux un 
spin down (|) : les neutrons et les noyaux sont polarisés. Dans ces conditions il 
y a deux amplitudes de diffusion possibles car on peut montrer (chapitre 12) 
que la composante z du spin total est conservée dans la diffusion neutron- 
noyau. Ces deux amplitudes sont : 


e Une amplitude fa où la diffusion se fait sans changement de l’état de 
spin 
neutron f + noyau | — neutron | + noyau | 


e Une amplitude fẹ où la diffusion s'effectue avec renversement du spin 
(spin flip) 


neutron f + noyau | — neutron | + noyau Î 


1. Montrer que, dans le premier cas, on retrouve les résultats de la diffusion 
sans spin. 


2. Montrer que, dans le second cas, la diffraction disparaît et que la probabilité 
de diffusion est indépendante de g. 


3. En général les noyaux atomiques ne sont pas polarisés, c’est-à-dire qu'ils 
ont une chance sur deux d’avoir spin up et une chance sur deux d’avoir 
spin down. On doit prendre en considération une troisième amplitude fe 
correspondant à la diffusion 


neutron Î + noyau Î — neutron Î + noyau Î 


Suivant la méthode utilisée dans l'exercice 1.6.8, introduisons un nombre @; 
qui prend la valeur 0 si le noyau à a un spin up et la valeur 1 si ce noyau a un 
spin down. L'ensemble des {a;} caractérise une configuration des spins dans 
le cristal. Montrer que l’amplitude de diffusion d’un neutron par le cristal 
dans la configuration {a;} est 


D (ia + (1 - a)fe)e 8 + Sa fief 
i i 
Que vaudrait l'intensité si la configuration {a;} était fixée ? On prendra 
garde à additionner les probabilités pour des états finaux différents. On doit 
enfin prendre la moyenne sur les différentes configurations du cristal, le spin 
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de chaque noyau étant supposé indépendant des autres spins. Si (e) désigne 
la moyenne sur les configurations, montrer que 
1 


1 
(aiaj) = 7 + Ti 


En déduire que la probabilité de diffusion est proportionnelle à 


Te Ga IPEE 4 À a- A+ 27 


i,j 


où N est le nombre de noyaux. En réalité les trois amplitudes fa, fo et fe ne 
sont pas indépendantes : on verra dans l’exercice 12.5.5 que 


-fa = ;@&e+as) - fa = 3 (0e — as) — fe =a 


où a, et a, sont les longueurs de diffusion dans les états triplet et singulet. 


4. Que se passe-t-il si, comme c’est le cas courant en pratique, les neutrons 
ne sont pas polarisés ? 
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Chapitre 4 


Postulats de la physique quantique 


OUS ALLONS ÉNONCER DANS CE CHAPITRE les postulats de base de la 
N physique quantique, en généralisant les résultats établis au chapitre 
précédent dans deux cas particuliers : la polarisation du photon et le spin 1/2. 
Au lieu d’être de dimension deux, l’espace des états sera a priori de dimension 
quelconque N, voire de dimension infinie. Les postulats tels qu'ils sont 
énoncés dans ce chapitre fixent le cadre conceptuel général de la mécanique 
quantique, et ne donnent pas directement les outils nécessaires pour résoudre 
des problèmes spécifiques. La résolution d’un problème de physique concret 
suppose toujours une phase de modélisation, où l’on simplifie le système à 
étudier, où l’on définit un cadre d’approximations, etc., et cette phase de 
modélisation s'appuie inévitablement sur des considérations plus ou moins 
heuristiques qui ne peuvent pas se déduire du cadre général de la physique 
quantique!. Le § 3.2.5 donne un exemple de démarche heuristique, conduisant 
à la solution d’un problème concret, celui du mouvement d’un spin 1/2 dans 
un champ magnétique. 


Il est possible d'utiliser d’autres ensembles de postulats : par exemple une 
autre approche de la mécanique quantique consiste à énoncer des postulats 
sur les intégrales de chemin?. Comme c’est souvent le cas, une même théorie 
physique peut revêtir plusieurs habillages mathématiques différents. Enfin 
il faut souligner que les postulats de la physique quantique soulèvent des 
problèmes épistémologiques difficiles, qui sont encore largement débattus 
aujourd’hui et ne seront pas traités dans ce livre. Le lecteur intéressé est 
renvoyé par exemple au livre récent d’Isham [1995]. 


1. Cette démarche n’est pas fondamentalement différente de celle utilisée en physique 
classique. Par exemple les trois lois de Newton fixent le cadre conceptuel de la 
mécanique classique, mais la solution d’un problème concret requiert toujours une phase de 
modélisation : simplification du problème posé, approximations pour les forces, etc. 

2. Voir par exemple L.S. Schulman, Techniques and Applications of Path Integration, 
Wiley New-York (1981). 
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4.1 Vecteurs d’état et grandeurs physiques 


4.1.1 Principe de superposition 


Nous avons appris au chapitre 3 à caractériser l’état de polarisation d’un 
photon ou celui d’un spin 1/2 par un vecteur appartenant à un espace de 
Hilbert complexe, l’espace des états. Le postulat I généralise les notions de 
vecteur d'état et d'espace des états à tout système quantique. 


Postulat I : espace des états 


Les propriétés d’un système quantique sont entièrement définies par la donnée 
de son vecteur d'état |p), qui fixe la représentation mathématique de l’état 
physique du système. Le vecteur d'état est un élément d’un espace de Hilbert 
complexe H appelé espace des états. Il sera commode de choisir |p) unitaire, 
c’est-à-dire de norme un : [|p||? = (plp) = 1. 


Le fait qu’un état physique soit représenté par un vecteur implique sous 
certaines conditions le principe de superposition, caractéristique de la linéarité 
de la théorie : si |p} et |X) sont des vecteurs de H représentant des états 
physiques, alors le vecteur unitaire 


_ Ag) +uix) 
IT Taie) + ahoT E 


où À et u sont des nombres complexes, est un vecteur de H et représente aussi 
un état physique. 

Au chapitre précédent, nous avons défini les amplitudes de probabilité 
comme produits scalaires de vecteurs appartenant à lespace des états. Par 
exemple, si |p) représente l’état de polarisation linéaire suivant Ox d'un 
photon : |p) = |x), et |2} un état de polarisation linéaire suivant ĝe (3.3) : 
Ix) = |0}, l'amplitude de probabilité a(x — 0) = (8}x) = cosð. Nous 
avons également montré que le module carré de cette amplitude possède une 
interprétation physique remarquable : si l’on teste la polarisation en faisant 
passer le photon |x} à travers un analyseur linéaire d’orientation ĉe, on obtient 
une probabilité de transmission 


p(z — 0) = la(x — 8) = [{6Ix)l? = cos? 8 


qui est la probabilité pour le photon dans l’état |£) de passer le test |0). Nous 
allons généraliser les notions d’amplitude de probabilité et de test en énonçant 
le postulat II. 


3. Le point de vue de l’auteur est que le vecteur d'état décrit la réalité physique d’un 
système quantique individuel. Ce point de vue est loin d’être universellement partagé et le 
lecteur trouvera aisément d’autres interprétations, par exemple « Le vecteur d'état décrit 
l'information disponible sur un système quantique. » ou « Le vecteur d’état n’est pas la 
propriété d’un système physique individuel, mais un protocole pour préparer un ensemble 
de tels états. » ou encore « La mécanique quantique est un ensemble de règles permettant 
de calculer la probabilité d’un résultat expérimental. » Cette diversité de points de vue n’a 
pas de conséquences sur l’utilisation pratique de la mécanique quantique. 
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Postulat II : amplitudes de probabilité et probabilités 


Si |p} est le vecteur représentant l’état du système et si |x} représente un autre 
état physique, il existe une amplitude de probabilité alp — x) de trouver |p) 
dans l’état |x), qui est donnée par un produit scalaire sur H : a(g — x) = 
(xip). La probabilité p(y — x) pour l’état |p} de passer le test |x} s'obtient 
en prenant le module carré |[{x|y}|? de cette amplitude{ 


ple — x) = laly > x)? = (xl)? (4.2) 


Ajoutons quelques remarques pour compléter l’énoncé des deux premiers 
postulats. 


e Sauf mention explicite du contraire, nous supposons les vecteurs d'état 
de norme unité. Si ce n’est pas le cas, il faut prendre garde à diviser 
par les normes. Par exemple l'équation (4.2) devient 


AUDE 
EE Te 


e Les vecteurs |p) et |’) = exp(if)lo) représentent le même état 
physique. En effet, on sait seulement mesurer des probabilités, et 


le) = (xl) vo ex 


Il n’est donc pas possible de distinguer entre |p) et |w'), qui diffèrent par 
un facteur de phase. En toute rigueur, un état physique est représenté 
par un rayon, ou vecteur à un facteur de phase près, de l’espace de 
Hilbert. En revanche la superposition À|) + ulx) représente un état 


physique différent de Afp’) + eho ! 


e Nous nous limitons aux systèmes physiques qui sont appelés cas purs, 
ceux où l'information sur l’état physique est maximale. Dans le cas 
d’une information incomplète, on doit avoir recours au formalisme de 
l'opérateur densité, qui sera exposé au § 6.1.8. 


e Nous avons pris bien soin de préciser « système quantique », et non 
« particule » (quantique), qui en est un cas particulier. En effet, 
nous verrons au chapitre 6 que pour un système de deux ou plusieurs 
particules, il est en général impossible d’attribuer un vecteur d'état 
individuel à chacune des particules, et c’est seulement à l’ensemble des 
particules, c’est-à-dire à l’ensemble du système quantique, que l’on peut 
attribuer un vecteur d'état. Ce point sera développé et illustré dans la 
section 6.2. 
4. Afin que l’ordre des facteurs corresponde à celui du produit scalaire, il est parfois 
commode de noter les amplitudes de probabilité a(x — #) et les probabilités p(x — 4). On 
peut aussi observer qu’à défaut d’être intuitive, l'équation (4.2) est au moins cohérente : 


la probabilité de trouver l’état en lui-même est un et d’après l’inégalité de Schwarz, 0 < 
kxl? < 1. 
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è Il existe des restrictions au principe de superposition, appelées « règles 
de supersélection »Ÿ, que nous n’aurons pas à considérer dans ce livre. 


4.1.2 Grandeurs physiques et mesure 


Au chapitre 3 nous avons montré qu’à la grandeur physique « composante 
du spin suivant un axe À » on pouvait faire correspondre un opérateur 
hermitique S.ñ agissant dans l’espace des états. Le postulat III généralise 
ce résultat à toute grandeur physique. 


Postulat III : grandeurs physiques et opérateurs 


À toute grandeur physique A (énergie, position, impulsion, moment 
angulaire...) est associé un opérateur hermitique À agissant dans l’espace 
des états H : A fixe la représentation mathématique de A. 


Afin de simplifier dans un premier temps la discussion qui va suivre, 
examinons le cas d’une grandeur physique À représentée par un opérateur 
hermitique À dont les valeurs propres a, sont non dégénérées : An) = a,|n). 
On peut alors écrire la décomposition spectrale 


A= Y. Injan(ni 


Si le sytème quantique est dans un état |p} = |n), la valeur de l'opérateur A 
dans cet état est an : la grandeur physique A prend la valeur numérique 
exacte an. Si |p} n’est pas état (ou vecteur) propre de À, on sait d’après IT 
que la probabilité p„ = p(a.) de trouver |) dans |n), et donc de mesurer la 
valeur an de À, est p, = |(n|p}|?. Pour déterminer si le système quantique 
est dans l’état |n), n = 1,...,N, on peut imaginer une généralisation de 
l'expérience de Stern-Gerlach avec N voies de sortie au lieu des deux voies 
|+) et |—} et un détecteur associé à chaque voie. Effectuons une série de tests 
sur des systèmes quantiques qui se trouvent tous dans l’état |p}. On dit que 
ces sytèmes ont été préparés dans l’état |p} : nous avons déjà rencontré la 
notion de préparation d’un système quantique dans le cas de la polarisation 
des photons, et nous y reviendrons ultérieurement. Si le nombre de tests M 
est très grand, on peut en déduire expérimentalement la valeur moyenne de 


5. Il est généralement admis que l’on ne peut pas superposer un état de spin 1/2 |x)172 et 
un état de spin 1 |[g}1 : cette impossibilité est un exemple de règle de supersélection. Comme 
nous l’avons vu au chapitre 3 (et cette observation sera généralisée au chapitre 10), le vecteur 
d'état d’une particule de spin 1/2 est multiplié par —1 dans une rotation de 27, tandis que 
celui d'une particule de spin 1 est multiplié par +1. Dans une rotation de 27 qui ramène le 
système à sa situation initiale, si le vecteur d'état est de la forme |y) = Alg}1 + ]x)172, ce 
vecteur d'état est transformé dans une rotation de 27 en |W’) = Alp} — H\x)1,2 # lb). Le 
fait que |X)1/2 soit transformé en —|x);/2 ne pose aucun problème, car les deux vecteurs 
ne diffèrent que par un facteur de phase. Un autre exemple est la règle de supersélection 
sur la masse, dans le cas de l’invariance galiléenne. Pour un point de vue critique sur les 
règles de supersélection, voir Weinberg [1995], chapitre 2. 
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la grandeur physique À dans l’état |p), notée (A), 


1 N 
(Aje = Jim 7 > 4 (4.3) 
pal 


où À, est le résultat de la mesure n° p. Ap varie d’un test à l’autre, mais 
prend toujours lune des valeurs propres an. Cette valeur moyenne est donnée 
en fonction de À et |p) par 


(Ajo = X Pran = D (pin}an(nly) = (plAlp) 


Nous avons déjà rencontré un cas particulier de cette relation dans (3.38). Il 
n’est pas difficile de généraliser au cas des valeurs propres dégénérées. Si le 
système est dans un état |p} quelconque, nous pouvons décomposer |p} sur 
la base des vecteurs propres de A en utilisant la relation de fermeture (2.30) 


lp) = D jn, r){n,rlo) = Ÿ_Cnrin;r) 


Pour trouver la probabilité p(a,) d'observer la valeur propre a», il faut 
maintenant sommer sur l'indice r à n fixé toutes les probabilités de trouver |p} 
dans l’un quelconque des états |n, r) 


p(an) — D |enr!? = X iel, ryn, rip) 


= (p|Palp) (4.4) 


où P, est le projecteur sur le sous-espace de la valeur propre an (cf. (2.29)) 
Pa = D n,r){n,rl (4.5) 


Comme ci-dessus, la répétition d’un grand nombre de mesures sur des 
systèmes quantiques préparés dans des conditions identiques permet d'obtenir 
la valeur moyenne (A), de A dans l’état |p) 


(Ajo = X anplan) = X ilh, r} an (n, rip) 


soit en utilisant (2.31) 


[ (A) = (lAl) (4.6) 


ce qui généralise le résultat précédent. Les opérateurs représentant des 
grandeurs physiques sont souvent appelés « observables » dans la littérature. 
Nous éviterons cette terminologie qui n’a pas de véritable intérêt. 


6. Cette terminologie remonte à l’article fondateur de Heisenberg, dont est extraite 
la citation suivante : « Cet article a pour objet d'établir que la théorie quantique est 
fondée exclusivement sur des relations entre quantités qui sont en principe observables. » 
Se restreindre à une telle approche est une vision étroite de la physique, que Heisenberg 
lui-même n’a pas respectée dans sa pratique ! 


110 Physique quantique 


L'opérateur hermitique le plus simple est le projecteur sur un vecteur de H, 
et faire passer un test |x) à un système quantique est équivalent à mesurer 
le projecteur Py = [x){xl : Py vaut un si le système passe le test |x) et 
zéro s’il échoue. Compte tenu de la décomposition spectrale d’un opérateur 
hermitique comme somme de projecteurs, on voit que les notions de test et 
de mesure d’une grandeur physique sont étroitement liées. On mettra plutôt 
l'accent sur l’aspect « mesure » si l’on est intéressé par la valeur propre de A7, 
et plutôt sur l’aspect « test » si l’on est intéressé par la probabilité de trouver 
le système dans un état propre de À. Illustrons-le sur l'expérience de Stern- 
Gerlach du § 3.2.2. Dans l’interpétation « mesure du spin », l'appareil de 
Stern-Gerlach mesure la composante z du spin en déviant les atomes d’argent 
vers le haut ou vers le bas, et la détection de l’atome sur un écran à la 
sortie de l'appareil permet de distinguer entre les valeurs +h/2 et —ñ/2 de 
la grandeur physique $S,, composante du spin suivant l’axe Oz. On peut, de 
façon équivalente, dire que l’on fait passer aux atomes les tests |+) et |—). La 
probabilité de déviation vers le haut (resp. bas) est |(+1|0)[? (resp. |-|). 

Cependant les mesures, ou les tests, décrits au § 3.2.2 présentent un 
inconvénient : la mesure n’est achevée que lorsque les atomes sont absorbés 
sur l'écran et ils ne sont plus disponibles pour des expériences ultérieures. 
Dans une mesure idéale (ou test idéal), on suppose que le système physique 
west pas détruit par la mesure® ; de plus, si avant la mesure de A le vecteur 
d'état est |p) = 5], cn|n), la probabilité que le système après mesure soit dans 
l'état |n) doit être |cn|?. On pourrait imaginer une mesure idéale? (tout à fait 
théorique !) du spin grâce à un filtre de Stern-Gerlach modifié s’inspirant 
du dispositif décrit au § 1.1.4. Prenant comme base de départ le filtre de 
la figure 3.8, on illumine l’atome entrant dans le filtre par un faisceau laser 
convenablement accordé qui induit une transition dans un niveau excité de 
Patome. Lorsqu'’elles ont leur séparation maximale à l’intérieur du filtre, les 
deux trajectoires passent dans deux cavités résonantes distinctes où l’atome 
revient dans son état fondamental en émettant un photon avec une probabilité 
voisine de 100 % (figure 4.1). Ce photon est détecté dans l’une des deux 
cavités, et il est ainsi possible d’étiqueter la trajectoire à l’intérieur du filtre, 
sans perturber en quoi que ce soit l’état de spin. Cette mesure entraîne une 
profonde modification dans la description de l’état de spin. Si par exemple 
l’état du spin à l'entrée du filtre est l’état propre |+,ĉ2) de Sz, en l’absence 


7. On peut donner une formulation « mesure » au test de polarisation d’un photon, par 
exemple dans la base {|x),|y}}, en introduisant la grandeur physique Agr représentée par 
l'opérateur 

Az = |z) {z| — ly) tyl 
qui prend la valeur +1 si le photon est polarisé suivant Ox et —1 s’il est polarisé suivant Oy. 

8. Si Pon peut répéter plusieurs fois une même mesure idéale, on a alors une « mesure 
quantique sans démolition » ou mesure QND (Quantum Non Demolition). Voir par exemple 
C. Caves et al., Rev. Mod. Phys. 52, 341 (1980) ou V. Braginsky, Y. Vorontsov et 
K. Thorne, Science 209, 547 (1980). 

9. Une autre expérience théorique a été proposé par M. Scully, B. Englert et J. Schwinger, 
Phys. Rev. A 40, 1775 (1989). 
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FIG. 4.1 — Mesure idéale du spin. 


de mesure, les deux trajectoires conservent la propriété de cohérence. Elles 
peuvent être recombinées à la sortie du filtre pour reconstruire l’état |+, &) : 
le filtre contient une superposition cohérente d’états propres de Sz, |+} et |—), 
avec une amplitude 1/2 


+, 4) = (+2) 


Au contraire, lorsque la mesure est achevée, le spin est projeté sur l’un des 
états |+} ou |—) avec une probabilité de 50 %, et il est impossible de revenir 
en arrière et de reconstruire l’état [+,£). Nous aurons l’occasion de revenir 
sur ce caractère irréversible de la mesure. Ainsi que nous le verrons plus en 
détail au chapitre 6 et à l’annexe B, la mesure a transformé la superposition 
cohérente |+,£) en un ensemble statistique classique de 50 % de spins up 
et 50 % de spins down, mais d’une expérience sur un atome donné émerge 
toujours un résultat unique. 

Si la mesure de S, a donné le résultat +h/2 et si on répète cette mesure, 
on constate que le résultat est toujours +h/2 : immédiatement après une 
mesure de S, qui a donné le résultat +h/2, le spin est dans l’état |+}. De 
façon générale, pour un système quantique qui vient de passer avec succès un 
test |x}, on admet que le système quantique se trouve dans l’état |x) 


= Palp) 
=> rl 


I subit une évolution irréversible qui le projette dans l’état |x}. L'état d’un 
système quantique immédiatement après que l’on a effectué une mesure idéale 
(ou un test idéal) est donné par un postulat supplémentaire, dit de réduction 
du paquet d'ondes RPO qui est un complément au postulat II. 
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Postulat RPO. Si le système était initialement dans l’état |), et si le résultat 
de la mesure de À est an, alors immédiatement après la mesure le système se 
trouve dans l’état projeté sur le sous-espace de la valeur propre an 


Pnl) 
(@IPalp))1/2 


Le vecteur |y} dans (4.7) est bien normalisé à l’unité car 


Parle = (IP Palo) = (pl Prl) 


compte tenu des propriétés des projecteurs. Le postulat RPO suppose 
la mesure idéale, c’est-à-dire non destructrice, de telle sorte que les tests 
peuvent être répétés. D’un point de vue purement pragmatique, ce postulat 
ne présente un intérêt que si l’on effectue au moins deux mesures consécutives. 
Nous avons donné ci-dessus un exemple de mesure idéale pour le spin d’un 
atome d’argent (figure 4.1). À la sortie du filtre, on sait dans quel état de spin 
se trouve l’atome qui est maintenant disponible pour des tests ultérieurs. Une 
répétition de la mesure de S, redonnera +h/2 pour les atomes qui ont émis un 
photon dans Cı et —-h/2 pour ceux qui ont émis un photon dans C2. Il faut 
remarquer que la mesure idéale se présente rarement en pratique. En général 
la détection détruit le système observé : un exemple déjà mentionné de mesure 
destructricel® est la détection d’un photon par un photomultiplicateur D, 
ou Dy dans la figure 3.2. Un autre exemple de mesure non idéale est la 
détermination de l'impulsion d’une particule par collision élastique avec une 
seconde particule d’impulsion connue, en utilisant la conservation de l’énergie- 
impulsion. Après la collision, la première particule ne se trouve plus dans Pétat 
d’impulsion que l’on a mesurée. Le concept de mesure idéale est indispensable 
pour la discussion de la mesure en physique quantique, mais en pratique la 
mesure idéale est l’exception, et non la règle ! 

Le point de vue sous-jacent au postulat RPO est celui de Bohr, dit 
aussi « point de vue de Copenhague ». Dans ce point de vue, l’appareil 
de mesure agit comme un objet classique et on ne se préoccupe pas du détail 
du processus de mesure, qui est une sorte de « boîte noire » : le seul point 
pertinent est le résultat, qui se lit sur un appareil de mesure classique, par 
exemple grâce à la position d’une aiguille sur un écran. Nous reviendrons au 
§ 6.3.1 et à l'annexe B sur le processus de mesure en mécanique quantique, en 
mettant en évidence les limitations du point de vue de Bohr. Une analyse 
complète du processus de mesure incluant les interactions quantiques de 
deux appareils de mesure consécutifs montre que le postulat RPO est une 
conséquence du postulat II et du postulat d'évolution temporelle IV énoncé 
en (4.11). Cependant le point de vue de Bohr est parfaitement opérationnel 
pour toutes les applications courantes de la mécanique quantique, et nous 
nous en servirons désormais sans commentaires supplémentaires. 


lp) > lp) = (4.7) 


10. On sait maintenant effectuer des mesures non destructrices sur un photon : G. Nogues 
et al., Nature 400, 239 (1999). 
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Lorsque l’on cherche à déterminer complètement le vecteur d'état |p) 
d’un système physique, il peut arriver que la mesure idéale d’une grandeur 
physique À donne le résultat a, la valeur propre a de À étant non dégénérée. 
Immédiatement après la mesure, le vecteur d'état est alors le vecteur 
propre la) de À. Si la valeur propre est dégénérée, il faut trouver une seconde 
grandeur physique B compatible avec A : [A,B] = 0. Dans ce cas il est 
possible que la donnée des valeurs propres a et b spécifie entièrement le vecteur 
d'état. Si ce n’est pas encore le cas, il faudra trouver une troisième grandeur 
physique € compatible avec 4 et B, etc. Lorsque la donnée des valeurs propres 
{a,b,c...} des opérateurs compatibles {4, B,C ...} spécifie entièrement le 
vecteur d'état on dira, en suivant la terminologie introduite au $ 2.3.3, que 
ces opérateurs (ou les grandeurs physiques qu’ils représentent) forment un 
système complet d'opérateurs (ou de grandeurs physiques) compatibles. La 
mesure simultanée d’un système complet de grandeurs physiques compatibles 
{A,B,C...} constitue un test marimal du vecteur d'état. Si l’espace des 
états est de dimension N, un test maximal doit avoir N résultats différents 
possibles. Lorsque l’on a réalisé un test maximal sur un système quantique, 
on connaît exactement son vecteur d'état, et on a donc préparé le système 
quantique dans un état déterminé : on a effectué l'étape de préparation du 
système. 

Pour fixer les idées, supposons que la donnée de deux valeurs propres 
ar et b, de deux opérateurs compatibles À et B spécifie entièrement un 
vecteur |r, s} de H 


A|r, s} = ar|r, s) Bjr, s) = bs|r, s) 


La mesure simultanée des grandeurs physiques À et B est alors un test 
maximal et les N résultats possibles sont étiquetés par le couple (r,s). Un 
exemple d'appareil effectuant un test maximal est l’appareil de Stern-Gerlach 
de la figure 3.7 : cet appareil sépare les états de spin |+} et |), qui donnent 
deux taches différentes sur l’écran, l’espace des états étant de dimension 2 : 
N =2. La mesure de À et B permet de préparer le système dans l’état |r, s), 
en sélectionnant les systèmes qui ont donné le résultat (ar, bs). Si les systèmes 
quantiques sélectionnés dans l’état |r, s} sont à nouveau soumis à une mesure 
simultanée de À et B, le résultat de cette nouvelle mesure sera (ar, bs) avec une 
probabilité de 100 %. Lorsqu'un système physique est décrit par un vecteur 
d'état, il doit exister, au moins en principe, un test maximal dont un des 
résultats possibles a une probabilité de 100 % : pour un spin 1/2 dans l’état 
|+}, un tel test maximal est celui effectué avec un appareil de Stern-Gerlach 
dont le champ magnétique est parallèle à Oz. 

Il est aussi instructif d’examiner le cas d’une grandeur physique A 
compatible avec B et C : [A,B] = [A,C] = 0, alors que B et C sont 
incompatibles : [B,C] 0. Dans ce cas le résultat de la mesure de A dépend 
de ce qu'on la mesure simultanément à B ou à C. Cette propriété est appelée 
contettualité, et un exemple en sera donné au 8 6.2.3. 
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Le lecteur se sera rendu compte que la mesure en physique quantique est 
fondamentalement différente de la mesure en physique classique. En physique 
classique, la mesure révèle une propriété préexistante du système physique 
testé. Si une voiture roule à 180 km/h sur l'autoroute, la mesure de sa 
vitesse par un radar détermine une propriété préexistante à la mesure, ce 
qui donne au gendarme la légitimité pour verbaliser. Au contraire la mesure 
de la composante S; d’un spin 1/2 dans l’état | +) ne révèle pas une valeur 
de S; préexistante. La dispersion des résultats de la mesure de $, dans ce 
cas de figure est parfois attribuée à la « perturbation incontrôlable du spin 
due à la mesure », mais la valeur de S, ne préexiste pas à la mesure, et on ne 
peut pas perturber ce qui n’existe pas. Nous aurons l’occasion de revenir sur 
ce point au 8 6.2.1. 


4.1.3 Inégalités de Heisenberg II 


Nous avons introduit au chapitre précédent la notion de grandeurs 
physiques incompatibles. Nous allons revenir de façon plus quantitative sur 
ce concept et ses conséquences pour la mesure. Deux grandeurs physiques A 
et B sont incompatibles si le commutateur des opérateurs À et B qui les 
représentent est non nul : [A, B] # 0. Supposons qu’une première mesure 
de À ait donné un résultat a et projeté le vecteur d'état initial sur un vecteur 
propre |a} de A : Aa) = ala). Si l’on effectue une mesure de B immédiatement 
après celle de À, en général le vecteur |a) ne sera pas vecteur propre de B 
et le résultat de la mesure ne sera connu qu’avec une certaine probabilité. 
Par exemple si b est une valeur propre simple de B correspondant au vecteur 
propre |b} : Bb) = blb}, la probabilité de mesurer b sera p(a — b) = |(bla)|?. 
En général, il ne sera pas possible de trouver des états où les valeurs de A 
et B soient toutes deux exactement connues. Nous allons établir un résultat 
important sur les dispersions (ou écarts quadratiques moyens) des mesures 
effectuées à partir d’un état initial |p) arbitraire. Comme en théorie des 
probabilités ordinaires, nous définissons les dispersions À,,A et À,B dans 
l’état |p} par 


(A4)? = (A?) — ((4)0) = (A — (4)01)?)e 


(4.8) 
(ABY? = (B°}e = ({(B}eŸ LE ((B z (BoI)? o 


Le commutateur de A et de B est de la forme iC, où C est un opérateur 
hermitique ; en effet 


[A, B] = [Bt, At] = [B, A] = -[A, B] 
Nous pouvons donc écrire 


[A, B] = iC c=c (4.9) 
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Définissons les opérateurs hermitiques de valeur moyenne nulle (a priori 
uniquement dans l’état |p)) 


Ao = A (A), I Bo=B-(B),1 


et dont le commutateur est aussi iC : [Ao, Bo] = iC, car (Ajy et (B), sont 
des nombres. La norme au carré du vecteur 


(Ao + iABo)|g) 
où À est choisi réel, doit être positive 


(40 +iAB)lp)lÀ = lAo]? + iA(pl A0 Bols) 
-iA {y| BoAolp) + X? Boli? 
= (Ab)o — A(C)o + A? (Bĝ)y > 0 


Le polynôme de degré deux en À doit être positif quel que soit À, ce qui 
implique 


(C) — A(AG)o(B6)e < 0 


Ceci démontre l'inégalité de Heisenberg 
1 
(A,4) (4,8) 2 3 (Oel (4.10) 


C’est la relation souhaitée donnant les dispersions sur les mesures de À et B : 
le produit des dispersions sur les mesures est supérieur ou égal à la moitié 
du module de la valeur moyenne du commutateur de A et B. Il est facile 
de montrer (exercice 4.3.1) qu’une condition nécessaire et suffisante pour que 
A,A = 0 est que |y) soit vecteur propre de A. Dans un espace vectoriel de 
dimension finie, on a alors (C}ẹ = 0. Insistons sur l'interprétation correcte 
de (4.10) : en effectuant comme en (4.3) un grand nombre de mesures de 
A, un grand nombre de mesures de B et un grand nombre de mesures de C 
sur des systèmes tous préparés dans le même état |p}, on pourra en déduire 
avec une bonne précision les dispersions A,A et A,B ainsi que la valeur 
moyenne (C},, qui obéiront alors à (4.10). 


4.2 Évolution temporelle 


4.2.1 Équation d'évolution 


Jusqu'à présent nous avons considéré le système physique à un instant 
donné, ou pendant l'intervalle de temps supposé infiniment court d’une 
mesure. Nous allons maintenant prendre en considération l’évolution 
temporelle du vecteur d'état, auquel nous donnerons une dépendance 
explicite |p(t)}) par rapport au temps żŁ. 
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Postulat IV : équation d'évolution 


L'évolution temporelle du vecteur d'état |p(t)} d’un système quantique isolé 
est régie par l’équation d'évolution 


ga z ROIO) (4.11) 


L'opérateur hermitique H (t) est appelé hamiltonien. 


L'opérateur H a les dimensions d’une énergie, et nous identifierons 
effectivement H comme étant l'opérateur hermitique représentant la grandeur 
physique énergie. L’équation (4.11) est du premier ordre par rapport 
au temps, et l’évolution est déterministe : étant donné une condition 
initiale |p(to)} au temps t = to pour le vecteur d'état, l’évolution (4.11) 
détermine |y(t)) à tout temps ultérieur ¢ > to, pourvu bien sûr que le 
hamiltonien soit connu. En fait, la restriction à t > to n’est pas nécessaire : 
l’évolution (4.11) est réversible et on peut parfaitement « remonter le temps ». 
Le schéma d’une expérience typique est donné dans la figure 4.2 : le système 
est préparé au temps t = fo par la mesure d’un ensemble de grandeurs 
physiques compatibles, qui détermine le vecteur d'état |(to)). Le vecteur 
d’état évolue ensuite jusqu’au temps t en suivant (4.11), et une seconde mesure 
d’une ou d’un ensemble de grandeurs physiques (soit identiques à celles de la 
première mesure, soit différentes) est effectuée au temps t. Cette seconde 
mesure permet de déterminer totalement ou en partie |p(t)}, et par exemple 
de remonter aux propriétés de H. Pour que (4.11) soit valable entre les deux 
mesures, il est bien sûr nécessaire que le système quantique soit isolé dans 
l'intervalle de temps correspondant. 


lp) 


mesure 
de 5 


mesure 


de À 


préparation to mesure t 


FIG. 4.2 — Préparation et mesure. La mesure de À au temps to donne le résultat an. 
L'évolution (4.14) entre to et t se traduit par |p(t)} = U(t,to}lp(to). Une mesure de 
B est ensuite effectuée au temps t. 
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La (nécessaire) conservation de la norme du vecteur d’état est assurée par 
l’hermiticité de H. En effet 


TOIR = $ VOLO) 
= (PDI(E F) ee) + OIE F) le) 
= z VOIH = He) = 0 (412) 
car H = Hi. Si l’on décompose [o({t)) sur une base |n, r) 


lp(E)) = 5 In, r) (n, rio(t)}) a (t)in,r) 


n,r 


les composantes Cnr (t) obéissent à 


(pmo) - i (es): 


m 


La somme des probabilités p(a,,t) doit toujours être égale à un. 

La forme matricielle de l’équation d'évolution (4.11) s’obtient dans une 
base arbitraire {|a)} de H en la multipliant à gauche (4.11) par (a| et en 
utilisant la relation de fermeture 


hŠ (alel) = l EO) = E alEO) 
8 


soit 


= Y> Haglt) colt) (4.13) 
8 


Nous avons souligné le caractère réversible et unitaire de l’évolution (4.11). 
Ce caractère réversible et unitaire doit être contrasté avec celui de l’évolution 
dans une mesure, qui est non unitaire et irréversible. La projection du 
vecteur d'état initial sur le vecteur propre de la grandeur physique mesurée 
est non unitaire : la norme n’est pas conservée, et il faut normaliser le 
résultat P,ly) de la projection (cf. (4.7)), et d’autre part il est impossible 
de reconstruire le vecteur d’état initial une fois la mesure faite. Dans le point 
de vue de Copenhague, on trouve donc deux types d'évolution : une évolution 
réversible (4.11) et une évolution irréversible (4.7), ce qui est peu satisfaisant. 
Ce problème sera examiné à l’annexe B. 


4.2.2 Opérateur d’évolution 


Nous avons donné en (4.11) l'équation d'évolution sous forme différentielle. 
Il existe une formulation intégrale de cette équation qui fait intervenir 
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l'opérateur d'évolution U(#,to). Dans cette formulation, le postulat IV 
devient : 


Postulat IV’ : Opérateur d'évolution 


Le vecteur d'état |p(t)} au temps t se déduit du vecteur d'état [w(to)} au 
temps to par application d’un opérateur unitaire U (t, to), appelé opérateur 


d'évolution 
lp(t)) = U (t, to)lp(to)) (4.14) 
L’unitarité de U : UU = UUT = I assure la conservation (4.12) de la norme 


Coltel) = (to) (t, to)U (t, to) lp (to)) = (e(to)le(to)) = 1 


Inversement, on aurait pu partir de la conservation de la norme pour montrer 
que UTU = I. Dans un espace vectoriel de dimension finie, cela suffit à assurer 
UUT = I (cf. § 2.2.1), mais pas nécessairement dans un espace de dimension 
infinie. L'opérateur d'évolution obéit aussi à la propriété de groupe 


U(t,t1)U(t1,to) = U(t, to) to <ti <t (4.15) 


En effet, il est équivalent d’aller directement de to à t, ou d’aller d’abord de 
to à tı et ensuite de tı à t 


lp(t)) = U(t, to)lp(to)) 
= U(t, ti)lo(tı)}) = U(t, t1)U (t1, to)le(to)} 
Comme précédemment la restriction to < tı < t n’est pas nécessaire : tų peut 
être quelconque. Evidemment U (to, to) = 7, et la propriété de groupe jointe 
à l’unitarité de U implique 


U(t,to) = U~! (to, t) = U\(to,t) (4.16) 


Les postulats d'évolution temporelle IV et IV’ ne sont bien sûr pas 
indépendants. En effet, il est facile à partir de (4.11) d'écrire une équation 
différentielle pour U(t,to). En différentiant (4.14) par rapport au temps 


in lpt) = ih È (to) lp (to)) 
et en comparant avec (4.11) on obtient 
ih È U(t, to)| ltto)} = HOU, tololto)) 


Comme cette équation doit être valable quel que soit |p(to)}, on en déduit 
une équation différentielle pour U (t, to) 


n U(t, to) = HOU (t, to) (4.17) 
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ce qui se traduit aussi par 


H(to) = LE U(t, to) : (4.18) 


=to 


en prenant la limite t — tọ. Il est donc aisé de passer de la formulation 
intégrale (4.14) à la formulation différentielle (4.11). Le passage inverse 
est plus compliqué : en effet, si H(t) était un nombre, l’équation (4.17) 
s’intègrerait immédiatement. Mais H (t) est un opérateur et en général 


U(t, to) Æ exp (-; L H(t') af) (4.19) 


parce qu’il n’y a aucune raison pour que [H (t), H(t”)] = 0. Cependant il 
existe une formule générale!! pour calculer U(t, to) à partir de H(t), et les 
postulats IV et IV’ sont strictement équivalents!2. 


4.2.3 États stationnaires 


Un cas particulier très important est celui du système isolé de son 
environnement. L'opérateur d'évolution ne peut alors pas dépendre du choix 
fait pour l’origine des temps : peu importe pour un système isolé de toute 
influence extérieure que nous choisissions pour le décrire le temps de Paris ou 
celui de New-York qui, comme chacun sait, sont décalés de 7 = six heures 


ÊNew— York = ÉParis — T 
Quel que soit 7, nous devons avoir 
U(t- rT, to —T) = U(t, to) (4.20) 


Ceci implique que U ne peut dépendre que de la différence (t — to). 
L'équation (4.18) montre alors que le hamiltonien est indépendant du temps, 
car le choix de to est arbitraire. Naturellement, il peut parfaitement arriver 
que le hamiltonien soit indépendant du temps, même pour un système non 
isolé, par exemple si le système est plongé dans un champ magnétique 
indépendant du temps comme le spin 1/2 du § 3.2.5. En revanche, si un 
champ magnétique est appliqué entre 12h et 12h10, heure de Paris, le choix 
de l'origine des temps ne sera pas indifférent ! Lorsque le hamiltonien 


11. Voir par exemple Messiah [1959], chapitre XVII. 
12. En toute rigueur, on peut trouver des exceptions où U est défini, mais non H : 
cf. Peres [1995], page 85. 
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est indépendant du temps, l'équation différentielle (4.17) s'intègre sans 
problème et 


U(t, to) = exp (Ee a) | (4.21) 


qui ne dépend que de (t — to). 

L'opérateur U (t — to) (4.21) est obtenu par exponentiation de l'opérateur 
hermitique H ; U(t — to) effectue une translation de temps de (t — to) sur le 
vecteur d'état, et si (t — to) devient infinitésimal 

Utara 

ñ 
Cette équation s’interprête ainsi : H est le générateur infinitésimal des 
translations de temps, et, pour un sytème isolé, la définition la plus générale du 
hamiltonien est d’être précisément ce générateur infinitésimal. La notion de 
générateur infinitésimal sera étendue à d’autres transformations au chapitre 8. 

Considérons un système physique isolé qui peut être décrit à une bonne 
approximation par un vecteur d'état d’un espace de Hilbert de dimension 1 : 
particule élémentaire stable, atome dans son état fondamental... Le vecteur 
d'état est alors un nombre complexe y(t) et H un nombre réel : H = E. La 
loi d'évolution (4.13) devient, compte tenu de (4.20) 


H (4.22) 


= (-ieu z to)) tostee aA 


en définissant E = w. D’après la relation de Planck-Einstein E = ħw, il est 
naturel d'identifier E à l'énergie. 

Passons maintenant à un cas moins trivial. Soit |n,r) un vecteur propre 
de H correspondant à la valeur propre E, : H|n, r) = En|n, r}. Son évolution 
temporelle est particulièrement simple : si [@(£o)) = |n, r) 


ke) = exp ( -EF H) pr) = exp (F Balt- to)) mr) (429 


La probabilité de trouver |[y(t)) dans un état |x} quelconque est indépendante 
du temps 


Kade) = |ixlexp (-; Enlt- t)) kolto) = lale(éo))P 


Pour cette raison, un état propre de H est appelé état stationnaire. 

Il est parfois utile d'écrire la loi d'évolution temporelle sous forme de 
composantes. Écrivons la décomposition d’un vecteur d'état arbitraire [w(to)) 
au temps t = tọ sur la base {|n,r}} des vecteurs propres de H 


lplto)) = D Curtto)In, r} Cnr(to) = (n, r|p(to)) 


nr 
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Nous avons alors 


(D) = E cmtto)exp (- 0 #) ur) 


= Y enro) esp (=$ Eae- to)) mn 


ce qui donne la variation des coefficients cnr en fonction de t 
i 
Cnr(t) = exp (-; En(t — to)) Cnr(to) (4.25) 


4.2.4 Inégalité de Heisenberg temporelle 


Au § 3.2.5, nous avons donné une explication élémentaire de la relation 
entre un temps caractéristique d'évolution At et une dispersion sur l'énergie 
AE. Établissons maintenant de façon générale une inégalité sur le produit 
AE At, ou inégalité de Heisenberg temporelle. Nous allons d’abord écrire 
l'équation d'évolution de la valeur moyenne (A)y(t) = (y(t)Alg(t)) de 
l’opérateur À représentant la grandeur physique À, supposée indépendante 
du temps 


-HAt + (pH) AH | (E))] 


(()IAH — HAlo(t)) 


S COA) = + 
1 


i 


ce qui donne le théorème d’Ehrenfest 


E (A = z (PILA, Hlo) = z (4, He] (426) 


Utilisons maintenant la relation (4.10), en remplaçant B par H 


ApH AA > z MIA, Ael = 5 | Ae) 


et définissons le temps 7.(A) par 


1 d(4),(#)l 1 
| dt | 


TL(A) est le temps caractéristique nécessaire pour que la valeur moyenne 
de A varie de A,A, c’est-à-dire d’une quantité de Pordre de la dispersion. 
L’inégalité précédente devient 


A,Hro(A) > =A (4.27) 


1 
2 
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ce qui est la forme rigoureuse de l'inégalité de Heisenberg temporelle. Cette 
inégalité est souvent écrite sous la forme 


AEAt>=R (4.28) 


DIRES 


AE représente la dispersion en énergie et At un temps caractéristique 
d'évolution!$. La valeur de l'énergie ne peut être exactement fixée que si 
la dispersion AE est nulle, ce qui implique que le temps caractéristique 
doit être infini. Ceci n’est possible que si l’état du système est un état 
stationnaire. C’est le cas par exemple pour une particule élémentaire stable 
ou un atome dans son état fondamental, en l’absence de perturbations 
extérieures. En revanche, un atome porté dans un état excité n’est pas dans 
un état stationnaire. En raison de son couplage avec les fluctuations du vide 
du champ électromagnétique (cf. § 14.3.4), il émet un photon au bout d’un 
temps moyen T, appelé vie moyenne de l’état excité (cf. $ 1.5.3). L'énergie du 
photon final présente une dispersion en énergie AE, qui est appelée largeur 
de raie et est souvent notée AT. On montre que AE et T sont reliés par 
TAE = h, relation que l’on peut déduire de façon intuitive, mais discutable!#, 
de l'inégalité de Heisenberg temporelle (4.28) 


Tri (4.29) 


Donnons un ordre de grandeur en physique atomique, en prenant comme 
exemple le premier niveau excité de l’atome de rubidium ; l’atome dans cet 
état excité revient à son état fondamental en émettant un photon de longueur 
d'onde À = 0.78 um, ce qui correspond à une énergie € = 1.6eV. La largeur 
de raie est AT = 2.4 x 1078 eV, et la vie moyenne 7 œ 1/T = 2.7 x 1078s. La 
dispersion sur l'énergie de l’état excité est donc très faible par rapport à la 
différence d'énergie avec le niveau fondamental : AT /e ~ 1078, ce qui entraîne 
que l'énergie du niveau excité est définie avec une précision excellente. La 
relation (4.29) se généralise à toute désintégration de particules, par exemple 
la désintégration à deux corps C — À + B. 

Il ne faudrait surtout pas conclure de (4.28) que l’on ne peut pas mesurer 
l'énergie avec une précision meilleure que AFE. Considérons par exemple 
l'énergie E du boson Z°, vecteur de l'interaction faible (cf. § 1.1.4) dans 
son référentiel au repos : E = mzc, où mz est la masse du boson Z°. 
Le boson Z° est instable, et possède donc une largeur de raie. Celle-ci a 
été mesurée avec une grande précision : Az = 2.4952 + 0.0023 GeV. La 
précision actuelle sur la masse du Z° est bien meilleure que Fz ! En effet la 
détermination la plus précise est actuellement mzc? = 91.1875 + 0.0021GeV 
(figure 4.3). En d’autres termes, il est possible de pointer le centre de la raie 
avec une précision bien meilleure que la dispersion. 


13. L'inégalité AE At > À a un statut différent de (4.10) dans la mesure où t n’est pas 
un opérateur. At est souvent interprété incorrectement comme le temps nécessaire à la 
mesure de l'énergie. 

14. Voir l’annexe C pour l’étude de cette relation. 
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FIG. 4.3 — Spectre de masse du boson Z°. La courbe en trait plein est le résultat 
expérimental brut. Ce résultat doit être corrigé pour tenir compte des corrections 
radiatives (émission de photons) exactement calculables. La courbe en pointillés 
donne le spectre de masse du Z°. D’après la collaboration LEP, prétirage CERN 
EP-2000-13 (2000). 


La relation (4.28) permet aussi de discuter la notion de « particules 
virtuelles ». Il est possible d’interpréter les processus de la théorie quantique 
des champs en termes d'échanges de particules virtuelles : par exemple, 
linteraction coulombienne dans atome d'hydrogène correspond à l’échange 
de photons virtuels entre un proton et un électron. (Ces processus ne 
correspondent pas à une réaction observable entre particules, car les particules 
virtuelles ne peuvent pas obéir à la condition qui relie l’énergie à l'impulsion 
et à la masse : E? = ÿ?c? + m?c*. Prenons l'exemple des interactions entre 
nucléons, ou interactions fortes (cf. § 1.1.4), dont Yukawa imagina vers 1935 
qu’elles étaient dues à l'échange d’une particule encore inconnue à l’époque, 
et que nous appelons aujourd’hui méson m. Cet échange est représenté sur 
la figure 4.4 par un « diagramme de Feynman ». Le proton de gauche (p) 
émet un méson r* et se transforme en neutron (n), tandis que le neutron de 
droite absorbe ce méson r* et se transforme en proton. La conservation de 
l’énergie-impulsion interdit la réaction 


p—ntrt 
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p/ 


P 


FIG. 4.4 - Diagramme de Feynman pour l'échange d’un méson r. 


Si l'impulsion est conservée, alors l’énergie ne peut pas l’être. En revanche, 
si l’on admet que la réaction ne dure qu’un temps très court At, alors il est 
possible de tirer parti d’une fluctuation d'énergie AE = h/At. La fluctuation 
d'énergie nécessaire pour que la réaction soit possible est AE ~ mrc?, où My 
est la masse du méson m*. Dans l'intervalle de temps At, le méson peut 
parcourir au maximum une distance! ~ cAt ~ h/(m;c), la longueur d’onde 
Compton du méson +. Cette distance représente la portée maximale ro des 
forces nucléaires (cf. § 1.1.4), qui est de l’ordre de 1 fm. Yukawa fut donc 
capable de prédire l’existence d’une particule ayant une masse de l’ordre 
de f/(cra) + 200 MeV, et le méson m fut effectivement découvert quelques 
années plus tard avec une masse de 140 MeV. Le méson x échangé dans 
la figure 4.3 n’est pas observable : il est virtuel. On sait aujourd’hui que 
les forces nucléaires ne sont pas fondamentales, et qu’elles sont dérivées de 
forces fondamentales entre quarks. L’argument de Yukawa reste néanmoins 
valable, car on peut écrire une théorie effective des forces nucléaires, avec 
échange de mésons, et leur portée maximale est déterminée par le méson le 
plus léger, qui est le méson x. Le photon étant de masse nulle, la portée des 
forces électromagnétiques est infinie : comme nous l’avons noté au 8 1.1.4, le 
potentiel coulombien est à longue portée. 


4.2.5 Points de vue de Schrödinger et de Heisenberg 


Le point de vue adopté dans ce qui précède, où le vecteur d’état évolue 
avec le temps alors que les opérateurs sont indépendants du temps, est 
appelé point de vue de Schrödinger. Un point de vue équivalent en ce qui 
concerne les résultats physiques est celui de Heisenberg, où les vecteurs d'état 
sont indépendants du temps et les opérateurs dépendent du temps. Afin 
de simplifier la discussion, nous prenons le cas d’un hamiltonien H et d’un 
opérateur À indépendants du temps. Ce n’est pas le cas général, car il peut 
arriver que même dans le point de vue de Schrödinger un opérateur À ait 


15. On néglige pour simplifier la dilatation du temps. 
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une dépendance explicite par rapport au temps, ou que H dépende du temps. 
Nous admettrons que tel n’est pas le cas, en renvoyant l'étude générale à 
l'exercice 4.3.7. La valeur moyenne de À au temps t est 


(AO = (olto) exp (EE) H) Aexp (RO 4) joto) 


Si nous définissons l'opérateur À dans le point de vue de Heisenberg Ap (t) par 


mo-a (GAren) a 


alors la valeur moyenne de A peut se calculer comme 


(A), (6) = (plto)l An (t)lp(to)) (4.31) 


La dépendance par rapport au temps est intégrée dans l'opérateur, tandis que 
le vecteur d’état est indépendant de t. 


4.3 Approximations et modélisation 


Nous avons énoncé ci-dessus les principes généraux qui fixent le cadre 
universel de la théorie quantique. Cela ne veut pas dire que nous sommes prêts 
à aborder immédiatement un problème physique ! En effet, pour aborder un 
problème concret, par exemple celui du calcul des niveaux d’énergie de l'atome 
d'hydrogène, nous avons besoin de fixer l’espace des états et le hamiltonien 
appropriés selon le degré de précision avec lequel nous souhaitons résoudre 
le problème. Le choix d’un espace des états et d’un hamiltonien implique 
toujours que l’on se place dans le cadre d’une certaine approximation, et il ne 
faut surtout pas confondre ce qui est approximation (ou modélisation) et ce 
qui est principe fondamental. Par exemple, ainsi que nous allons le montrer 
dans un instant, l’espace des états est toujours au départ de dimension infinie, 
mais il peut arriver qu’il soit possible de se placer de façon approchée dans 
un espace des états de dimension finie, qui peut même éventuellement être 
petite ; la dimension N de cet espace est appelée le nombre de niveaus de 
l’approximation. Nous en avons vu un exemple dans l'étude du spin 1/2 : 
en première approximation, les degrés de liberté de spin sont découplés des 
degrés de liberté d’espace, et c’est ce qui nous a permis de nous placer dans 
un espace à deux dimensions en ignorant les degrés de liberté spatiaux. Un 
autre exemple est celui de l’atome à deux niveaux, modèle standard de la 
physique atomique : lorsque l’on s’intéresse à l’interaction d’un atome avec 
un champ électromagnétique de fréquence w, en pratique le champ d’un laser, 
et si deux niveaux d'énergie sont espacés de hwo ~ hw, on peut se restreindre à 
ces deux niveaux d'énergie formant une base pour un espace des états à deux 
dimensions, et écrire un hamiltonien approché d'interaction avec le champ 
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laser agissant dans cet espace : cf. § 5.2.5 et § 14.4.1. Cette approche 
fournit une excellente approximation pour l'interaction laser-atome, approche 
qui peut être facilement raffinée, par exemple s’il faut tenir compte des effets 
du spin des niveaux. 

Malheureusement la situation n’est pas toujours aussi simple. Nous allons 
le voir dans le cas des degrés de liberté spatiaux, que l’on peut traiter en 
s'appuyant sur le principe de correspondance. Selon ce principe, les grandeurs 
physiques position et impulsion sont des opérateurs Ret P , de composantes X; 
et Pj, i, j = (x,y, z), qui vérifient les relations de commutation dites relations 
de commutation canoniques 


Li, Pi] = iħôi;j T (4.32) 


Prenant la trace des deux membres, on observe qu’il est impossible que ces 
relations soient satisfaites dans un espace de dimension finie : en effet la trace 
du membre de gauche est nulle (la trace d’un commutateur est nulle), tandis 
que celle du membre de droite est iAN, où N est la dimension de H. Une 
fois cette difficulté reconnue, la suite de la procédure (qui n’est pas toujours 
exempte d’ambiguïtés) consiste à remplacer dans l’expression classique de 
l'énergie E les positions et les impulsions classiques f et p par les opérateurs Ř 
et P pour obtenir le hamiltonien quantique d’une particule de masse m dont 
l'énergie potentielle est V (7). Le principe de correspondance conduit au 
passage suivant E — H 
p Ea 

E = Pm + V(F) — H= J7 +V(R) (4.33) 
Dans le cas de l’atome d'hydrogène, (4.33) fournit une très bonne 
approximation si l’on prend pour V(r} le potentiel coulombien (1.3) et pour 
espace des états celui de l’électron. D’effet de la masse finie du proton est 
pris en compte grâce à la masse réduite. Il faut bien comprendre que (4.32) 
et (4.33) représentent un choix pour lespace des états et le hamiltonien, 
et que des approximations ont été faites. On a négligé en particulier 
les effets relativistes, et les choses se compliquent dès que l’on en tient 
compte. Il est à la rigueur possible dans un premier temps de généraliser 
l'expression du hamiltonien (équation de Dirac), mais une véritable théorie 
quantique et relativiste implique que l’on introduise un champ électron- 
positron et un champ électromagnétique quantifiés : c’est ce que l’on 
appelle l’électrodynamique quantique. Dans ces conditions, le principe de 
correspondance sous la forme (4.32) n’est plus valablel$ : en fait il n’y a même 


16. Il est remplacé par des relations de commutation canoniques entre les champs et leurs 
moments conjugués, ce qui conduit à des objets mathématiques complexes, les distributions 
à valeurs opérateur. Toutefois, il reste encore un tel chemin à parcourir (invariance de jauge, 
renormalisation) avant de calculer une quantité physique que ce principe de correspondance 
apparaît un peu accessoire, et il est d’ailleurs remplacé en pratique par l'approche des 
intégrales de Feynman. 
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plus d’opérateur position ! Et l’électrodynamique quantique n’est elle même 
qu’une approximation d’une théorie plus vaste... Il faut donc soigneusement 
distinguer les principes fondamentaux des approximations nécessaires pour 
aborder tout problème physique concret. Comme le souligne Isham{1995}, 
la procédure standard qui consite à « quantifier une théorie classique » en 
utilisant le principe de correspondance n’a qu’une valeur heuristique, et en 
fin de compte les approximations reposant sur ce principe ou toute autre 
démarche heuristique doivent être validées par la confrontation aux résultats 
expérimentaux. 

Nous avons jusqu’à présent utilisé des notations différentes pour une 
grandeur physique À et l'opérateur hermitique associé A. Nous abandonnons 
désormais cette distinction, et confondons la grandeur physique et l’opérateur, 
qui seront représentés tous deux — sauf mention explicite du contraire — par 
des lettres majuscules : hamiltonien H, position Ř, impulsion P, moment 
angulaire J... Les valeurs propres seront désignées par les lettres minuscules 
correspondantes : Fr, p, 7..., à l'exception du cas de l'énergie, où les valeurs 
propres de H seront notées Æ. 


4.4 Exercices 


4.4.1 Dispersion et vecteurs propres 


Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que |y} soit vecteur 
propre d’un opérateur hermitique À est que la dispersion (4.8) A, À = 


4.4.2 Méthode variationnelle 


1. Soit |p} un vecteur {non normalisé) de l’espace de Hilbert des états et un 
hamiltonien H. La valeur moyenne (H}, est 


_ (elHle) 
AE x (le) 


Montrer que si le minimum de cette valeur moyenne est obtenu pour |p) = 
lP®m) et le maximum pour |p) = |pm}, alors 


H|m) = Enl£m) et H|ou) TA Eulpm) 
où Em et Em sont la plus petite et la plus grande valeur propre. 


2. On suppose que le vecteur |p) dépend d’un paramètre a : |p} = |w(a)). 
Montrer que si 
(Hyla) 0 


ða a—=@0 
alors Em < (H},(a9) SÌ &o correspond à un minimum de {H}4{a) et (H)p{ao) S 
Em si ao correspond à un maximum. Ce résultat est à la base d’une méthode 
d’approximation appelée méthode variationnelle (§ 14.1.4). 
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3. Si H agit dans un espace à deux dimensions, sa forme la plus générale est 
H- i +c b ) 

b a-c 
où b peut toujours être choisi réel. En paramétrant [g(«)) sous la forme 


PaA 


sin &/2 


COX 


trouver les valeurs de ap en cherchant les extrema de (p(a)|Hlw(«)). 
Retrouver ainsi (2.35). 


4.4.3 Théorème de Feynman-Hellmann 


Soit un hamiltonien H dépendant d’un paramètre À : H = H(A), E() 
une valeur propre simple et |[w(A)} le vecteur propre normalisé (}|4$(A)||? = 1) 
correspondant 


HNILCA) = EAA) 


Montrer le théorème de e 


E LOT Aaa) (4.34) 


4.4.4 Évolution temporelle d’un système à deux niveaux 


On considère un système à deux niveaux de hamiltonien H représenté par 
la matrice 


dans la base 


D’après (2.35), les valeurs propres et vecteurs propres de H sont 


E, = h V A? + B2 b) =z lt +) +sin S |—) 
E_ = —ħ y A? + B? x) = — sin — f +) + cos à |=) 
avec 
í B 
= V A? + B? cosô B = V A? + B? sinb tað =" 


1. Le vecteur d'état [y(t)) au temps t peut se décomposer sur la base 


{+), 1} 
(PE) = c+()1+) + c- (t) 
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Écrire le système d’équations différentielles couplées auquel obéissent les 
composantes c+(£) et c_(t). 


2. On décompose |p(t = 0)) sur la base {[x+),1x-)} 
l(t = 0)) = |p(0)) = Aix+) + ulx-) JAP + la? = 1 


Montrer que c4 (t) = (+|w(t)} s'écrit 
; 8 3 8 
c4 (t) = Àe7i%/2 cos aE eift/2 sin 3 


avec Q = 2y A? + B2 : AQ est la différence d'énergie entre les deux niveaux. 
En déduire que c4 (t) (de même que c_(t)) vérifie l’équation différentielle 


THOR 


3. On suppose que c4(0) = 0. En déduire À et 4 à une phase près ainsi 
que c+ (t). Montrer que la probabilité de trouver le système au temps & dans 
létat |+) est 


Qt B? Qt 
L n2 an2 2 
p4 (t) = sin 8 sin (F) -ap sin (©) 


4. Montrer que si c(t = 0) = 1 alors 


Qt Qt 
c+(t) = cos DT icos Ü sin z 


En déduire p} (t) et p_(t), et vérifier la compatibilité du résultat avec celui 
de la question précédente. 


4.4.5 Résonance magnétique nucléaire 


La résonance magnétique nucléaire (RMN) repose sur le fait que les noyaux 
atomiques de spin non nul possèdent des moments magnétiques. Nous nous 
limiterons aux noyaux de spin 1/2 (1H, 19C, IF, etc.) dont le moment 
magnétique, qui est un opérateur en mécanique quantique, est donné par 


= 75 


où y est le facteur gyromagnétique 


avec 7 = 5.59 pour le proton, 1.40 pour le 13C, 5.26 pour le 19°F, ete. Le spin 
nucléaire est placé dans un champ magnétique Bo dirigé suivant Oz. 
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1. Montrer que le hamiltonien Ho du spin nucléaire s’écrit dans la base où S, 


est diagonal 
Ho __P a 0 ) 2 hp 


si l’on pose Bo = wo. 
2. On ajoute au champ constant Bo un champ B (t) situé dans le plan rOy 
tournant dans le sens inverse du sens trigonométrique avec une vitesse 
angulaire w i 

Bi(t) = Bı (ê cosut — ĝsin wt) 


Montrer que le hamiltonien total dépendant du temps H(t) devient 
h wo wet 
H (t) == 2 ( S : ) 


où w1 = yBı. 


3. Soit |p(t)} le vecteur d'état du spin nucléaire. On le décompose dans la 
base des états propres de $, 


lolt) = c+ (t) |+) + c- (6) |- 
Écrire le système d'équations différentielles auquel obéissent c4 (t) et c- (t). 


4. On pose 
ca (t) = ya (t) e +92 
Quelle est l'interprétation géométrique de cette relation ? Montrer que 


GAEI 


où À est indépendant du temps. Donner l'expression explicite de À. 


5. Le spin est au temps t = 0 dans l’état |—}. Utiliser les résultats de l’exercice 
précédent pour montrer que la probabilité p} (t) de trouver au temps { le spin 
dans l’état |+) est 


p(t) = (ay sin? = Q = 4/(w — wo)? +w? (4.36) 


Ce résultat est appelé formule de Rabi. Tracer p, (t) pour w — wo = 3u et 
w = wo et retrouver la figure 4.5. Pourquoi peut-on parler de résonance pour 
w = wọ ? Quelles sont les valeurs numériques de wọ et de la fréquence vo 
correspondante pour le proton lorsque le champ magnétique vaut Bo = 1 T? 
Que veut dire un chimiste quand il parle d’une « RMN de 600 MHz » ? 

L'utilisation de la RMN en chimie et en biologie repose sur le fait que 
l’environnement chimique d'un atome modifie légèrement la valeur du champ 
magnétique qui s'exerce sur le noyau atomique correspondant : Bo — 
Bo — a), avec o ~ 107%. Le déplacement correspondant de la fréquence 
de résonance donne des informations sur l’environnement chimique. 
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LI 


2 
a t T 
FIG. 4.5 — Oscillations de Rabi : (a) ô = 0 (b) ô = 3w1. Dans le cas (b) la valeur 
maximale de p, (t) est 1/10. 


4.4.6 L’énigme des neutrinos solaires 


Les réactions nucléaires à l’intérieur du Soleil produisent en abondance 
des neutrinos électroniques ve ; 95 % de ces neutrinos sont produits dans la 
réaction 

p+p — H+et + 


La Terre reçoit du Soleil 6.5x1014 neutrinos par seconde et par m?. Depuis une 
trentaine d’années, plusieurs expériences ont tenté de détecter ces neutrinos, 
mais toutes ces expériences concordent pour conclure que le flux de neutrinos 
mesuré est seulement la moitié environ du flux calculé à partir du modèle 
standard du Soleil. Or ce modèle est considéré comme particulièrement 
fiable!?, en particulier en raison des résultats récents de l’héliosismologie : 
les incertitudes sur le modèle solaire ne peuvent en aucun cas expliquer ce 
« déficit en neutrinos solaires ». La combinaison de deux expériences (cf. la 
note 4 du chapitre 1), a permis de montrer sans aucun doute possible que ce 
déficit en neutrinos est dû à la transformation des neutrinos ve en d’autres 
sortes de neutrinos au cours de leur voyage entre la Terre et le Soleil : ces 
expériences montrent que le flux total de neutrinos prévu par le modèle du 
Soleil est correct, mais que c’est le flux de neutrinos électroniques qui est trop 
faible. Nous allons faire une théorie simplifiée, mais qui donne l'essentiel de 
la physique sous-jacente, en supposant : 


è qu'il existe seulement deux types de neutrinos, le neutrino électronique 
Ve et le neutrino muonique vy, (en fait il existe une troisième sorte de 
neutrino, le neutrino T : vr); 


e que tout le phénomène se passe dans le vide dans la propagation entre 
la Terre et le Soleil (en fait la propagation dans le Soleil joue aussi un 
rôle important). 


17. L'intérieur du Soleil est connu de façon bien plus précise que celui de la Terre ! 
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On a longtemps admis que les neutrinos étaient des particules de masse nulle. 
Si au contraire ils sont massifs, on peut se placer dans leur référentiel au repos 
et écrire le hamiltonien dans la base {}z2),|v,)} 


m=() m-f) n-4(nr) 


L'élément non diagonal m permet des transitions entre neutrinos électroniques 
et neutrinos muoniques. 


1. Montrer que les états ayant une masse déterminée sont |) et |v2) 


la) = cos = z z e) + sin = d z lu) 
la) = — sin — nd 3 Ve) + cos = 4 z Ve) 


avec 


2m 
tan 0 = ——— 
Me — My 


et que les masses m, et m2 sont 


N 


Me +M Me — M 
He E ma + (Fe) 


Me +M Me — M 2 


2. Les neutrinos se propagent avec une vitesse proche de celle de la lumière : 
leur énergie est très grande par rapport à (m)c?, où (m) est une masse typique 
figurant dans H. Montrer que si un neutrino électronique est produit au temps 
t = 0 dans le Soleil, le vecteur d’état étant 


lelt = 0)) = |) = cos à (21) — sin = 2 z2) 


le vecteur d'état au temps t a pour composante sur |ve} 


i 0 8 
velp) =e —iEit/R (cos? aan Paun 


2 


où AE = Fo — E. En déduire que la probabilité de trouver un neutrino ve 


au temps t£ est 
. . AE t 
pe(t) =1- sin? 0 sin? (+) 


Ce phénomène de transformation est appelé oscillation neutrino. 
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3. Si p > (m)c est l'impulsion des neutrinos, montrer que 


(m - mi) Ame 


AE = 3p 2p 


avec Am? = m3 — mi. 

4. En supposant qu’il existe une demi-oscillation sur le parcours Soleil-Terre 
(c'est-à-dire AE t/hR = x) pour des neutrinos de 8 MeV, quel est l’ordre de 
grandeur de la différence des masses carrées Am? ? La distance Terre-Soleil 
est de 150 millions de kilomètres. 


4.4.7 Points de vue de Schrödinger et de Heisenberg 


Soit un opérateur hermitique À dépendant du temps dans le point de vue 
de Schrödinger : À = A(t). Le hamiltonien H est aussi supposé dépendant 
du temps. Montrer que 


An(t) = U™ (t, to) A(t)U (t, to) 
vérifie 


+ dAx 
era 


., (OA(t 
[An (t), Hy (t) + iñ (2) 
H 
où Hy (t) et (3A/ðt)y sont obtenus à partir de H(t) et (3A(t)/ðt) par la loi 
de transformation utilisée pour À. 


4.4.8 Le système des mésons K neutres 


Préliminaire : description d’une particule instable. Supposons que l’on 
crée au temps t = 0 une particule instable À de masse m. Le vecteur d'état 
au temps t = 0 est [w(0) = |a). Au temps { la composante c(t) de |p(t)) 
sur |a) est 


c(t) = (aly(t)) 


Si la particule À était stable, c(t) serait simplement donné par 


«0 = eo) oo M) 


dans son référentiel au repos, où son énergie est E = mc, et l’on aurait 
ic(t)f? = 1 pour tout t : la probabilité que la particule existe au temps t serait 
toujours égale à un. Cependant, on suppose la particule instable et sa loi de 
désintégration suit une exponentielle : la probabilité que la particule existe 
encore au temps t est | 


p(t) = felt)? = e77 
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où 7 est la vie moyenne. Pour rendre compte de cette instabilité, on 


modifie c(t) 
2 


e(t) = eph- à) ep5) 


ce qui redonne bien la loi de probabilité expérimentale pour p(t). Le prix à 
payer est l’utilisation d’une évolution non unitaire : la norme de |y(t)} ne reste 
pas égale à l'unité. L'évolution unitaire a lieu dans l’espace particule+produits 
de désintégration (annexe C). La probabilité de désintégration par unité de 
temps est l’inverse de la vie moyenne et on définit T comme cette probabilité 
de désintégration 


T = - 
= 
AT est la dispersion sur l’énergie. Dans ces conditions c(t) vérifie équation 
différentielle 


ihė(t) = (me -i Aye) 


On se propose de généraliser cette description au cas d’un système à deux 
niveaux, le système des mésons K neutres. Il existe deux types de mésons K 
neutres!8, le méson K? formé d’un quark d et d'un antiquark étrange 5, et 
le méson K” formé d’un antiquark d et d’un quark étrange s. On rappelle 
que les charges des quarks u, d et s sont respectivement 2/3, —1/3 et —1/3 
en unité de la charge du proton. La production de ces mésons se fait par 
interaction forte, et cette interaction vérifie une loi de conservation analogue 
à celle de la charge électrique : le nombre de quarks étranges moins le nombre 
d’antiquarks étranges est conservé (de même que dans une réaction impliquant 
des électrons et des positrons, le nombre d’électrons moins le nombre de 
positrons est conservé par conservation de la charge électrique). Donnons 
quelques exemples : le méson 7* est une combinaison (u d), le méson 77 une 
combinaison (Td) et la particule A? un combinaison (uds). Les réactions 


n` (ūd)+ proton (uud) > K°(43) + A? (uds) 


ou 
K? (ds) + proton (uud) — r+ (u d) + A° (uds) 


sont permises, tandis que 
n7 (ūd) + proton (uud) — K? (d s) + A? (uds) 


ou 
K? (d3) + proton (uud) — m+ (u d) + A° (uds) 


sont interdites. 


18. Il existe aussi deux mésons K chargés, le méson Kt (us) et le méson K7 (us). 
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1. Le système (K?, K?) est un système à deux niveaux dont le vecteur d'état 
lp(t)) peut s'écrire 
leE) = c(t)|K°) +OK) 


dans la base {|K°), [X%)}. Les composantes du vecteur |y(t)} obéissent à une 


équation d'évolution , 
n(o) = (Go) 


où M est un matrice 2 x 2. Soit C l’opérateur de « conjugaison de charge » 
qui échange particules et antiparticules!° 


CIK?) = |K°) CIK?) = |K°) 


Montrer que si M commute avec C, sa forme la plus générale est 


M-(54) 


où À et B sont a priori deux nombres complexes, car la matrice M n’est pas 
hermitique. 


2. Quels sont les vecteurs propres | K1) et |K2) de M ? Montrer que ce sont 
ces deux états qui ont une énergie et une vie moyenne bien déterminées. Si 
au temps t = 0 [y(t)) a pour composantes e(0) et £(0), calculer e(t) et Z(t). 
On posera 


1 i 
A=; [CE +B)- 5 (li +T2)] 
1 i 
B=3 (E -B) -5 (UM -Tə)| 
3. On produit au temps t = 0 un méson X° dans la réaction 
n~ (Td) + proton (uud) — K? (d3) + A° (uds) 


Quelle est la probabilité pour trouver un méson XŸ au temps #2 ? En 
supposant l'1 > l2, montrer que la probabilité d'observer la réaction 


K9 (ds) + proton (uud) — n° (ud) + A? (uds) 
est proportionnelle pour t ~ 71 = 1/T1 à 


D à _ [ee — Et 


p(t) = 1 — 2exp (+ 3 | +exp(-Tit) 


19. On peut généraliser le raisonnement en utilisant au lieu de C le produit CP, où P est 
l'opération parité. En fait l'expérience montre que [M,CP] Æ 0, mais les corrections sont 
très faibles. 

20. En pratique les mésons K se propagent en ligne droite à partir de leur point de 
production avec un vitesse proche de la vitesse de la lumière, et on se place à une distance 
l œ ct du point de production. 
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Tracer la courbe représentative de p(t). Que pensez-vous des ordres de 
grandeur respectifs de (E1 — E2) et de E ou Ea ? Comment pourrait-on 
mesurer (E, — Æ2) ? Les valeurs numériques sont : rı = 0.89 x 10-106, 
Ta ~ 0.52 x 1077s, E ~ E> œ 500 MeV, Ei — Es = 3.5 x 1071? MeV. 
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Chapitre 5 


Systèmes à nombre de niveaux fini 


E CHAPITRE EXAMINE QUELQUES APPLICATIONS simples de la mécanique 
$ quantique, dans des situations où l’on obtient une bonne modélisation 
d’un sytème quantique en se restreignant à un espace des états de dimension 
finie. Si chaque niveau d'énergie, même dégénéré, est compté une fois, 
la dimension de H est égale au nombre de niveaux : c'est pourquoi 
on parle de système à nombre de niveaux fini. Les deux premiers 
exemples seront empruntés à la chimie quantique, et nous passerons ensuite 
à létude d’un système à deux niveaux, la molécule d'ammoniac, qui 
nous permettra d'introduire un exemple physiquement très important de 
hamiltonien dépendant du temps, typique de l'interaction d’un système 
atomique ou moléculaire avec un champ électromagnétique classique. 


5.1 Chimie quantique élémentaire 


5.1.1 Molécule d’éthylène 


La molécule d’éthylène C2H4 servira d'introduction au sujet. 
L’« ossature » de cette molécule est formée par les liaisons dites liaisons 
a : des paires d'électrons o de spin opposé sont mises en commun entre les 
deux atomes de carbone ainsi qu'entre les atomes de carbone et les atomes 
d'hydrogène, formant un ion (C2H4)** (figure 5.1). Il reste à placer deux 
électrons, appelés électrons m, qui sont mobiles : schématiquement ces deux 
électrons peuvent sauter d’un atome de carbone à l’autre. On dit qu'ils sont 
délocalisés. Le fait de traiter séparément électrons 7 et électrons © est bien 
sûr une approximation, mais cette approximation joue un grand rôle dans la 
théorie de la liaison chimique. Commençons par placer le premier électron 
m. Celui-ci peut être localisé au voisinage de l’atome de carbone 1 ; l’état 
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lan yz 


lp1) |p2) 


FIG. 5.2 — Les deux états possibles d’un électron r, localisés au voisinage de 
l’atome 1 ou de l’atome 2. 


quantique correspondant! sera désigné par |1). Il peut aussi être localisé 
au voisinage de l’atome de carbone 2, et l’état quantique correspondant sera 
désigné par {2} (figure 5.2). L'énergie de cet électron localisé sur l’atome 1 
ou latome 2 est Eo, la même par symétrie entre les deux atomes. Nous 
allons prendre comme approximation de l’espace des états un espace à deux 
dimensions H dont les vecteurs de base sont {|w1}, |p2)}}. Dans cette base, le 
hamiltonien s'écrit provisoirement 


Eo 0 
Ho = ( A a H\g1,2) = Eolg1,2) (5.1) 


Cependant cet hamiltonien est incomplet, car nous n’avons pas tenu compte 
de la possibilité pour l’électron de sauter d’un atome de carbone à l’autre. 
Dans le cadre de nos approximations, qui sont celles de la théorie des orbitales 
moléculaires de Hückel, la forme la plus générale de H est 


H = c re (5.2) 


et l'élément non diagonal —A de H autorise précisément des transitions 
entre 1} et [g2). Un choix adéquat de la phase des vecteurs de base nous a 


1. La notation de Dirac est superflue dans ce chapitre. Nous l’avons conservée par souci 
de cohérence, mais le lecteur peut décider de s’en passer. 
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Eo + À 


LE 


FIG. 5.3 — Niveaux d’énergie d’un électron +. 


permis de prendre À réel : cf. § 2.3.2. Nous avons affecté À d’un signe (—) 
qui n’est pas indifférent, car il est possible de montrer que À > 0. 

Si A £ 0, les états |%1) et |2) ne sont plus des états stationnaires. Comme 
nous l'avons vu au $ 2.3.2, les vecteurs propres de H sont maintenant 


Ace) = 7 (ler) + en) = 35 G) (5.3) 
x) = 73 (le) — le) = 5 E (5.4) 


avec 
H}x+) = (Eo — A)|x+) H|x-) = (Eo + A)|x-) (5.5) 


Comme A > 0, l’état symétrique |x+}) est l’état d'énergie la plus basse. Le 
spectre du hamiltonien est donné sur la figure 5.8 : l’état fondamental est 
l’état |x+), d'énergie (Eo — A). On peut donner une interprétation spatiale de 
ces résultats en examinant la localisation de l’électron sur la droite joignant les 
deux atomes de carbone prise comme axe des x, l’origine étant située au milieu 
de cette droite. Comme nous le verrons en détail au chapitre 9, si |x) est un 
vecteur propre de l'opérateur position, la quantité (x|y1) est l'amplitude de 
probabilité pour trouver au point x l’électron dans l’état [w1). Au chapitre 9, 
cette amplitude de probabilité sera appelée la fonction d’onde de l’électron. 
Le module au carré de cette amplitude de probabilité donne la probabilité? de 
trouver l’électron au point x, aussi appelée probabilité de présence de l’électron 
au point x. Cette interprétation a permis de représenter qualitativement sur 
la figure 5.4 les amplitudes de probabilité x+ (x) = {x|x+) correspondant aux 
états |x+). La probabilité de présence correspondante s’annule à l’origine dans 
le cas antisymétrique |x-}, mais non dans le cas symétrique |[x+). Le caractère 
symétrique ou antisymétrique de la fonction d’onde de l’état fondamental est 
lié au signe de À. En pratique, un état fondamental est toujours symétrique, 
ce qui correspond à À > 0. 


2. Plus précisément, c’est une probabilité par unité de longueur : |(xly)l?dx est la 
probabilité de trouver la particule dans l'intervalle [x, x + dx] : voir § 9.1.2. 
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1 O 1 O 2 
A a 
e— —@ 
1 O 2 
x+(x) x-(x) 


F1G. 5.4 — Amplitudes de probabilité pour trouver un électron m en un point x. 


N 


Il nous reste à placer le second électron : ceci se fera très simplement 
si nous pouvons ignorer les interactions entre cet électron et le précédent, 
c’est-à-dire utiliser l'approximation des électrons indépendants. Pour obtenir 
létat fondamental, il suffit de placer le second électron dans l’état |x+) 
d'énergie (Eo — A). Le principe de Pauli (chapitre 13) restreint alors 
les états de spin : si le premier électron a son spin up (|+)), le second 
électron doit avoir son spin down (|—}), ainsi que nous le verrons au 
chapitre 13. L’état fondamental de la liaison x est finalement 2(Eọ — À) ; 
—2A est appelé énergie de délocalisation des électrons m. Il faut souligner 
le rôle crucial de l’approrimation des particules indépendantes utilisée dans le 
raisonnement ci-dessus : les électrons 7m n’interagissent pas avec les électrons o 
et n’interagissent pas entre eux. Cette modélisation est difficile à justifier à 
partir des principes fondamentaux, ou de ce que l’on appelle aujourd’hui des 
calculs ab initio, mais elle se révèle d’un intérêt pratique considérable. 


5.1.2 Molécule de benzène 


Dans la molécule de benzène, l’ossature g de lion (C6H6)f* forme un 
hexagone. Si l’on rajoute les six électrons x de façon à former trois doubles 
liaisons, on obtient la formule de Kékulé (figure 5.5a), et on prédit une 
énergie 6(E0 — À) pour l’état fondamental. On sait par un raisonnement 
de chimie que la formule de Kékulé ne peut pas être tout à fait correcte’, 
et nous allons effectivement voir que tenir compte de la délocalisation des 
électrons 7 tout au long de la chaîne hexagonale conduit à une énergie plus 
basse que 6(E0 — A) : la formule de Kékulé ne donne pas correctement 
l'énergie de l’état fondamental. Examinons pour commencer l'addition d’un 


3. Par exemple, il existe une seule forme d’orthodibromobenzène, alors que la formule de 
Kékulé en prévoit deux différentes. On peut aussi remarquer que la longueur de la liaison 
entre deux atomes de carbone dans le benzène (1.40 À) est intermédiaire entre une simple 
(1.54 À) et une double (1.35 À) liaison. 
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H 


(a) (b) 3 
H 


F1G. 5.5 — (a) Configuration hexagonale d’une molécule de benzène. (b) Ossature 
des électrons ø. 


seul électron, et numérotons* de 0 à 5 les atomes de carbone le long de la 
chaîne hexagonale en prenant une origine arbitraire (figure 5.5b). Nous notons 
|ÿ3) par exemple l’état où l’électron est localisé au voisinage de l’atome n° 3. 
Comme il n’est pas plus difficile de traiter un nombre quelconque N d’atomes 
de carbone formant une chaîne fermée, c’est-à-dire un polygone régulier à N 
côtés, nous notons |n} l’état où l’électron est localisé au voisinage de l'atome 
n°n,n=0,1,...,N — 1, en prenant N = 6 pour le benzène. Les atomes n et 
n +N sont identiques : n = n + N. L'espace des états est à N dimensions, 
et le hamiltonien est défini par son action sur [a) 


H\£n) = Eoln) — A(lPn-1) + |Pn+1)) (5.6) 


Pour trouver les valeurs propres et vecteurs propres de H, nous allons exploiter 
la symétrie du problème sous toute permutation circulaire des N atomes de 
la chaîne. Soit Up l’opérateur unitaire qui effectue une permutation circulaire 
des atomes dans le sens n — (n — 1) 


Upl£n) = lPn—1} Ubn) = Up'|pn) = |Pn+1) (5.7) 
D’après (5.6) et (5.7) nous pouvons écrire le hamiltonien sous la forme 


H = Eol — A(Up + U}) (5.8) 


4. Comme nous le verrons dans un instant, il est plus commode de numéroter de 0 à 5 
que de 1à6! 
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ce qui implique que H et Up commutent 
[H, Up] = 0 (5.9) 


et ont une base de vecteurs propres communs. Cherchons les vecteurs 
propres et valeurs propres de Up, qui est a priori un opérateur plus simple 
que H. Comme UP est unitaire, ses valeurs propres sont de la forme exp(i6) 
(cf. § 2.3.4). Comme (Up) = I, on doit avoir exp(iNô) = 1, et par 
conséquent les valeurs propres sont indicées par un indice entier s 
27s 

S= = s=0,1,...,N -1 (5.10) 
Nous avons donc déterminé N valeurs propres distinctes de Up. Comme 
Up agit dans un espace de dimension N, les vecteurs propres correspondants 
sont orthogonaux et forment une base de H. Écrivons un vecteur propre 
normalisé |x,} sous la forme 


N-1 N-1 
Ixs) = J. calyn) S_ le? =1 (5.11) 
n=0 


n=0 


Nous avons d’une part 


N—1 N—1 
UplXs) = y CnlPn—1) = D Cn+1lPn) 
n=0 n=0 


et d'autre part 
N-—1 
Uplxs) = ely) = yY e ch |pn) 
n=0 
L'identification des coefficients de |.) dans ces deux équations conduit à 


Cn+1 = esce, soit Cn = e° 


8 Co 
Ceci donne pour le vecteur propre correspondant à la valeur propre exp(i6,) 


N-1 


1 : 
= = > ee” 5.12 
a = g ZE e” lon) (5.12) 
Le choix co = 1/VN assure la normalisation de |xs}. Compte tenu de 


l'expression (5.8) de H, la valeur propre E, est donnée par 
E, = Eo — A(e'® +e7®) = Eo — 2A cosôs 


soit (figure 5.6) 


2 
E, = Ep — 2A cos ai (5.13) 
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s = 3 


Eo — 2A 


s=0 


FIG. 5.6 — Niveaux d'énergie d’un électron x de la molécule de benzène. 


Nous aurions pu arriver directement à (5.13) sans passer par l'intermédiaire 
de l’opérateur de permutation circulaire Up. Néanmoins ce passage par Up 
illustre une stratégie générale et non une « astuce de calcul ». Nous aurons 
souvent à mettre en œuvre cette stratégie, car elle simplifie, et parfois de 
façon considérable, la diagonalisation du hamiltonien : au lieu de diagonaliser 
directement H, on diagonalise d’abord les opérateurs de symétrie unitaires 
qui commutent avec H, lorsque de tels opérateurs existent en raison d’une 
symétrie du problème physique. 

On remarque que les valeurs s et 3 = N — s donnent les mêmes valeurs de 
l'énergie : en dehors de s = 0 et s = N —1 (pour N pair), les niveaux d'énergie 
sont deux fois dégénérés. Il est possible d'écrire les vecteurs propres de H avec 
des composantes réelles en prenant des combinaison linéaires de |x} et |Xs) 


N—i 
hi) = 75 (o) + be) = V2 D cos ZTE hon) (5:14) 


Iz) = = z x) - — |xs)) = (25 Zap ln) (5.15) 


Nous pouvons maintenant rassembler les résultats pour les valeurs propres 
de H et les vecteurs propres correspondants dans le cas du benzène : N = 6, 
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cos(27/6) = 1/2, sin(2r/6) = V3/2 (figure 5.6) 


s =0 E = Eo — 2A 
1 
Do) = 2011111) 
s=1,3=5  E=EÆ-A 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
Da EC ELA M Ce ka sN PTE a2 
pt) = (23 2° 1, 5) Ixi? (0,550 9° 5) 
m TEE e 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
7) = 1 1 2)= = 
1x2) za ( DIN pi a) 1x2) (0.3. POP ) 
s=52=3 E = Eo + 2A 
1 
xs) = AG -L1, 1,1,—1) (5.16) 


Cherchons maintenant l’état fondamental, c’est-à-dire l’état de plus basse 
énergie, en plaçant les six électrons m délocalisés. À l'approximation 
des électrons indépendants, cet état sera obtenu en mettant d'abord deux 
électrons de spin opposé dans le niveau Eo — 24, le principe de Pauli 
(chapitre 13) nous interdisant d’y mettre d’autres électrons. Le niveau 
(Eo — À) étant doublement dégénéré, nous pouvons y mettre quatre électrons 
(deux paires d'électrons de spin opposé) ce qui donne une énergie totale 


E = 2(E0 — 2A) + 4(Eo — A) = 6E0 — 8A (5.17) 


Cette énergie est inférieure de 2A à celle (6Æ — 6A) de la formule de Kékulé : 
les électrons m du benzène ne sont pas localisés sur des doubles liaisons, mais 
ils sont délocalisés le long de l’ensemble de la chaîne hexagonale, et cette forme 
de délocalisation diminue l’énergie de 2A. 

La comparaison entre la chaleur’ 
cyclohexane 


d’hydrogénation du benzène en 


Cs He + 3H2 — C6H12 — 49.8 kcal/mole 


et celle du cyclohexène, qui contient une seule double liaison 
Ce Hio + Ho — Ce Hi2 — 28.6 kcal/mole 


permet d'estimer 24 : 2A = 3 x 28.6 — 49.8 = 36 kcal/mole ~ 1.6 eV. 
Cependant cette estimation est au mieux un ordre de grandeur, car elle 


est sujette à des incertitudes difficiles à apprécier. Elles sont dues à 
l'approximation des électrons indépendants, qui est loin d’être bien contrôlée. 


5. Pour les puristes : il s’agit en fait d’une variation d’enthalpie, mais la différence est 
négligeable. 
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5.2 Système à deux niveaux 
dans un champ extérieur 


L'objectif principal de cette section est l'étude de l'interaction d’un 
système simple, en l’occurence un système à deux niveaux, avec un champ 
extérieur, et en particulier un champ oscillant. La molécule d'ammoniac offre 
un exemple concret d'un tel système, que nous allons utiliser pour introduire 
le sujet. 


5.2.1 La molécule d’ammoniac 
comme système à deux niveaux 


La molécule d'ammoniac a une forme pyramidale, où l’atome d’azote 
occupe le sommet de la pyramide et où les trois atomes d’hydrogène forment 
un triangle équilatéral qui constitue la base de la pyramide (figure 5.7). Les 
mouvements possibles de cette molécule sont très variés : elle peut effectuer 
des mouvements de translation et de rotation dans l’espace, les atomes 
peuvent vibrer autour de leur position d'équilibre, les électrons peuvent 
se trouver dans des états excités. Une fois fixés les degrés de liberté de 
translation, rotation et vibration pour la molécule dans son état fondamental 
électronique, il reste encore deux configurations possibles pour la molécule 


FIG. 5.7 — Les deux configurations de la molécule d’ammoniac. 
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en rotation autour de son axe de symétrie, qui sont symétriques l’une de 
l’autre par réflexion par rapport à un plan (figure 5.7). Pour passer d’une 
configuration à l’autre, l’atome d’azote doit traverser le plan des atomes 
d'hydrogène. Ceci est possible grâce à un effet tunnel, que nous expliquerons 
au § 9.4.2. Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser uniquement à ces deux 
configurations, ce qui est justifié en raison des énergies mises en jeu (cf. la 
note 7). Comme dans le cas de la molécule d’éthylène, nous utiliserons pour 
décrire ces deux configurations un espace des états à deux dimensions : la 
molécule dans l’état 1 (resp. 2) de la figure 5.7 sera décrite par le vecteur 
de base [g1} (resp. [y2}). Si l’atome d’azote ne pouvait jamais franchir le 
plan des atomes d’hydrogène, l'énergie des états |w1) et |y2) serait identique, 
égale à Eo. Mais il existe une amplitude non nulle pour franchir ce plan, et 
le hamiltonien prend la forme (5.2) 


He Le a) (5.18) 


avec bien sûr des valeurs de Eo et A différentes de celles de la section 
précédente. La valeur de Eo n’est pas importante pour notre discussion. 
En revanche, il vaut la peine d’observer que la valeur de A dans (5.18) 
diffère de celle de (5.2) par plusieurs ordres de grandeur. En effet, nous 
avons maintenant 2A = 1074 eV, alors que précédemment 2A était de l’ordre 
de 1 eV : ceci reflète le fait qu’il est facile à un électron x de sauter d’un atome 
à l’autre, alors qu’il est très difficile à l'atome d’azote de franchir le plan des 
atomes d'hydrogène. Cette énergie de 1074 eV correspond à une fréquence 
de 24 GHz, ou à une longueur d’onde de 1.25 cm, dans le domaine des ondes 
centimétriques. Elle est très faible par rapport aux énergies d’excitation des 
électrons (quelques eV), faible par rapport aux énergies de vibration (~ 0.1 eV) 
et même de rotation” (~ 1073 eV). Cette comparaison justifie l’approximation 
par un système à deux niveaux, car la différence entre deux niveaux de rotation 
successifs est de l’ordre de 10 À (figure 5.8). Cependant la molécule n’est pas 
dans son niveau de rotation fondamental, car kgT ~ 0.025 eV est grand par 
rapport à ~ 1073 eV : les niveaux de rotation sont thermiquement excités. 


6. L'importance de cette rotation pour générer deux configurations différentes est 
soulignée par Feynman ; dans les exposés qui ont repris ultérieurement sa présentation 
originale, ce mouvement de rotation a souvent été oublié. Mais si cette rotation est absente, 
on passe continûment d’une configuration à l’autre par une rotation dans l’espace ! 

7. La molécule d’ammoniac possède deux fréquences propres de rotation, dont une 
dégénérée, correspondant à des énergies de 0.8 x 1073 eV et de 1.2 x 107% eV (dégénérée), 
et quatre modes de vibration dont deux dégénérés, l'énergie la plus faible étant de 0.12 eV. 
De plus, il faudrait tenir compte des complications dues à la structure hyperfine. 
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Eo + À 


Eo 
Eo — À 


Fic. 5.8 — Clivage de deux niveaux Eo et Eo. 


Suivant la discussion du § 5.1.1, les niveaux d'énergie de H sont Eo F À, 
correspondant aux états stationnaires (5.2) et (5.3) 


Eo- A: |x+) = 3 (ler) + Ip) = 3 () (5.19) 


BoA: h) = z (le) ler) = + (2) (5.20) 


L'état symétrique |x4) est l’état fondamental, d'énergie (Eo — A) et l’état 
antisymétrique |x_) est l’état excité, d'énergie (Eo + À). 


5.2.2 La molécule dans un champ électrique 


La molécule d'ammoniac possède un moment dipolaire électrique d qui, 
par symétrie, est perpendiculaire au plan des atomes d’hydrogène. Comme les 
atomes d’hydrogène ont tendance à perdre leurs électrons et l’atome d’azote 
à les attirer, ce moment dipolaire est orienté de l’atome d’azote vers le plan 
des atomes d'hydrogène (figure 5.7). Plaçons la molécule dans un champ 
électrique E dirigé suivant Oz. L'énergie d’un dipôle classique d dans un 
champ électrique Ë (nous utilisons une lettre calligraphiée pour le champ 
électrique, afin d'éviter toute confusion avec l'énergie) est 


E=-d.Ë (5.21) 


En mécanique quantique, le moment dipolaire est un opérateur D, qui 
s'exprime en fonction des charges et des opérateurs position des différentes 
particules chargées. Nous admettrons que la restriction de D à notre sous- 
espace à deux dimensions est donnée par la matrice suivante dans la base 


{li}, lp2)} 
-5> (0 oh -D.E A D 
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Ey + A où 
Eo Lt 
dE /A 
Ep — À 


Eo - VEETA 


FIG. 5.9 — Valeurs de l’énergie en fonction du champ électrique £. 


Ceci correspond bien au schéma de la figure 5.7 : en effet, l'énergie de 
l’état |g1) de la figure 5.7 est +dE car le moment dipolaire est antiparallèle 
au champ, et celle de l’état |p2) est —d E car le moment dipolaire est parallèle 
au champ. En dernier ressort, la forme matricielle de ce moment dipolaire est 
justifiée par l’accord avec l’expérience. Le hamiltonien prend donc la forme 


z Eo+dE  —A 
tal -A o (5.22) 


Nous examinons d’abord le cas d’un champ électrique statique. Le 
hamiltonien est alors indépendant du temps. Le calcul des valeurs propres 
est immédiat? 


de (RATE — A 


LA ee ARE OPUS 


soit 
E, = Eo F V A? + (dE)? (5.23) 
Ces valeurs propres sont représentées sur la figure 5.9 en fonction de E. Si 
dE > À, les énergies sont ~ Eo + dE et les vecteurs propres correspondants 
approximativement |1} et |2}. En pratique, on se trouve dans le cas opposé : 
dE & A. On peut alors développer la racine carrée dans (5.23) 
FEE 


E+ x EoFAF3 À 


(5.24) 


8. On peut aussi utiliser les résultats du $ 2.3.2. 
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À des termes d'ordre dE/(2A) près (cf. exercice 5.3.4), les vecteurs propres 
sont |x+) et |x-}. Si le champ électrique n’est pas uniforme, la molécule sera 
soumise à une force 


E E d = 
Fr = -VE = + VE? 5.25 
£ Æ 2 À ( ) 
Comme dans l'expérience de Stern-Gerlach, on pourra séparer 
expérimentalement les états propres |x+) du hamiltonien (5.18) en utilisant 


un champ électrique inhomogène® : voir la figure 5.10. 
Supposons maintenant que le champ électrique est un champ oscillant 


E(t) = Eo coswt = Eo (e wt g gt) Eo réel > 0 (5.26) 


Le hamiltonien dépend explicitement du temps. Il sera commode de prendre 
comme vecteurs de base les états stationnaires (5.20) |x+) et |x-) du 
hamiltonien (5.18), plutôt .que [w+) et [ÿ_). Le hamiltonien (5.22) devient 
dans cette nouvelle base 


Eo— A dE(t) ) G2n 


HUE ( dEl) Eo+A 
Écrivons un vecteur d'état général dépendant du temps sous la forme 


IE) = c+(6)Ix+) +e- (6x) (5-28) 


Les équations d'évolution (4.13) sont 


RTE = (Eo — A)c} + dE(t) c- 
. | (5.29) 
iha = dE(t) c4 + (Eo + A)c- 


Grâce à notre choix de vecteurs de base, lorsque E=0 
c+(t) = y4 exp(—iw}t) c_(t) = y- exp(—iw_t) 


où w4 = (Eo — A)/h, w_ = (Eo + A)/h, y+ et y- sont des constantes. Il 
sera commode de poser wo = 2A/h, qui représente physiquement la fréquence 
angulaire + 1.5 x 10/2? rad.s7™! d'une onde électromagnétique émise lorsque la 
molécule passe du niveau excité d'énergie (Eo + A) au niveau fondamental 
d'énergie (Eo — À) : 2A est l’énergie du photon émis dans cette transition. 
La fréquence wo est appelée fréquence de résonance. 

Lorsque € 0, nous pouvons écrire comme précédemment 


c4 (t) = y+ (t) exp(—iwt) c- (t) = y- (t) exp(~iw-t) 


9. En pratique le champ est choisi tel que l’état |x—} soit focalisé et l’état |x+) défocalisé : 
cf. Basdevant et Dalibard [2001}, chapitre 6. 
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à la différence près que les coefficients y+ ne sont plus des constantes : ce sont 
maintenant des fonctions du temps, ce qui nous donne 


„ dc+ .dy+ . 
iñ di = h (wars +1 exp(—iwyt) 


et en reportant dans (5.29) 


d dE(t 
Palin Q exp(—iwot) y- (t) 
dt h 
(5.30) 
e p(iuot)1+(#) 
a =p plivat) y 
On obtient un système d'équations différentielles couplées : le champ 


électrique induit des transitions de l’état |x+)} vers létat |x-) et 
réciproquement. Introduisons maintenant la forme (5.26) du champ électrique 
dans (5.30) 


i ai = 25 (expli — wo)t] + exp[—i(w + wo)t])1- (t) n 
17 = E L'expli(u + woi] + expl-(u — wo)él)"1+ (5) 


Ces équations sont exactes, mais ne peuvent pas être résolues analytiquement. 
Nous allons obtenir une solution approchée en supposant d’abord que la 
perturbation apportée par le champ électrique est faible : d£p À, ou 
de façon équivalente, dEo/h wo. La quantité wi = d£€o/h est appelée 
fréquence de Rabÿ®. La condition précédente est donc aussi wi < wo, ce 
qui est — presque — toujours réalisé en pratique. Dans ces conditions, les 
fonctions y+ (t) sont lentement variables sur un temps caractéristique wg" 


dy+ 
| ~ will woll 


La deuxième hypothèse nécessaire pour une résolution approchée simple 
de (5.31) est que la fréquence du champ électrique soit proche de la résonance : 
w ~ wọ. La quantité ô = (w — wo) est appelée le désaccord. La condition 
précédente s'écrit plus précisément [| « wo. Dans ces conditions, les 
termes en 

exp(+i(w + wo)t) ~ exp(+2iwot) 


de (5.31) varient très rapidement par rapport aux termes en 


exp(+i(w — wo)t) ~ exp(+iôt) 


10. Introduite pour la première fois par Rabi dans le cas de la RMN : cf. l'exercice 4.3.5. 
Il existe une étroite parenté entre les équations de ce chapitre et celles de la RMN. 
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et leur effet moyenné dans le temps est négligeable. En omettant ces termes!!, 


nous obtenons finalement le système d’équations couplées 


it = = expli(w — wo)t]y- (t) 
a D | (5.32) 
Ii = — exp[—i(w — wo)t}y+(t) 


2 


Ce système d'équations différentielles couplées, équivalent à celui de la RMN, 
est maintenant soluble analytiquement : voir annexe B.2 pour une solution 
explicite. Soulignons à nouveau que les deux conditions w1 & wo et lô| & wo 
sont indispensables pour justifier le passage de (5.31) à (5.32). 


5.2.3 Transitions à la résonance et maser 


Nous nous plaçons exactement à la résonance en prenant la fréquence du 
champ électrique égale à la fréquence de la transition : w = wọ. Les équations 
(5.32) se simplifient 


.d w dy- w 
Skata 122,6 (5.33) 


u — 2 


ce qui donne, en différentiant une des équations par rapport au temps et en 
reportant la seconde équation dans le résultat 


d?y+ ur \? 1 2 
hr (=) y(t) = 4 wi y(t) (5.34) 


Cette équation s'intègre immédiatement. La solution dépend de deux 
constantes a et b, Ja]? + |b|? = 1, liées aux conditions initiales 


z w1 wt 
y+(t) = acos ( 2i 2 t) bsi a ( 7 ) 

PESE AR wit x wit 
y-(t) = —ia sin (= ) + ib cos (æ ) 


Supposons par exemple qu’au temps t = 0 la molécule se trouve dans 
l’état [x_), d'énergie (Eo + À) : a = 0, b = 1. Au temps t, la probabilité p} 
de trouver la molécule dans l’état |x4+) sera 


(5.35) 


ROETATO)EACIET ( z) 
(5.36) 


p (©) = Volt) = 4 (D = sin? ( zt) 


11. Cette approximation est appelée approximation des ondes tournantes, ou 
approximation quasi-résonante. 
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La molécule passe de l’état |y_} à l’état |x+) avec une fréquence angulaire 
uw /2 = d£o/(2h). 

Après avoir mis la molécule dans létat |x—} grâce au filtrage décrit dans la 
sous-section précédente, on la fait passer dans une cavité où règne un champ 
oscillant à la fréquence de résonance (figure 5.10). La molécule franchit la 
cavité en un temps T ; si ce temps est ajusté de sorte que 

dEoT ES T 
DE 2 
à la sortie de la cavité toutes les molécules sont passées dans l’état |x+). 
Par conservation de l’énergie, les molécules fournissent de l’énergie au champ 
électromagnétique : ce processus est appelé émission stimulée (ou induite). Si 
les molécules avaient été dans l’état |x+}, elles auraient absorbé de l'énergie 
en empruntant au champ électromagnétique pour passer dans l’état |x-), 
processus appelé absorption stimulée. 


VE? 


fentes collimatrices 


Fi. 5.10 — Maser à ammoniac. 


Le processus d'émission stimulée est un processus susceptible d’amplifier 
un champ électromagnétique, pourvu que l’on soit capable de produire 


les molécules dans un état excité, c'est-à-dire d’obtenir une inversion de 


populationl?. Le dispositif expérimental représenté schématiquement sur 


la figure 5.10 réalise cette amplification : les molécules sélectionnées dans 
l’état |x_) traversent une cavité où règne un champ électrique oscillant à la 


fréquence de résonance et de longueur convenablement ajustée. Ce dispositif 


est un prototype de maser!. 


12. Si Eo est l'énergie de l’état fondamental et E; celle de l’état excité, le rappport des 
probabilités p4/Po de trouver un système atomique ou moléculaire dans un état E; ou Eo 
est donné par la loi de Boltzmann : p,/po = exp[(Eo — Æ1)/kBT] < 1. I faut donc aller à 
l'encontre de l’équilibre thermique pour obtenir une telle inversion de population. 

13. Maser est un acronyme pour « Microwave Amplification by Stimulated Emission of 
Radiation » et laser pour « Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation ». 
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5.2.4 Transitions hors résonance 


Nous nous plaçons maintenant hors résonance : w © wọ mais w Æ wo, et 
nous partons par exemple au temps t = 0 d’une molécule dans l’état |x+). 
Nous souhaitons calculer la probabilité p(w;t) de trouver la molécule dans 
l’état |x_) au temps t. La résolution exacte des équations (5.32) (annexe B.2) 
donne le résultat 


y t | 
= Gone É y (w — wo)? +) 


Rappelons que la fréquence de Rabi wı = d£p/h. Ce comportement oscillant 
déjà mis en évidence à la résonance est connu sous le nom d’oscillations de 
Rabi : un comportement analogue a été trouvé dans l’exercice 4.3.5 sur la 
résonance magnétique nucléaire. L’équation (5.37) montre que l'amplitude 
des oscillations est maximale à la résonance. Nous allons donner une solution 
approchée simple de (5.32) lorsque la condition 


d Eot k 


(5.37) 


est satisfaite, c’est-à-dire pour des temps suffisamment courts. L'intérêt de 
cette solution approchée est qu’elle se retrouve dans de nombreux problèmes 
et elle sera généralisée au chapitre 9. Nous avons à t = 0 


1 y-=0 


Nous nous intéressons à un processus où l'absorption de rayonnement 
électromagnétique permet de passer du niveau fondamental au niveau excité. 
Dans la résolution de la seconde des équations (5.32), nous pouvons supposer 
y+ œ 1: en effet, en raison de la condition (5.38), y+ n’a pas le temps de varier 
de façon appréciable. La solution approximative de l’équation donnant y- est 
alors évidente 


w [1 — exp[—-i(w — wo)t] 


1-0 = Hi f at expli — vo) = (5.39) 


2 w — wo 
ce qui donne pour la probabilité de transition à une fréquence w, p(w; t) 


1 aries wo)t/2] 


TEL an 


puit) = y- 6)? = 
Le rapport entre ce résultat et celui obtenu à la résonance est 


p(w;t) 
p(wo; t) 


sin?[(w — wo)t/2] 
[(w — wo)t/2]? 


La fonction f (w — wo; t) est tracée sur la figure 5.11 en fonction de w. Elle 


= f(w — w; t) = 
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—67 —4T —27 0 27 Ar 67 ôx t 


FIG. 5.11 — La fonction f(w — wo;t). 


présente un pic aigu à w = wo, de largeur ~ 27r/t. Compte tenu de 


OG asa 
sin T 
J dr =7r 


2 
œ T 


l'aire sous la courbe est 27/t et f(w — wo;t) est approximativement un delta 
de Dirac a #2] 
sin“ {(w — wp)t/2 27 
w — w; t) = = x — Ü(w — w 5.41 
F( oit) = oot 2f ral o) (5.41) 
Ces résultats nous permettent de calculer le taux de transition de l’état |[x+) 
vers l’état |x_) dû à l'absorption de rayonnement électromagnétique par la 
molécule dans son état fondamental! #. Le flux d'énergie incident Z d’une onde 
électromagnétique est donné par le vecteur de Poynting S = epc?€ x B 
rev 
T = co (E x B) = 2 EocEg (5.42) 
où (e) représente une moyenne temporelle et le champ électrique est de la 
forme (5.26). Dans ces conditions 


d Eo 5 2 d? 2 
p(w; t) = ($) t flo = wo; t) = 27 (zm) Tt flw S wo; t) (5.43) 


14. Plus précisément, il s’agit de l’ensemble des transitions d'énergie (Eo — A) à (Eo + 
À) (figure 5.8), ce qui suppose de sélectionner les molécules dans l’état (Eo — A) par le 
mécanisme décrit au § 5.2.2. 
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En pratique, la fréquence du champ électrique n’est pas exactement fixée, 
mais s’étale sur un spectre de fréquences Aw. Soit Z(w) l'intensité par unité 
de fréquence et supposons que Aw > x/t (figure 5.11) : la probabilité de 
transition intégrée sur w est alors 


po = 2r (re) E OTO ft - uit 


FIN 4rEegħ?e 0 


où nous avons utilisé l'approximation (5.41) pour f(w — wo;t). Le fait 
remarquable est que p(t) est proportionnel à t, et que p(t)/t peut s'interpréter 
comme une probabilité de transition par unité de temps T 


d 


1 
T= pt) = 4r? ee 
pao 6 (ie 


) T(wo) (5.44) 


La proportionnalité de la probabilité de transition à d? et à I est une 
caractéristique de la plupart des processus d'absorption du rayonnement 
électromagnétique par un système atomique ou moléculaire. Les conditions 
de validité de l'approximation sont (i) t > Tı ~ 1/Aw et (ii) p(t) & 1 c'est-à 
dire t 72. Il faut donc encadrer le temps t par 


1 h 
Ea Taa T 


5.2.5 Atome à deux niveaux 


La calcul que nous venons de présenter a jeté les bases d’une théorie 
générale de l’absorption et de l'émission de rayonnement électromagnétique 
par un système atomique ou moléculaire, aux restrictions suivantes près. 


e L’approximation par un système à deux niveaux doit être justifiée : ce 
sera le cas si l’on s’intéresse uniquement à des transitions entre deux 
niveaux séparés par une énergie hwo et à un champ électromagnétique 
de fréquence w = wo, c’est-à-dire au voisinage de la résonance. Par 
convention un des deux états, celui de plus basse énergie, sera noté |g} 
(il s’agit souvent de l’état fondamental), et le second sera noté |e) (état 
excité : figure 5.12). Dans le cas d’un atome, cette approximation est 
appelée approximation de l’atome à deux niveaux, qui fournit un modèle 
de base pour la physique atomique et les lasers. 


e La transition doit être du type dipolaire électrique, c’est-à-dire contrôlée 
par l'élément de matrice de l'opérateur moment dipolaire électrique D 
entre les deux niveaux, et la condition wi € wo doit être vérifiée. 
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CEE un e—o e o 
ANNA ANNE RAIN 
n'a A" ANS ANS 
ou es AINSI TVUVUV- 
— —e— g —6—  E—0- — 
Fe à (b) (c) 


FIG. 5.12 — (a) Émission spontanée. (b) Émission stimulée. (c) Absorption. 


e Le champ électromagnétique est considéré comme un champ classique. 
Le traitement que nous venons de donner est appelé « semi-classique » : 
l’atome est traité comme un système quantique, mais le champ reste 
classique. L’aspect « photon » du champ électromagnétique est donc 
ignoré, et on ne peut pas en principe rendre compte de l’émission 
spontanée de rayonnement par un atome dans un état excité (ou au 
mieux en donner un traitement heuristique). 


e Les résultats du § 5.2.4 doivent être modifiés pour tenir compte la durée 
de vie finie de l’état excité (chapitre 14). 


Lorsqu'un atome à deux niveaux interagit avec un champ électromagnétique, 
en pratique aujourd’hui le champ d’un laser, la probabilité d'absorption se 
calcule selon le schéma du § 5.2.4, mais les ordres de grandeur sont tout à 
fait différents de ceux de la molécule d'ammoniac. En reprenant un exemple 
déjà mentionné au § 1.5.3, la différence d'énergie wo entre l’état fondamental 
et le premier niveau excité du rubidium est de 1.6 eV, correspondant à une 
longueur d’onde de 0.78 um, à la limite de l’infra-rouge. Cet ordre de grandeur 
est typique de la physique atomique : les transitions généralement utilisées 
sont dans le domaine visible, ou bien dans le proche ultra-violet ou le proche 
infra-rouge. 

Nous avons déjà souligné que l'émission spontanée n’est pas en principe 
décrite par le traitement semi-classique, puisque l’on passe d’un état initial 
à zéro photon à un état final à un photon : un photon est créé au 
moment de la désexcitation de l’atome. Seule une théorie quantique du 
champ électromagnétique permet de décrire l'émission spontanée de façon 
rigoureuse. Bien que notre traitement classique du champ électromagnétique 
ne nous autorise pas une interprétation en termes de photons, nous nous 
risquerons néanmoins à décrire les processus du $ 5.2.3 en utilisant ce concept : 
par exemple nous interprèterons le gain d'énergie du champ comme une 
augmentation du nombre de photons dans la cavité. Le processus 


Ix-) +n photons — |x})+ (n +1) photons (5.45) 
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représente donc l’émission stimulée. L’absorption stimulée est le processus 
inverse de (5.45) 


Ix+) + n photons — |x_) + (n — 1) photons (5.46) 


Enfin l'émission spontanée d’un photon se produit quand le niveau excité |x_) 
se désexcite en l'absence de champ électromagnétique 


Ix_} +0 photon — |x4) +1 photon (5.47) 


Ces processus sont représentés schématiquement sur la figure 5.12. I faut 
bien faire la différence entre l'émission stimulée, qui est cohérente avec londe 
incidente et est proportionnelle à l'intensité incidente, et l’émission spontanée 
qui est aléatoire, sans relation de phase avec le champ appliqué et n’est pas 
influencée par les conditions externes!5. 

La nécessité de l’émission spontanée a été démontrée pour la première fois 
par Einstein. Examinons une collection d’atomes à deux niveaux Æ et Es, 
E < Ez, placés dans une cavité à la température T. Il règne dans cette cavité 
un rayonnement donné par la loi de Planck (1.22). Si N est le nombre total 
d’atomes et Ni(t), N2(t) le nombre d’atomes dans les états Æ1 et Ez 


Ni (t) + Not) = N = cste 
en supposant que seuls les états Æ; et E2 sont peuplés de façon appréciable!f. 
Les nombres Ni(t) et Not) vérifient les équations cinétiques 
AN _ dM: 
dt — dt 
où w = Ez — F ; Ae(w) est le taux de transition E — E2 par unité de temps 
dû à l'absorption stimulée dans l’état Æ; et B e(w) le taux de transition E2 — 


E par unité de temps dû à l’émission stimulée. Ces taux sont proportionnels 
à la densité d'énergie e(w). À l'équilibre 
dNı _dM 
dt dt 


et le rapport des populations est donné par la loi de Boltzmann (1.12) d’où 


A NY Biet ħw 
3” Na exp (- ET = exp | T7 (5.49) 


Ce résultat n'est pas physiquement acceptable, car A et B ne 
peuvent dépendre que des caractéristiques de l'interaction du champ 


= (—- AN; + BN2)e(w) (5.48) 


15. Sauf cas exceptionnel : si l’atome est piégé entre des miroirs hautement réfléchissants 
et à très basse température, il est possible de modifier l'émission spontanée. (C’est ce 
que l’on appelle l’électrodynamique en cavité : voir par exemple Grynberg et al. [1997], 
complément VI.1. 

16. Ce sera le cas si par exemple les autres états En sont tels que En — E1 > Ez — Fi 
et En — Pi > kBT. 
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électromagnétique avec l’atome, et non de la température. Il faut corriger 
(5.48) pour tenir compte de l’émission spontanée, indépendante de e(w) 


daNı 


T (— AN: + BNə)e(w) + B'N (5.50) 


La condition d\N. /dt = 0 jointe à la condition d'équilibre de Boltzmann donne 
pour e(w) 
B' B' 


e(w) = = 
AN;/N — B (=) 
Aexp | —]-B 
kT 


La comparaison avec (1.22) montre que A = B et que 


(5.51) 


B' wè 

A rPe 
On remarque que l’on aurait aussi bien pu utiliser dans le raisonnement la 
densité de photons n(w) = e(w)/ħw ou toute quantité proportionnelle à la 
densité d'énergie e(w), au prix d’une simple redéfinition de A et B. Calculons 
explicitement B’. D’après (1.16) e(w) est une densité d'énergie par unité de 
fréquence, et l'intensité Z(w) dans (5.44) est reliée à e(w) par 


T(w) = ce(w) 


ce qui donne par comparaison avec (5.44) la probabilité d'émission stimulée 


À = 4r?c ns 
ATEoh?c 


On en déduit la probabilité d'émission spontanée B’ 


hu 4w3 d 
i p an — 
B' = ra ( r ) (5.52) 


Dans le cas de la physique atomique, un ordre de grandeur du moment 
dipolaire d est d ~ qea, où a est le rayon de l'orbite électronique, et on a 
l'estimation, avec la substitution w — wo 


B' ~ en ~a (=5) (5.53) 


où à = g?/(4reohc) est la constante de structure fine. Cette estimation est en 
accord avec (1.44), qui était fondé sur le calcul classique du rayonnement. Un 
calcul complet de B’ sera donné au § 14.3.4, où nous reviendrons sur l'examen 
de (5.53). 


5. Systèmes à nombre de niveaux fini 159 


5.3 Exercices 


5.3.1 Base orthonormée de vecteurs propres 


Vérifier par un calcul explicite que les vecteurs |x,) (5.12) forment une 
base orthonormée : (xs[Xs) = Ôs's. 


5.3.2 Moment dipolaire électrique du formaldéhyde 


1. On se propose de modéliser le comportement des deux électrons m de la 
double liaison de la molécule de formaldéhyde Hə — C = O. L’oxygène étant 
plus électronégatif que le carbone, montrer que le hamiltonien d’un électron 


prend la forme 
Ec -A 
—AÁ Eo 


avec Eo < Ec, où Ec(Eo) représente lénergie d’un électron localisé sur 
l’atome de carbone (d'oxygène). 


2. On définit í 
B= 3 (Ec = Eo) > 0 


et langle 0 par 


B = y A2 + B2 cos A = y A? + B? sin 


Calculer en fonction de 0 la probabilité de trouver un électron x localisé sur 
l’atome de carbone ou d'oxygène. 


3. On admet que le moment dipolaire électrique d du formaldéhyde est dû 
uniquement à la distribution de charge sur l’axe C = O. Exprimer ce moment 
dipolaire en fonction de la distance ł entre les atomes de carbone et d’oxygène, 
la charge du proton qp et 4. Les valeurs expérimentales sont ! = 0.121 nm et 
d = qp X 0.040 nm. 


5.3.3 Le butadiène 


Le butadiène C4Hç possède une structure linéaire (figure 5.13). Son 
ossature (C4 He)*t formée avec des électrons & comporte quatre atomes de 
carbone numérotés de n = 1 à n = 4. L'état d’un électron m localisé au 
voisinage de l'atome de carbone n°n est désigné par |). Il est commode 
de généraliser à une chaîne linéaire comportant un nombre N d’atomes de 
carbone, et donc de numéroter les atomes n = 1,...,N. Le hamiltonien d’un 
électron 7 agit sur l’état |pn) de la façon suivante 


H\Qn) = Eolgn) — A(lgn-1) +lpnH)) Si n#1, N 
Hig1} = Eolpi1}) — Alp2) 
Hign) = Eoen) — Alyn-1} 
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À est une constante positive. On remarque que les états [1) et ww) jouent un 
rôle particulier, car contrairement au cas du benzène, il n’y a pas de symétrie 
cyclique. 


1. Écrire la forme matricielle explicite de H dans la base [,) pour N = 4. 


2. L'état le plus général pour un électron x est 


N 
1x) = D» CnlPn) 


Pour adapter la méthode utilisée dans le cas de la symétrie cyclique, on 
introduit deux états fictifs |po) et [wn+1) et deux composantes co = €N+1 = 0, 
ce qui permet de réécrire |x) 


N+1 


x) = YO colon) 


n=0 


Montrer que l’action de H sur l’état |x) s'écrit 


N 
HIX) = Eolx) — A X (cn-1 + En+1)lpn) 


n=1 


8. En s'inspirant de la méthode utilisée dans le cas de la symétrie cyclique, 
on cherche cn sous la forme 


L A (e? — ee) 


ce qui assure que co = 0. Montrer que l’on doit choisir 


TS 
ô = 
N +1 


Sd; N 


si l’on veut également avoir €nw+41 = 0. 


a H 
N 134 / 
c= 
7 i 1.46 Å H 
135 Å / 


LA Ni 


FIG. 5.13 — Formule chimique du butadiène. 
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4. Montrer que les valeurs propres de H sont étiquetées par l’entier s 


TS 
N +1 


E; = Eo — 2A cos 


et donner l'expression des vecteurs propres |Xs} correspondants. Montrer que 
la constante de normalisation c vaut y/2/(N + 1) (suggestion : ef. (5.15)). 


5. Dans le cas du butadiène N = 4, donner les valeurs numériques de Es 
et des composantes des vecteurs propres. Montrer que l'énergie de l’état 
fondamental de l’ensemble des quatre électrons m est 


Eo ad A(Eo == A) ns 0.48A 


Le gain dû à la délocalisation des électrons x sur l’ensemble de la chaîne est- 
il important par rapport à la formule chimique de la figure 5.13 ? Dessiner 
qualitativement la probabilité de présence des électrons pour s = 1 et s = 2. 


6. Quelle serait l'énergie de l’état fondamental d’une hypothétique molécule 
cyclique (c'est-à-dire ayant la forme d’un carré) C4H4 ? 


7. On définit l’ordre d’une liaison / entre deux atomes de carbone n et n +1 
par 


l=1+ Ÿ_(Enlxs)(xslpn+1) 


où la somme porte sur les états |x.) occupés par les électrons r. Le facteur 1 
correspond aux électrons g. Montrer que l’ordre de la liaison est bien l = 2 
pour léthylène. Calculer l’ordre des liaisons pour le benzène et pour les 
différentes liaisons du butadiène et commenter les résultats. Pourquoi la 
liaison centrale du butadiène est-elle plus courte qu’une liaison simple (1.46 À 
au lieu de 1.54 À) ? 


5.3.4 Vecteurs propres du hamiltonien (5.22) 


Montrer que dans le cas où le champ électrique est indépendant du temps, 
et lorsque dE/A < 1, le vecteur propre normalisé de H correspondant à la 
valeur propre Eo — À est donné à l’ordre dE/A par 


1 fi-de/(24) 
a) = a E 


Quel est l’autre vecteur propre ? 


5.3.5 L’ion moléculaire H3 


L’ion moléculaire HS est formé de deux protons et d’un électron. Les 
deux protons sont situés sur un axe pris comme axe des x, à des abscisses 
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respectives —r/2 et r/2. Ils seront supposés fixes (approximation de Born- 
Oppenheimer). 


1. En supposant électron sur laxe des gz, exprimer son énergie 
potentielle V(x) en fonction de sa position z et de e? = q2/(4reo) où qe 
est la charge de l’électron, et la tracer qualitativement. 


2. Si les deux protons sont très éloignés, r > l, l’électron est soit localisé 
au voisinage du proton de droite (état |1)}), soit au voisinage du proton de 
gauche (état [g2}). On suppose que ces états correspondent tous deux à l’état 
fondamental de l’atome d’hydrogène d'énergie 


1 me e? 


ER De Jao 


où Me est la masse de l’électron et ap le rayon de Bohr : ao = R? /(mee?). 
Quelle est l'échelle de longueur pertinente } dans la relation r >l? 


3. On considère l'ion HY comme un système à deux niveaux d'états de base 
{lv1), p2) }, (pilpi) = Gi. Justifier la forme du hamiltonien où l’on choisira 


A>0 
_ { Eo -A 
a E Eo ) 
Quels sont les états propres |x+) et |x_) de H et les énergies E, et E, 


E, < E_, correspondantes ? Dessiner qualitativement les fonctions d’onde 
x(x) = (x|x+) de lélectron sur l'axe des x. 


4. Le paramètre À est une fonction de la distance r entre les protons : Ar). 
Justifier le fait que À est une fonction décroissante de r et que lim,_,… A(r) = 
0. L'énergie de l’électron est donc une fonction de r, E4 (r). 


5. Montrer que pour trouver l'énergie totale de lion Æ% (r) , on doit ajouter 
un terme +e?/r. Quelle est l’origine physique de ce terme ? 


6. On paramétrise A(r) par 
- pe? a 
A(r) = ce” exp ( =) 


où b est une longueur et c l'inverse d’une longueur. Donner l’expression des 
deux niveaux d'énergie E} et E’ de l'ion. Soit 


AE(r) = E! (r) — Eo 


la différence d'énergie entre l’état fondamental de lion et celui de l'atome 
d'hydrogène. Montrer que AE(r) peut passer par un minimum pour une 
valeur r = ro et en déduire 
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Quelle condition doit-on avoir sur b et ro pour que l'ion H$ soit un état lié ? 


7. Les valeurs expérimentales sont ro = 2ao et AE(ro) ~ Eo/5 = —e?/(10&o). 
En déduire b et c en fonction de ao. 


5.4 Bibliographie 


Pour la chimie quantique élémentaire, on pourra consulter Feynman 
et al. [1965], volume III, chapitre 15, F. Goodrich, À Primer of Quantum 
Chemistry, Wiley, New-York (1972), chapitre 2, ou C. Gatz, Introduction to 
Quantum Chemistry, C.E. Merrill, Columbia (1971), chapitres 10 à 12. Les 
systèmes à deux niveaux avec interactions résonantes et quasi-résonantes sont 
traités par Feynman et al. [1965], volume III, chapitres 8 et 9 ou par Cohen- 
Tannoudji et al. [1973], chapitre IV. L’interaction d’un atome à deux niveaux 
avec un champ électromagnétique est traitée à un niveau avancé par Grynberg 
et al. [1997], chapitre II. Le lecteur trouvera des détails complémentaires sur 
lion moléculaire H} dans Cohen-Tannoudji et al. [1973], complément Gxr. 
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Chapitre 6 


États intriqués 


OUS NOUS SOMMES limités jusqu’à présent aux états à une particule. 

Dans ce chapitre, nous allons introduire la description d'états à deux 
particules ; une fois ce cas assimilé, il n’est pas difficile de généraliser 
à un nombre quelconque de particules. Les états à deux particules (ou 
plus) conduisent à des configurations très riches, dites intriquées. Dans une 
première section, nous allons nous attacher au formalisme mathématique 
indispensable, celui du produit tensoriell Nous en profiterons pour 
introduire la description quantique des mélanges à l’aide du formalisme 
de l'opérateur densité. La seconde section sera consacrée à l'étude 
d'importantes conséquences physiques : les inégalités de Bell et les 
expériences d’interférences avec états intriqués, qui permettront d'approfondir 
notre compréhension de la physique quantique. Nous soulignerons tout 
particulièrement le caractère non local de la mécanique quantique. Enfin, 
dans la dernière section, nous passerons brièvement en revue les applications 
potentielles à la théorie de la mesure et à l'information quantique. Ce dernier 
sujet, actuellement en pleine expansion, trouve ses applications dans le calcul 
quantique, la cryptographie et la téléportation. 


6.1 Produit tensoriel de deux espaces vectoriels 


6.1.1 Définition et propriétés du produit tensoriel 


Nous cherchons à construire l’espace des états de deux systèmes physiques 
que nous supposons dans un premier temps entièrement indépendants. Soit 
HF et HY les espaces des états des deux systèmes, de dimensions respectives 
N et M. Comme les deux systèmes sont indépendants, l’état global est défini 
par la donnée du vecteur d'état |p) € H du premier système et du vecteur 
d'état |x) € HY du second. Le couple {|p}, |x}} peut être considéré comme un 
vecteur appartenant à un espace vectoriel de dimension NM, appelé produit 
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tensoriel des espaces H et HX, noté HY & HX , que nous allons définir 
précisément ci-dessous. 

Choisissons une base orthonormée |n} de HY et une base orthonormée |m) 
de H sur laquelle nous décomposons des vecteurs arbitraires |p) € HY et 
Ix) € HY 


N M 
=} ealn) Ix) = X dmm) (6.1) 
n=1 m=l 


L'espace HY @ HY sera défini comme un espace à NM dimensions où les 
couples {|n},|m)}}, notés |n 8 m}, ou |n} 8 |m), forment une base orthonormée 


(n! @ m'in @ m) = ÉnrnômIm (6.2) 


et le produit tensoriel des vecteurs |) et |x), noté |y 8 x), ou |p) @ lx), est 
le vecteur de composantes c,d» dans cette base 


le & x) = > Cndm in Q M) (6.3) 


On vérifie immédiatement la linéarité de l’opération produit tensoriel 
le 8 (x1 + Ax2)) = [V 8 x1) + AP ® x2) 
(y1 + Ap2) 8 x) = lp1 8 x) + Aļp2 8 x) 


Il faut également vérifier que la définition du produit tensoriel est 
indépendante du choix de la base. Soit |i) et |j} deux bases orthonormées 
de HY et H}! déduites des bases |n} et |m) par des transformations unitaires 
respectives R (R! = Rt) et S(S-1 = Si) 


=F Rao =Y Salm) 


D’après (6.3), le produit tensoriel |i @ j) est donné par 


(6.4) 


n,m 


Par ailleurs, on peut écrire la décomposition de |p} et |x} dans les bases 
respectives |i) et |j) 


Un calcul immédiat (exercice 6.4.1) montre que 


Y äd;li@ j) = [pe x) 


ij 
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où |y ® x} est défini par (6.3). Le résultat pour |p & x) est donc indépendant 
du choix de la base. 

Lorsque les deux systèmes ne sont plus indépendants, nous admettrons 
(postulat V) que l’espace des états reste HV @ H¥ : il est raisonnable de 
supposer que les interactions ne peuvent pas modifier l’espace des états!. Le 
vecteur d'état le plus général sera de la forme 


(D) = X bam [n  m) (6.5) 


En général on ne pourra pas écrire le vecteur |®) comme un produit tensoriel 
lex). En effet, il faudrait que l’on puisse factoriser banm sous la forme cd», 
ce qui est impossible sauf cas de systèmes indépendants. 

Le produit tensoriel C = À & B de deux opérateurs linéaires À et B 
agissant respectivement dans les espaces HŸ et HA est défini par son action 
sur le vecteur produit tensoriel |y @ x) 


(A@B)v@ x) = |A 8 Bx) (6.6) 
et ses éléments de matrice dans la base |n & m) de H] & HX sont donc 
(n & m'|A @ Bin 8 m) = AwnBmm (6.7) 


En général un opérateur C agissant sur HY @ HM ne sera pas de la forme 
À @ B. Ses éléments de matrice seront 


(n D m'|CIn Q m) = Corm';nm 


et sauf cas particulier on ne pourra pas écrire Cn'm':nm sous la forme factorisée 
AnnBm/m. Deux cas particuliers intéressants de (6.6) sont À = Iy et B = Im, 
où Iy et Im sont les opérateurs identité de HY et de HY 


(A8 Im)le 8x) = |Ap 8x) (In 8 Bll 8x} =lp8 Bx) (6.8) 
En termes d'éléments de matrice 


(n'Om'JADImnDm) = Annôm'm {n'@m'|In @Bln®m) = ninBm'm 

(6.9) 
Enfin, si |p) est vecteur propre de À avec la valeur propre a (Al) = aly)), 
alors |y & x) sera vecteur propre de À @ Im avec la valeur propre a 


(4 Im)le 8 x) =al @ x) (6.10) 


On omet souvent d’écrire explicitement les opérateurs identité Iy et Im, et 
une écriture courante pour (6.10) est 


Alp @ x) = alp@x) ou simplement Alyx) = alyx) (6.11) 


en supprimant le symbole du produit tensoriel. Comme la notation @ est 
assez lourde, elle sera souvent omise sauf s’il y a une ambiguïté possible. 


1. Toutefois nous verrons au chapitre 13 que, pour deux particules identiques, une partie 
seulement de HY & HM correspond à des états physiques. 
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6.1.2 Système de deux spins 1/2 


Nous allons illustrer la notion de produit tensoriel en construisant l’espace 
des états d’un système de deux spins 1/2. Les espaces des états des deux 
spins sont des espaces à deux dimensions Hı et H2. L'espace des états du 
système des deux spins H = Hı Q Hə est à quatre dimensions (4 = 2 x 2). 
On choisit comme base orthonormée de Hı et de H les états propres |£1) et 
leo), €; = +1, des opérateurs projection du spin sur laxe Oz, S1% et S22, avec 
1 


h 
z7 E2 e2) 


1 
Sizlei) 2 pda jei) S2:l€2) = 


D’après (6.5), les états du système de deux spins se décomposent sur la base 
orthonormée |£1 @ £2) et par exemple 


1 1 
(S19 12)|E1 DE) = zie lE1@E2) ; (S1z@S22)|E1 DE2) = ru E1€2|€1 QE2) 


Suivant (6.11), on utilisera fréquemment les notations allégées |£1€2) au lieu 
de |e1 Q £2), 81,92, au lieu de Si, @ S2, ; avec ces notations, les équations 
précédentes deviennent 


CRE her aen y Dra TR eyealerea) (6.12) 
Soit |x1) et |x2)} deux vecteurs arbitraires (normalisés) de Hı et de Ha 
lx1) = Ml+) + ml) Al? + Ja? = 1 
Ix2) = A+) + ol) Al? + lol? = 1 
Le produit tensoriel [X1 @ x2) est donné suivant (6.3) par 
1x1 @ x2) = A| + ®+) +l + ©} + Aou] — 8+) + uina- S—) (6.13) 
Un vecteur arbitraire |Y) € H est 
IY) = al + 8+) + 8] + &—) +y- S+) + ê| — S-) (6.14) 


Ce vecteur n’est pas en général de la forme (6.13) : en comparant (6.13) 
et (6.14), on note qu'un vecteur produit tensoriel vérifie par exemple 


ad = py 


et a priori cette condition n’a aucune raison d’être valide. Lorsque |Y) n’est 
pas de la forme (6.13), on dit que l’on a affaire à un état intriqué des deux 
spins. 

Un cas particulier important est l’état intriqué 


B) = -z (1+8--1-8+) 
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ou en notation allégée (6.12) 


i) = (1+ paS) (6.15) 


Cet état est manifestement intriqué car à = ô = 0 et 8 = y = 1/V2 : 
að + By. Une propriété remarquable de |®) est son invariance par rotation? : 
c’est un scalaire par rapport aux rotations. En effet, comme nous l'avons 
vu au 8 3.2.4, le transformé |x}r par une rotation R d’un état |x} s'obtient 
en lui appliquant un opérateur D!/2 (3.58) qui est une matrice de SU(2), 
c’est-à-dire une matrice unitaire et de déterminant unité (exercice 3.3.6). Les 
transformés de |+) et |—) sont 


HR = al+) +b]l-) 


(6.16) 
|-)r = cl+) +dl-) 

avec? ad — bc = 1. Nous en déduisons 

|+—}r = ac| ++) +ad|+—)+be| — +) +bd|— —) (6.17) 
et en échangeant + > — 

|- +r = ac| ++) +ad|- +) +bc|+ —)+6bd|- —) 

ce qui donne pour le transformé de |®} par rotation 

r= -p (+-a-1- 48) = 0d- b00) =) (618) 


6.1.3 Opérateur densité 


Considérons un système de deux particules décrit par un vecteur d’état 
|4) € Hı & Ha. Si |Y) est un produit tensoriel [1 @ p2), le vecteur d'état 
de la particule 1 est |1). Mais que se passe-t-il si |Y) n’est pas un produit 
tensoriel, ou, en d’autres termes, si [Ÿ) est un état intriqué ? Peut-on encore 
parler du vecteur d’état de la particule 1 ? Nous allons voir que la réponse à 
cette question est négative : en général on ne peut pas attribuer un vecteur 
d'état à la particule 1. Cet exemple montre qu'il nous faut généraliser notre 
description des systèmes quantiques, et cette généralisation va bien au-delà 
du cas particulier que nous venons de mentionner. Lorsque l’on peut décrire 
un état physique par un vecteur de l’espace de Hilbert des états, on dit 
que l’on a affaire à un état pur ou à un cas pur ; ceci sera le cas si l'on 
dispose d’une information complète sur le système. Lorsque l'information 


2. Nous verrons au § 10.6.1 que |®) est un état de moment angulaire nul, et donc un 
scalaire pour les rotations. 
3. Et c = —b*, d = a*, mais nous ne nous servirons pas de ces relations ici. 
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est incomplète, on a affaire à un mélange, et un système quantique est alors 
décrit mathématiquement par un opérateur densité, souvent appelé matrice 
densité. L'introduction de l’opérateur densité va nous permettre de reformuler 
le postulat I du chapitre 4 afin de décrire des situations physiques plus 
générales que celles envisagées jusqu'ici, celles où l’on ne dispose que d’une 
information partielle sur le système considéré. 

Lorsque l’on a affaire à un cas pur, la donnée du vecteur d'état |p) € H 
pour décrire un système quantique est équivalente à celle du projecteur Pp = 
lp)(&l sur l’état |). En un certain sens, se donner P, est même préférable, 
car la phase arbitraire de |) disparaît : P, est invariant lorsque l’on multiplie 
|p) par un facteur de phase 


ke) — ei* lp) 


et il y a donc correspondance biunivoque entre l’état physique et P, et non 
correspondance à un facteur de phase près. La valeur moyenne d’une grandeur 
physique À s'exprime simplement en fonction de Po. Introduisons en effet une 
base orthonormée |n} de H 


(A) = (plAle) = X [{vin)(nlAlm)(mle) 


= $ (mly eln) nlAm) 
= Ÿ[(mIP, Alm) = Tr(P,,4) (6.19) 


P, est le cas le plus simple d’opérateur densité. Nous pouvons maintenant 
généraliser à un mélange : dans un tel cas on sait seulement que le système 
quantique a la probabilité p, (0 < Ppa < 1,5}, Pa = 1) de se trouver dans 
l’état |a). Les états |a} sont supposés normalisés ({(pala) = 1), mais pas 
nécessairement orthogonaux. Par définition, opérateur densité p décrivant 
ce système quantique est 


P= 2 Palpa), Pal z2 PaP pa (6.20) 


La valeur moyenne d’une grandeur physique A s'obtient par une généralisation 
immédiate de (6.19). En effet, la valeur moyenne de A dans l’état |Ya}, 
(Aja, est 


(Aa = (Pal Alpa) 
et cette valeur moyenne est affectée du poids p, dans le calcul de la valeur 
moyenne globale (A). La valeur moyenne dans le mélange est donc 


K = D patd}a = Y` pa (palAlpa) = Toa) (6.21) 


4. La mécanique statistique quantique fait un usage intensif de l’opérateur densité. 
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Les poids p, sont fixés par le problème physique considéré. Donnons deux 
exemples importants. 


e Le système quantique est un sous-système d’un plus grand système dans 
un état pur. Les poids p, sont alors déterminés en prenant une trace 
partielle, selon la procédure définie ci-dessous en (6.23). 


e Le système est macroscopique et décrit par la mécanique statistique 
d'équilibre. Les poids p, sont alors obtenus en maximisant l’entropie 
statistique Ss = —Trplnp, ce qui correspond physiquement à 
maximiser l'information manquante. 


Les propriétés fondamentales de p, qui suivent immédiatement de sa 
définition (6.20) sont 


e p est hermitique : p = pi. 


p est de trace unité : Trp = 1. 
e pest une matrice positive” : (olp|w) > 0 quel que soit |p}. 


e Une condition nécessaire et suffisante pour que p décrive un état pur est 
p? = p : en effet, comme p = pt, la condition p? = p implique que p est 
un projecteur. Comme Trp = 1, la dimension de l’espace vectoriel de 
projection est unô, et p est de la forme |p) lọ]. 


La donnée des p, et des |[p4) dans (6.20) détermine p de façon unique, mais 
l'inverse n’est pas vrai : à un même opérateur densité peuvent correspondre 
plusieurs décompositions différentes (exercice 6.4.3). 

Comme application de ce formalisme, considérons un système de deux 
particules décrit par un opérateur densité p agissant dans l’espace H1 & Ho. 
Quel est alors l’opérateur densité de la particule 1 ? Pour répondre à cette 
question, examinons une grandeur physique C dépendant uniquement de cette 
particule : C'est de la forme À @ 12, où À agit dans H1. On veut trouver un 
opérateur densité pl) agissant dans Hı tel que 


(A) = Tr (p0) A) (6.22) 
Dans l’espace Hı @ H2, la valeur moyenne de À @ Iz est donnée par 


(A & I) — Tr([A © Ilp) z 5 Anım Snom Pmima;nina 


RMI N2Ma2 


5 Anim: D russe = y AL = Tr(4p0)) 


nimi n2 nimi 


li 


5. Une matrice (strictement) positive est hermitique et a des valeurs propres (strictement) 
positives et réciproquement : exercice 2.4.10. 

6. En général, si P est un projecteur, Tr P est égal à la dimension de l’espace vectoriel 
de projection : il suffit pour le voir de sé placer dans une base où Pest diagonal. 
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L'opérateur densité de la particule 1 est donné dans la base |n1}) de Hı par la 
matrice pl) d'éléments 


Plm = Y pinia ka ou p™® = Tr2p (6.23) 


n2 


La seconde expression est indépendante de la base : Trz représente la trace 
sur l’espace H2, appelée trace partielle de opérateur densité global, tandis 
que p™ est l'opérateur densité réduit. Une application importante de (6.22) 
est le calcul de la probabilité de trouver la valeur propre a, de À, qui est 
donnée en fonction du projecteur Pn sur le sous-espace de la valeur propre an 
d’une grandeur physique À par une expression généralisant (4.4) 


plan) = Tr (70) 


Il est important de se convaincre que la prescription qui consiste à prendre la 
trace partielle est une conséquence du postulat IT, car l’expression donnant 
les valeurs moyennes découle de ce postulat. 

Après avoir énoncé les propriétés de l’opérateur densité, revenons à notre 
problème initial, où le système des deux particules est dans un état pur. Si la 
particule 1 était dans un état pur, Trip devrait être un projecteur. Or ceci 
n’est en général pas le cas : sauf si l’état des deux particules est de la forme 
lp 8 x), il n’est pas possible d'attribuer à la particule 1 un état quantique 
bien déterminé. Vérifions-le pour l’état intriqué |[®) (6.15) : les éléments de 
matrice non nuls de p sont 


P+-;+- = p-+;-+ = 1/2 P-+;+- = P+-;-+ = —1/2 


p = Trp = G na) (6.24) 


qui ne vérifie pas (p(®)? = pb), Même si le système des deux particules est 
dans un état pur, l’état d’une particule individuelle est en général un mélange ! 
L'opérateur densité (6.24) décrit un mélange où le spin a 50 % de chances 
d’être orienté vers le haut et 50 % de chances d’être orienté vers le bas : c’est 
ce que l’on appelle un état non polarisé : cf. l’exercice 6.4.4. En fait la matrice 
densité (6.24) constitue un cas extrême de mélange, qui correspond à un 
désordre maximal et à une information minimale sur le spin. On peut montrer 
qu’une mesure quantitative de l’information contenue dans l’opérateur densité 
est donnée par l’entropie statistique? Ss = —Trplnp, qui est d'autant plus 
grande que l'information est réduite. Dans le cas d’un spin 1/2, elle est 


7. Il faut prendre garde au fait que Trplnp # 37, p,lnp,, sauf si les vecteurs [ga) 
dans (6.20) sont orthogonaux entre eux. 
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comprise entre 0 et In 2 et vaut 0 pour un cas pur, ln 2 pour le mélange (6.24) : 
ln2 est la valeur maximale de l’entropie statistique pour un spin 1/2, et le 
mélange (6.24) est bien celui qui contient l’information minimale. Si l’espace 
de Hilbert des états d’un système quantique est de dimension N, l'opérateur 
densité correspondant au désordre maximal est p = T/N, soit une entropie 
statistique Sst = In N. 

Il est essentiel de bien faire la différence entre état pur et mélange : 
supposons par exemple qu’un spin 1/2 soit dans l’état pur 


1 
x) = J (+) +1- (6.25) 


L'analyse par un appareil de Stern-Gerlach dont le champ magnétique B est 
parallèle à Oz va donner une probabilité de 50 % de déviation vers le haut 
et 50 % de déviation vers le bas, tout comme dans le cas non polarisé (6.24). 
Cependant l'état (6.25) est un état propre de Sy, |X} = |[+,&) : si B est 
parallèle à Ox, 100 % des spins seront déviés dans la direction des x positifs, 
alors que pour (6.24) les probabilités de déviation vers les x positifs et négatifs 
seront toujours de 50 % : en fait, quelle que soit l’orientation de l’appareil 
de Stern-Gerlach, il y aura toujours 50 % des spins déviés dans la direction 
de B et 50 % dans celle de —B. La différence entre les deux cas est que 
pour le cas pur (6.25), ou état complètement polarisé, il existe une relation de 
phase bien définie entre les amplitudes pour trouver |x) dans les états |+} et 
|[—). L'état pur |x} est une superposition cohérente des états |+) et |[—), et le 
mélange (6.24) est une superposition incohérente de ces mêmes états. Dans un 
mélange, l'information sur les phases est perdue, au moins partiellement (car 
il peut bien sûr exister des états partiellement polarisés : cf. l'exercice 6.4.4) ; 
elle est totalement perdue pour un état non polarisé. 

Les mêmes remarques valent pour la polarisation de la lumière, ou la 
polarisation d’un photon : une lumière non polarisée est une superposition 
incohérente de lumière polarisée linéairement à 50 % suivant Ox et 50 % 
suivant Oy, sans relation de phase entre les deux. Une lumière polarisée 
circulairement à droite |D} ou à gauche |G} est décrite par les vecteurs (3.24) 


1 . 1 ; 
|D) = E (læ) + ily) 1G) = N (læ) — ily)) 


Une telle lumière sera arrêtée à 50 % par un polariseur linéaire dirigé suivant 
Ox, et plus généralement suivant un axe quelconque, tout comme une lumière 
non polarisée. Si les photons sont non polarisés, tout polariseur (A, u) (cf. 
§ 3.1.1) laissera passer les photons avec une probabilité de 50 %. 

De façon générale, la caractéristique d’un état pur est qu'il existe un 
test maximal dont un des résultats a une probabilité de 100 %, tandis que 
pour un mélange il n’existe pas de test maximal possédant cette propriété 
(exercice 6.4.3). Dans le cas du spin 1/2, cela veut dire qu’il n'existe pas 
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d'orientation de B telle que 100 % des spins soient déviés dans la direction 
de B , et dans celui du photon qu’il n’existe pas de polariseur (À, y) laissant 
passer tous les photons avec probabilité unité. 

Il n’est pas difficile de trouver la loi d'évolution temporelle de l’opérateur 
densité pour un système isolé. En effet, si nous considérons d’abord 
l'opérateur densité d’un cas pur, en utilisant (4.11) 


„d ., d 
he Poo = he (OOI) = Poo - Po = H, Poo] 


En sommant sur les probabilités p, on obtient léquation d'évolution de p(t) 
dp(t 
SPC) L tr, pt) (6.26) 


Nous avons écrit un hamiltonien indépendant du temps, mais (6.26) reste 
valable même si H dépend du temps. On obtient une loi équivalente en 
utilisant l'opérateur d'évolution U(t,0) (4.14) 


p(t) = U(t, 0) p(t = 0) UT (4,0) 


Une telle évolution temporelle de l'opérateur densité est réversible et est 
appelée hamiltonienne ou unitaire. Il est intéressant d’observer qu’un état 
de désordre maximal est un invariant dynamique car [H, p] = 0. 

L'introduction de l’opérateur densité permet de donner une formulation 
plus générale des postulats du chapitre 4. 


e Postulat Ia. L'état d'un système quantique est représenté 
mathématiquement par un opérateur densité p agissant dans un espace 
de Hilbert des états H. 

e Postulat Ifa. La probabilité p, de trouver le système quantique dans 
l’état |x} est donnée par 


py = Tr (olx) (xl) = Tr p Px 
e Postulat IVa. L'évolution temporelle de l’opérateur densité est donnée 


par (6.26) 
do(t) 


ii, = H), pA) 


Le postulat III reste inchangé, et le postulat RPO (réduction du paquet 
d'ondes) (4.7) devient 


ProPa 


Tr oPh 
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lorsque le résultat de la mesure de la grandeur physique À est la valeur 
propre an. Soulignons à nouveau que (6.26) ne vaut que pour un système isolé. 
L'évolution temporelle d’un opérateur densité réduit n’est pas hamiltonienne, 
sauf cas particuliers. 


6.2 Exemples 


6.2.1 Inégalités de Bell 


Supposons que nous soyons capables de fabriquer un état |®) (6.15) 
de deux particules identiques de spin 1/2, les deux particules partant en 
sens inverse, avec des impulsions égales et opposées. Elles peuvent par 
exemple provenir de la désintégration d’une particule instable de spin zéro et 
d’impulsion nulle, auquel cas la conservation de l’impulsion implique qu'elles 
partent bien dans des directions opposées. Un exemple (simple théoriquement, 
mais pas expérimentalement !) est la désintégration d’un méson 7° en 
un électron et un positron? : n? — et +e-, Deux expérimentateurs, 
nommés conventionnellement Alice et Bob, mesurent suivant un axe donné la 
composante du spin de chaque particule (figure 6.1), lorsque les particules sont 
très éloignées comparativement à la portée des forces et ont cessé d’interagir 
entre elles depuis longtemps. Pour la clarté de la figure, les axes sont choisis 
perpendiculaires à la direction de propagation, bien que cela ne soit pas 
indispensable! En utilisant un appareil de Stern-Gerlach dont le champ 
magnétique est parallèle à la direction à, Alice mesure la composante du spin 
suivant cet axe de la particule partant vers la gauche, ou particule a, et de 
même Bob mesure la composante suivant un axe b du spin de la particule 
partant vers la droite, ou particule b. Examinons d’abord le cas où Alice 
et Bob utilisent tous deux l'axe Oz : à = b = 2. Les désintégrations 
sont supposées bien séparées dans le temps et chaque expérimentateur peut 
savoir qu'il mesure les spins de particules issues de la même désintégration. 
Autrement dit, chaque paire de particules est parfaitement bien identifiée dans 
l'expérience. 

Grâce à son appareil de Stern-Gerlach, Alice mesure la composante suivant 
Oz, st) du spin de la particule a, avec pour résultat +ñ/2 ou —k/2, et Bob 
fait de même pour la composante s® de la particule b. Ainsi que nous 
l’avons vu en (6.24), chacune des deux particules est non polarisée : Alice et 
Bob observent une suite aléatoire de résultats +h/2 et —h/2. Une fois la série 


8. C’est ce que l’on observe en mécanique statistique pour l'opérateur densité d’un 
système en contact avec un réservoir de chaleur. Dans une évolution hamiltonienne, 
l’entropie statistique —Tr pln p est conservée, mais ce n'est pas le cas pour une évolution 
non hamiltonienne : l’entropie statistique d’un système en contact avec un réservoir de 
chaleur n’est pas constante. 

9. Ce mode de désintégration est rare, mais il s’agit pour le moment d’une discussion 
théorique. 

10. Voir la note 14 du chapitre 3. 
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T 


Bob 


FIG. 6.1 — Configuration d’une expérience de type EPR. 


de mesures faite, Alice et Bob se retrouvent sur un même site et confrontent 
leurs résultats. Ils constatent que pour chaque paire ces résultats exhibent une 
parfaite (anti)corrélation. Lorsqu’ Alice a mesuré +A/2 pour la particule a, 
Bob a mesuré —h/2 pour la particule b et vice-versa. Pour expliquer cette 
anticorrélation, calculons le résultat d’une mesure dans l’état |®) (6.15) de 
la grandeur physique [S (a s®) construite avec deux opérateurs compatibles. 
Compte tenu de (6.12), on voit immédiatement que |®} est vecteur propre de 


[s st) avec la valeur propre —/?/4 


1 


HSE (4-1 4}e e +) 


La mesure de [s sP] doit donc donner le résultat —?/4, ce qui implique 
que Bob doit mesurer —h/2 si Alice a mesuré +h/2 et vice-versa!!. Dans la 
limite de la précision du dispositif expérimental, il est impossible qu’Alice et 
Bob mesurent tous deux +h/2 ou —h/2. 


11. On rencontre parfois le raisonnement suivant : si Alice obtient +h/2 en mesurant la 
première sf), l'état |$} est projeté sur | + —} par réduction du paquet d'ondes (postulat 
RPO), et Bob mesure donc s®) = —h/2. Ce raisonnement n’est pas satisfaisant, car 
l'énoncé « Alice effectue la première une mesure du spin » n’est pas invariant de Lorentz si 
Alice et Bob sont distants de L et si leurs mesures sont séparées par un intervalle de temps 
T< Lfe. 
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À la réflexion ce résultat, pour l'instant, n’est pas trop surprenant. C’est 
une variante du « jeu/? des deux douaniers » : deux voyageurs a et b partent 
en sens inverse depuis l’origine, chacun emportant une valise, et sont contrôlés 
ultérieurement par deux douaniers, Alice et Bob. D’une des valises contient 
une boule rouge, l’autre une boule verte, mais les voyageurs ont pris au hasard 
leur valise fermée et ils ne connaissent pas la couleur de la boule enfermée dans 
leur valise. Si Alice contrôle la valise du voyageur a, elle a 50 % de chances 
de trouver une boule verte. Mais si elle trouve effectivement une boule verte, 
il est clair que Bob, avec une probabilité de 100 %, va trouver une boule 
rouge ! Des corrélations ont été introduites au départ entre les valises, qui se 
retrouvent dans une corrélation des résultats d’Alice et Bob. 

Cependant, comme l’ont remarqué pour la première fois Einstein, Podolsky 
et Rosen (EPR) dans un article célèbre!% — sur un exemple différent, la version 
exposée ici est due à Bohm —, la situation devient nettement moins banale 
si Alice et Bob décident d’utiliser dans une autre série de mesures l’axe Ox 
au lieu de l'axe Oz. Comme |[$) est invariant par rotation, si Alice et Bob 
orientent leurs appareils de Stern-Gerlach dans la direction Ox, ils vont à 
nouveau trouver une anticorrélation parfaite de leurs mesures car 

h2 
[Se sPa) = -7 18) 

Le point de vue sous-jacent à l'analyse de ces résultats par EPR est celui 
du « réalisme » : EPR supposent que l’on peut attribuer aux systèmes 
microscopiques des propriétés intrinsèques, recouvrant une réalité physique. 
Plus précisément, si la valeur d’une grandeur physique peut être prédite avec 
certitude sans perturber en rien le système, alors il existe une réalité physique 
attachée à cette grandeur. Pour une particule de spin 1/2 dans l’état |+), Sz 
est une grandeur de ce type car on peut prédire avec certitude que S, = k/2. 
En revanche dans ce même état, la valeur de Sy ne peut pas être prédite 
avec certitude (elle vaut +#/2 ou —h/2 avec une probabilité de 50 %) : Sx 
et S, ne peuvent pas avoir simultanément une réalité physique. Étant donné 
que les opérateurs Sy et S, ne commutent pas, il est impossible en physique 
quantique de leur attribuer des valeurs simultanées. 

Poursuivant leur analyse, EPR. s'appuient sur une deuxième hypothèse, 
celle du principe de localité, qui stipule que si Alice et Bob effectuent leurs 
mesures dans des régions locales de l’espace-temps!{, qui ne peuvent pas être 
reliées de façon causale, alors il n’est pas possible que le choix d’un dispositif 
expérimental par Alice, par exemple l'orientation de son appareil de Stern- 
Gerlach, puisse affecter les propriétés de la particule b!$. D’après la discussion 


12. Inventé pour la circonstance ! 

13. A. Einstein, B. Podolsky et N. Rosen, Phys. Rev. 47, 777 (1935). On parle parfois 
du « paradoxe EPR », mais il n’y a aucun aspect paradoxal dans l’analyse EPR. 

14. Par exemple si Alice et Bob sont distants de L dans un référentiel où ils sont tous 
deux au repos et que les mesures prennent un temps 7, on exigera que rT  L / (A 

15. Ce qui n’est pas équivalent à dire que les résultats d’Alice et de Bob ne sont pas 
corrélés ! Dans l’exemple élémentaire des deux voyageurs, l’ouverture de la valise du 
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précédente, ceci implique que sans perturber en rien la particule b, une mesure 
par Alice de S (a) permet de connaître avec certitude § (0) et une mesure de 5{ 
permet de connaître avec certitude s®). Si l’on accepte le « réalisme local » 
d’'EPR, le résultat de la mesure d’Alice ne sert qu’à révéler une information 
qui devait déjà être stockée dans la région locale d’espace-temps attachée 
à la particule b. Une théorie plus complète que la mécanique quantique 
devrait contenir une information simultanée sur les valeurs de st) et de S Ko) 
capable de prédire avec certitude tous les résultats des mesures de ces deux 
grandeurs physiques dans une région locale de l’espace-temps attachée à la 
particule b. Les grandeurs physiques HO) et S Q@) ont donc simultanément une 
réalité physique en contradiction avec la description quantique du spin d’une 
particule par un vecteur d'état. EPR. ne contestent pas que la mécanique 
quantique donne des prédictions statistiquement correctes, mais elle ne suffit 
pas pour décrire la réalité physique d’une paire individuelle. Dans le cadre du 
réalisme local, tel qu’il a été défini ci-dessus, argument d’'EPR est imparable 
et leur verdict sans appel : la mécanique quantique est incomplète ! Toutefois 
EPR ne proposent aucun schéma pour « compléter » la mécanique quantique. 

Selon le réalisme local, même si une expérience donnée ne permet pas de 
mesurer simultanément s® et st), ces deux quantités ont néanmoins une 
réalité physique simultanée dans la région locale de l’espace-temps attachée 
à la particule b, et il en est de même par symétrie pour s£ et s{) pour 
la particule a. Cette conséquence inéluctable du réalisme local permet de 
prouver les inégalités de Bell, qui fixent les corrélations maximales possibles 
dans une telle hypothèse. Revenant au cas des axes de mesure à et b 
quelconques, appelons A(â) et B(b) le résultat d’une mesure de à : à et de 
&-b: afin de se débarrasser du facteur h/2, il est commode d'utiliser les 
matrices de Pauli plutôt que les opérateurs de spin. De plus, nous allègerons 
les notations en omettant les exposants (a) et (b) lorsque les vecteurs à ou à 
lèvent toute ambiguïté 


M =g. â>- å oP =g. b a.b 


Les résultats des mesures ont pour valeurs possibles +1: 
A(à) = Ea = 1 B(b) = ex = +1 


Soit Pe e, la probabilité jointe pour qu’Alice trouve le résultat €, et Bob le 
résultat cp et soit E(à,b) la valeur moyenne (e,6s) 


E(à D) = X` ea£o Peas = [P44 +P--]— [P4- + P-4] (6.27) 


voyageur a par Alice révèle la couleur de la boule de la valise b : cette ouverture ne perturbe 
en rien la valise b, bien qu’elle détermine le résultat de Bob, ce qui fait que les résultats 
sont corrélés. La couleur de la boule contenue dans la valise b préexistait à l’ouverture de 
la valise a. 
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E(â,b) mesure la corrélation entre les mesures d’Alice et celles de Bob quand 
ceux-ci utilisent des axes à et b. E(à,b) est obtenu expérimentalement en 
effectuant une série de N > 1 mesures sur N paires : si An (à) et B,(b) sont 
les résultats de la mesure sur la paire n pour les orientations (à, b) 


E(à,b) DE (à) BA (b) 


E(à, b) est une donnée expérimentale, indépendante de tout a priori théorique. 
Considérons maintenant deux orientations possibles à et â’ pour les mesures 
d'Alice et de même deux orientations possibles b et b pour celles de Bob, et 
utilisons la notation abrégée A’, = An (â'), B!, = B,(b') pour la paire n. Soit 
Xn la combinaison 


Xn = AnBn + An B!, + A'B! — A! Bn = An(Bn + B!,)+ 4! (B!, — Bn) (6.28) 


Contrairement à celle de E(à,b), l'écriture de Xn repose sur un a priori 
théorique, celui du schéma envisagé par EPR où les particules a et b 
« possèdent » les propriétés 4,,...,B7. Un seul des quatres couples possibles 
(An, Bn,)...(A,,B!,,) peut être effectivement mesuré dans une expérience 
sur la paire n, mais le résultat potentiel des trois autres expériences est bien 
défini, même s’il nous est inconnu. Pour chaque paire, la combinaison Xn vaut 
+2. En effet, on a soit B, = B}, auquel cas B’, — Bn = 0 et Bn + B, = +2, 
soit Bn = —B!,, auquel cas Bn + Bi, = 0 et B}, — Bn = +2. Comme les valeurs 
possibles de An et A’, sont +1, on a nécessairement X» = +2. La moyenne 
sur un grand nombre d'expériences ne peut donner qu’une valeur moyenne 
(X} dont la valeur absolue est inférieure à deux 


N 
W= | im E5 Xa] <2 (6.29) 
n=1l 

Le résultat [{X}| < 2 est un exemple d’inégalité de Bell. Soulignons à nouveau 
que cette inégalité dépend de façon cruciale du réalisme local : la particule a 
possède simultanément les propriétés 4,, et A’, la particule b les propriétés Bn 
et B}, et An dans (6.28) ne peut pas dépendre de l'orientation b ou b’ de 
l’analyseur Bob. 

Quelles sont les prédictions de la mécanique quantique ? Pour calculer 
E{(à, b) défini en (6.27) on se sert de l’invariance par rotation de |Ø} qui permet 
de choisir â suivant Oz : les états propres de Sa, ou de g- à, sont alors les 
états propres |+) et |[—) de S{%. Soit 8 l'angle entre b et Oz ; d’après (3.56), 
dans la base {|+),|-)} 


a (A . 0 
(+, 6) = cos > +) + sin : |->) 
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Le produit tensoriel!6 | + &[+, b) est donc donné par 
0 0 
| + @[+., b]) = cos 9 [+ @+) +sin 7 |+8-) (6.30) 
et amplitude a4, telle que p,, = |a+4|? vaut 
A à 0 
a++ = (+ 8 [+4,0] |8) = (+ 8 [+, b] | + 8-) = — sin > (6.31) 


Par symétrie dans l’échange + = — 


2 0 
P+ =P- = 5 sin 
et donc 
2 0 
P+- =P-+4=3 CS > 
ce que l’on peut vérifier par un calcul explicite (exercice 6.4.7). On en déduit 
NICE +2 8 2 0 À H 
E(â,b) = si z S — cos = —â - b (6.32) 
Une autre façon de calculer E(à,b) est de remarquer que A(â) = £a est la 
valeur propre de à : à, B(b) = £» de g :b, et la mesure de (3-4) & (2-b) a 
pour résultat £a£p. Æ(â, b) west autre que la valeur moyenne de (F -â) 9 (2-b) 
dans l’état |®) 
E(à.b) = ((2 - â) 8 (2 -b))a = (D(F - â) Q (2 -$)8) (6.33) 


L'exercice 6.4.7 montre que l’on retrouve bien (6.32) à partir de (6.33). 
Faisons maintenant le choix suivant pour les axes de mesure des deux 
spins : à est parallèle à Z et b est dirigé suivant la seconde bissectrice des 
axes ĉ et Z (figure 6.2), à’ parallèle à ĉ et b' suivant la première bissectrice, 
orthogonal à b. Les différentes valeurs moyennes sont données par 


E(à,b) = E(à,b') = E(à’,b) = Ee E(â',b) = — (6.34) 


La combinaison (X) de ces valeurs moyennes vaut —24/2 en mécanique 
quantique 


(X) = E(à, b) + E(à,b') + Elâ, b) — Elâ, b) = -2V2 (6.35) 


On peut montrer que le choix des orientations de la figure 6.2 donne la 
valeur maximale de |{X)| : |(X)|max = 2V2. Cette valeur viole la borne (6.29) 


16. Nous rétablissons provisoirement la notation du produit tensoriel pour la clarté de 
l'écriture. 
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FIG. 6.2 — Configuration optimale des angles. 


(X)| < 2. La mécanique quantique est incompatible avec les inégalités de 
Bell, et donc avec l’hypothèse EPR de réalisme local : les corrélations de la 
mécanique quantique sont trop fortes ! Les théories de variables additionnelles 
locales sont un exemple de théorie réaliste locale, et les prédictions de la 
mécanique quantique sont donc incompatibles avec toute théorie de ce type. 
La contradiction entre la mécanique quantique et les hypothèses EPR vient 
de ce qu’en mécanique quantique on ne peut pas attribuer simultanément des 
valeurs bien définies aux quatre quantités An, Bn, A’ et Bi, de (6.28) pour 
une même paire de spins 1/2, car ces quantités correspondent à des valeurs 
propres d’opérateurs qui ne commutent pas tous entre eux. Une expérience 
permet de mesurer au plus deux de ces quantités simultanément, et sur deux 
particules différentes, et on n’a pas le droit de supposer l'existence de ces 
quantités, même inconnues, dans un raisonnement physique. Contrairement 
à l’ouverture de la valise a, la mesure du spin de la particule a par Alice ne 
dévoile pas une propriété préexistante de la particule b!7. La quantité X, 
dans (6.28) est « contrefactuelle », c’est-à-dire qu’elle ne peut être mesurée 
dans aucune expérience réalisable!$. 

Les expériences ont d’abord été réalisées avec deux photons provenant de la 
désexcitation successive de deux états excités d’un atome (cascade atomique), 


17. De ce point de vue, la figure 2.18 de Lévy-Leblond et Balibar [1984] est susceptible 
d’une interprétation erronée : on peut comprendre que le quanton « possède » à la fois les 
propriétés d'onde et de particule, et que l’observation, qui met en évidence l’un ou l'autre 
de ces aspects, ne fait que dévoiler une réalité préexistante. 

18. Comme l'écrit A. Peres [1995] : « Unperformed experiments have no results. » Il ne 
faudrait surtout pas en conclure qu’il est nécessairement illicite d'introduire dans la théorie 
des quantités non directement observables : par exemple les conséquences de la causalité 
sur une constante diélectrique dépendant du temps s'expriment le plus commodément 
en prenant sa transformée de Fourier et en montrant que cette transformée est une 
fonction analytique de la fréquence w dans le demi-plan complexe Imw > 0. Pourtant 
on n’observe jamais expérimentalement une fréquence complexe ! Comme l'écrit Feynman 
(Feynman et al. [1965], chapitre 2): « Il n’est pas vrai que nous puissions poursuivre une 
activité scientifique complète en utilisant uniquement les concepts directement soumis à 
l'expérience. » 
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FIG. 6.3 — Expérience avec des photons intriqués. La paire de photons intriqués 
est produite dans un cristal non linéaire BBO et les deux photons partent dans des 
fibres optiques qui les amènent aux analyseurs de polarisation. D’après A. Zeilinger, 
Rev. Mod. Phys. 71, 5288 (1999). 


les polarisations des deux photons étant intriquées dans un état!° 


|v) IDD) + |GG}) = l) + lyy)) (6.36) 


7 
Les expériences d'Aspect et al.?? au début des années 1980 ont été les 
premières à donner de façon convaincante des résultats excluant le réalisme 
local. Actuellement on réalise des expériences beaucoup plus précises en 
utilisant la conversion paramétrique de photons. Dans une expérience réalisée 
à Innsbrück?1, un photon ultraviolet est converti dans un cristal non linéaire en 
deux photons dont l’état de polarisation est intriqué (figure 6.3). Dans cette 
expérience, on peut modifier de façon aléatoire l’orientation des analyseurs 
pendant que les photons sont en route entre leur point de production et les 
détecteurs. En effet les deux détecteurs sont distants de 400 m, distance 
franchie par la lumière en 1.3 us, alors que la durée combinée des mesures 
individuelles et de la rotation des polariseurs ne dépasse pas 100 ns et 
on élimine ainsi toute information qui pourrait être stockée à l’avance sur 
l’orientation des polariseurs. Jl est impossible que les détections d’Alice 
et de Bob soient reliées de façon causale. La seule objection possible est 
que seulement 5 % des paires de photons sont détectés, et il faut admettre 
que ces 5 % constituent un échantillon représentatif. A priori on ne 


19. Il faut faire très attention aux conventions d'orientation : cf. l'exercice 6.4.8. 

20. A. Aspect, P. Grangier et G. Roger, Phys. Rev. Lett. 49, 91 (1982) ; A. Aspect, J. 
Dalibard et G. Roger, Phys. Rev. Lett. 49, 1804 (1982). 

21. G. Weihs et al. Phys. Rev. Lett. 81 5039 (1998). 
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peut voir aucune raison qui s’y oppose. On peut très raisonnablement 


affirmer que l'expérience a tranché en faveur de la mécanique quantique et 
a éliminé le principe de réalisme local d’Einstein. La physique quantique est 
définitivement non locale?3, même si l’on peut montrer que cette non-localité 
ne contredit jamais la relativité restreinte, en ne permettant pas par exemple 
de transmission d’information à une vitesse supérieure à celle de la lumière : 
Alice et Bob observent chacun une suite aléatoire de +1 et de —1 qui ne 
contient aucune information, et c’est seulement en comparant leurs résultats 
transmis par une voie classique, à une vitesse inférieure à c, qu’ils peuvent 
se rendre compte de leur corrélation. Mais même si la non localité de la 
mécanique quantique n’est pas en contradiction avec la relativité restreinte, 
il n’en reste pas moins qu’on observe au mieux une coexistence pacifique ! 


6.2.2 Interférences et états intriqués 


Dans la discussion des expériences d’interférences du chapitre 1, nous avons 
insisté sur le fait que les interférences étaient détruites s’il était possible, au 
moins en principe, de connaître la trajectoire de la particule et de déterminer 
si elle était passée par une fente plutôt que par l’autre. La qualification « au 
moins en principe » est cruciale : il importe peu qu’un expérimentateur soit 
ou non présent pour effectuer l’observation, et il importe peu que l’observation 
soit ou non possible avec les techniques expérimentales d'aujourd'hui. Il 
suffit de concevoir que cette observation soit possible en principe dans le 
cadre du dispositif expérimental envisagé. L'utilisation des états intriqués va 
considérablement enrichir nos possibilités, et nous faire encore mieux apprécier 
l’étonnante singularité de la mécanique quantique par rapport aux préjugés 
hérités de notre expérience classique. 

Imaginons une expérience où une particule 1 passe à travers un dispositif 
de fentes d’Young, et soit |a) (resp. |a’)) l’état quantique où cette particule 
passe par la fente a (resp. a’), c’est-à-dire l’état quantique de la particule 
quand la fente a’ (resp. a) est fermée. Supposons l’état de la particule 1 
intriqué avec celui d’un particule 2, l’état global |[Ÿ) étant 


D) = 3 (la 8b) + la! 80) (6.37) 


Si par exemple les deux particules sont issues de la désintégration d’une 
particule instable d’impulsion nulle, leurs impulsions sont corrélées par 
conservation de l’impulsion 


Pi + P2 = 0 


22. On admet que le résultat de l'élection de Président de la République peut être prédit 
avec un bon niveau de confiance sur un échantillon de 1000 personnes sur 30 millions 
d’électeurs, soit 0.003 % ! 

23. Il n’y a aucune référence à l’espace-temps dans le vecteur |®) (6.15). On parle aussi 
de la non-séparabilité du vecteur d'état. 
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FIG. 6.4 - Brouillage des interférences : la détection du photon 2 dans le plan situé 
à une distance 2f de la lentille permet de remonter à la position du photon 1 dans 
le plan des fentes d’Young. 


La mesure de ÿ> donne une information sur p}, et peut permettre sous 
certaines conditions de remonter à la trajectoire de la particule 1, et par 
exemple de déterminer la fente d’Young choisie par celle-ci, ce qui entraîne la 
destruction des interférences. Dans le cas des interférences avec une seule 
particule, on dit souvent que l’observation de la trajectoire « perturbe » 
celle-ci, et que cette perturbation est à l'origine de la destruction des 
interférences. Notre exemple d’interférences avec des particules intriquées 
confirme la discussion du § 1.4.4 en montrant que cette « explication » passe 
à côté du point essentiel : dans cette nouvelle expérience, la particule 1 
n'est jamais observée, et c’est l'information fournie sur 1 par une mesure 
effectuée (ou non effectuée !) sur 2 qui permet de conclure à la destruction 
des interférences. C’est la possibilité d’étiqueter les différentes trajectoires, et 
non la perturbation due à leur observation, qui est à l’origine de la destruction 
des interférences. 

Cet étiquetage des trajectoires avait déjà été mis en évidence dans 
l'exercice 3.3.9 sur la diffraction des neutrons par des noyaux de spin 1/2. 
En effet la possibilité, toute théorique, d’étiqueter la trajectoire des neutrons 
grâce au renversement du spin d’un noyau, suffit à détruire les interférences : 
au lieu des pics de diffraction, on observe un fond continu, bien que les 
variables spatiales des neutrons ne soient en rien affectées par le renversement 
du spin. Cependant l'expérience que nous allons examiner ci-dessous est 
encore plus complète, car elle donne l’option d'effacer cet étiquetage et de 
retrouver les interférences. 

Avant de passer à la description d’une expérience effectivement réalisée, 
nous en discuterons le principe dans une géométrie plus simple. Deux 
photons 1 et 2 sont émis dans la désintégration d’une particule instable 
supposée pratiquement immobile ; nous reviendrons ultérieurement sur cette 
hypothèse. La désintégration a lieu dans une lame de hauteur d (figure 6.4). 
Le photon 1 part vers la gauche et traverse un dispositif de fentes d’Young, 


6. États intriqués 185 


tandis que le photon 2 part vers la droite avec une impulsion opposée, passe 
à travers une lentille convergente de focale f et est détecté sur un écran Fə 
situé à une distance 2f de la lentille par une batterie de détecteurs. Le plan 
F des fentes d’Young est également situé à une distance 2f de la lentille. 
La position d’arrivée du photon 2 sur l'écran Æ> permet de remonter à celle 
du photon 1 sur le plan F, car les plans Æ2 et F sont conjugués pour la 
lentille. Si un photon 1 est détecté sur l’écran E1 après son passage à travers 
les fentes d’Young, un photon 2 sera détecté en coïncidence sur l'écran Ez, 
ce qui donnera l'information sur la fente traversée. Les photons 1 ne vont 
donc pas former de figure d’interférences. Même en l’absence de lentille et de 
détecteur, il n’y aurait pas d’interférences, car on pourrait en principe installer 
la lentille et la batterie de détecteurs en Æ2 et recueillir ainsi l'information 
sur la trajectoire du photon 1 : c’est l'existence du photon compagnon qui est 
cruciale. 


E 


F1G. 6.5 — Interférences en coïncidence : le détecteur du photon 2 est placé 
maintenant dans un plan situé à une distance f de la lentille. L'information 
potentielle sur la trajectoire du photon 1 est effacée, et on observe une figure 
d’interférences si l’on détecte le photon 1 en coïncidence avec le photon 2. 


Cependant il est possible d'effacer cette information potentielle en réalisant 
une expérience différente : un détecteur est placé dans le plan focal de la 
lentille (figure 6.5). La détection du photon 2 détermine alors la direction 
de l’impulsion du photon 2 avant la lentille, et par voie de conséquence celle 
du photon 1. Toute information sur la position du photon 1 au passage du 
plan F des fentes est maintenant effacée : le détecteur fonctionne comme une 
« gomme quantique ». Les photons 1 détectés en coïncidence avec un photon 2 
vont se répartir sur une figure d’interférences sur l’écran Æ. la position de la 
frange centrale étant fixée par la position du détecteur dans le plan focal de 
la lentille. 


On doit toutefois faire la remarque suivante : l’angle caractéristique dans 
la géométrie de l'expérience est 9 = a/D, où a est la distance entre les fentes 
et D la distance des fentes à la source. La dispersion Ap, sur la composante 
verticale de l’impulsion des photons produits dans la lame de hauteur d est 
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laser UV 2f SE détecteur D; 


cristal a ES 
non linéaire E 
fentes LA 
d'Young ‘= coïncidences 


détecteur Də 


F1G. 6.6 — Expérience du groupe d’Innsbrück. La paire de photons intriqués est 
produite dans un cristal non linéaire. D’après A. Zeilinger, Rev. Mod. Phys. 71, 
S288 (1999). 


donnée en fonction de la longueur d’onde À par 


h Ap, hR 


ZA 
=a 


La discussion précédente suppose que cette dispersion est négligeable par 


rapport à 8 


À 
F & 8 (6.38) 


En revanche, pour À/d œ 4, on observera deux systèmes de franges 
indépendants si l’on fait passer les deux photons à travers des fentes d'Young 
(exercice 6.4.9). 

L'expérience est réalisée dans une géométrie un peu différente : les deux 
photons sont produits par conversion paramétrique dans un cristal non linéaire 
d’un photon ultraviolet d’impulsion P, et la condition P1 + P2 = 0 est 
remplacée par pı + P2 = P. Les deux photons partent tous deux vers la 
droite avec une petite ouverture angulaire variable (figure 6.6). Pour obtenir 
la trajectoire du photon 1, il suffit sur les figures 6.4 et 6.5, de renverser sa 
direction de propagation à partir de la lame. L'expérience confirme en tout 
point la discussion précédente (figure 6.7). 


6.2.3 États intriqués à trois particules : états GHZ 


Les états GHZ (Greenberger-Horne-Zeilinger) sont des états intriqués 
à trois particules qui exhibent des propriétés non classiques de façon 
encore plus spectaculaire que les états à deux particules. On sait réaliser 
expérimentalement des états intriqués à trois photons en utilisant la 
conversion paramétrique. Afin de simplifier la discussion, nous nous limiterons 
à la discussion théorique d'états intriqués de trois particules de spin 1/2. On 
suppose qu’une particule instable se désintègre en trois particules identiques 
de spin 1/2, émises dans un plan, dans une configuration où les trois 
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position du détecteur Dı 


Fi. 6.7 — Interférences observées par le groupe d’Innsbrück. D’après A. Zeilinger, 
Rev. Mod. Phys. 71, S288 (1999). 


impulsions font entre elles un angle de 27/3 et dans l’état intriqué de spin 


= (1++1-1-—) (6.39) 


Trois expérimentateurs, Alice (a), Bob (b) et Charlotte (c), peuvent 
mesurer la composante du spin suivant une direction perpendiculaire à la 
direction de propagation de chaque particule (figure 6.8). Le plan des 
impulsions est le plan horizontal, l'axe Oz est choisi le long de la direction de 
propagation (il dépend donc de la particule), l’axe Oy est vertical et £ = ÿ x £. 
Examinons les trois opérateurs suivants 


La = CaxObyOey Eb = OayObxOey De = TayObyOcx (6.40) 


Les matrices g; agissent dans l’espace des états de spin de la particule ?, 
í = a,b,c. L'indice i de X; donne la position de la matrice ds dans les 
produits (6.40). Les trois opérateurs X; commutent entre eux : pour le 
montrer, on utilise le fait que des matrices ø agissant sur des espaces différents 
commutent, par exemple 


CarOby = ObyOaz 
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FIG. 6.8 — Configuration d’une expérience de type GHZ. 


Pour des matrices agissant dans le même espace on se servira de (3.48) 
Cry = —OyOz 
ainsi que de 
2 2 
Or =0 =I 
Montrons par exemple que Ða et © commutent 


Lad = Tax ObyOcyOayO br Ocy = OaxTbyOayObx 
= —CayOarObyO br = TayObr Car Oby 


= TayObrTcyOcyTarTby = Doa 


Les autres relations de commutation se démontrent de la même façon. Les 
opérateurs X; sont de carré un (X? = T), leurs valeurs propres sont +1, et 
comme ils commutent entre eux, ils peuvent être diagonalisés simultanément. 
Il existe donc un vecteur propre |Y) préservant la symétrie entre les trois 
particules, construit explicitement en (6.39), tel que 


LalŸ) = Dolt) = Zelt) = |) (6.41) 


Les mesures de spin sont faites dans les configurations (x,y, y), (y, z,y) et 
(y, y,æ) : par exemple dans la configuration (x, y, y), Alice oriente son appareil 
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de Stern-Gerlach dans la direction Oz, Bob et Charlotte dans la direction Oy. 
Les mesures de Giy ou de Giy ont toujours pour résultat +1, et si le triplet de 
particules est dans l’état |Y}, le produit des résultats d’Alice, Bob et Charlotte 
doit être +1, quelle que soit la configuration des appareils. En revanche, si 
ceux-ci sont dans la configuration (x,x,x), le produit des résultats est —1 
parce que 


CazObr0ex = D = ~a Hb he 
et par conséquent, si [Ÿ} est donné par (6.39) 
ED) = —|Y) (6.42) 
On vérifie sans peine que E commute avec Xa, 2% et e. Compte tenu de 
xt) = |-) Ozl—) = |+) 
oyl+} = il) ay|—) = —il+) 


on montre directement (6.41) en examinant l’action des £; sur |Y) ; on montre 
de même (6.42) en faisant agir GaxObxOex sur |Y) 


DarobeTe |) = 00050 (5 (1 +++)-|- --))) 
= z (l---)-1+++)) = -1% 


Essayons maintenant de rendre compte des résultats expérimentaux à l’aide du 
réalisme local : une fois les trois particules suffisamment éloignées, chacune 
d’entre elles possède en propre ses caractéristiques physiques. Notons À, 
le résultat de la mesure de la composante x du spin de la particule a par 
Alice,. . ., Cy celui de la composante y du spin de la particule c par Charlotte, 
avec Az, ..., Cy = +1. Lorsqu'une mesure de la composante x est effectuée en 
conjonction avec deux mesures de la composante y, nous avons vu en (6.41) 
que le produit des résultats est +1 


Az ByCy = +1 ABC = +1 AyByCx = +1 (6.43) 


Cependant, alors que les particules sont en vol, les trois expérimentateurs 
peuvent décider de modifier l’orientation de leurs axes d’analyse et de les 
orienter tous suivant Ox ; le produit des trois composantes des spins vaut 
alors —1 

ArBrCz = —1 (6.44) 


Mais on remarque que 
ArBıCr = (ArByCy)(AyBrCy)(AyByCx) = 1 


car 4% = B} = C? = 1. Les équations (6.43) et (6.44) sont incompatibles ! Il 
ne s’agit pas comme au § 6.2.1 d’une inégalité reposant sur des corrélations 
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statistiques, mais d’une anticorrélation parfaite ! Le réalisme local voudrait 
que la grandeur Gag ait une réalité physique au sens de EPR, puisque qu’on 
peut la mesurer sans perturber en rien la particule a en mesurant Oby et 
cy : Az = ByCy. Mais on peut aussi obtenir À; en mesurant Obg et Gex : 
Az = —B;Cxr. Le réalisme local implique qu’il s’agit du même Az, mais ce 
n’est pas le cas en mécanique quantique : la valeur de À, est contextuelle, elle 
dépend des grandeurs physiques non compatibles entre elles qui sont mesurées 
simultanément à our, et As dans (6.43) n’est pas le même que As dans (6.44). 
Comme dans le cas des inégalités de Bell, le problème vient de ce que l’on 
ne peut pas mesurer simultanément les six quantités 4,,...,C,, qui sont les 
valeurs propres d'opérateurs ne commutant pas tous entre eux, et la mesure 
simultanée de ces six quantités est contrefactuelle : on peut en mesurer 
au maximum trois dans une expérience. Les opérateurs Xa, bo, Xe et È 
commutent tous entre eux. Il serait donc possible d’envisager une expérience 
où ils soient mesurés tous les quatre simultanément. Mais le réalisme local 
exige en plus que la mesure du produit 2,342 donne un résultat identique 
au produit des valeurs individuelles des six opérateurs de spin, ce qui n’est 
pas un énoncé compatible avec la physique quantique. 


6.3 Applications 


6.3.1 Mesure et décohérence 


Dans l'interprétation de Bohr (ou de Copenhague) de la mesure en 
mécanique quantique exposée au chapitre 4, l’appareil de mesure est un objet 
classique : le résultat de la mesure se lit par exemple comme la position d’une 
aiguille sur un cadran. Cette interprétation est d’une efficacité remarquable, 
et elle est utilisée sans états d’âme par des milliers de physiciens. Du point 
de vue de la pratique quotidienne, il n’y a rien à y ajouter. Il n’en va 
pas de même si l’on réfléchit aux fondements de cette interprétation. En 
effet, les lois universelles de la physique sont quantiques, et la physique 
classique n’est qu’une approximation, dans certaines limites et sous certaines 
conditions qui restent d’ailleurs encore largement inconnues aujourd’hui, sauf 
dans des cas modèles trop simples pour être réalistes. On pourrait être tenté 
d'affirmer que les objets macroscopiques sont classiques, mais ce serait ignorer 
qu’il existe des échantillons macroscopiques de fluides quantiques comme 
l'helium (He et tHe) superfluides ou les supraconducteurs. Le processus 
de mesure commence certainement par une interaction microscopique entre 
Pobjet quantique à mesurer et l’appareil de mesure, et la description de cette 
interaction relève du domaine quantique. Ensuite, par des processus dont 
personne ne maîtrise encore les détails, la mesure se traduit en fin de compte 
par un effet classique, la position d’une aiguille sur un écran. La faiblesse de la 
théorie de Bohr est que la frontière quantique-classique est floue, et peut être 
déplacée plus ou moins arbitrairement (jusqu’au cerveau de l’expérimentateur, 
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ce qui a donné lieu à une abondante littérature). Conscient de cette faiblesse 
de la théorie de Bohr, von Neumann avait proposé de la compléter grâce 
à un mécanisme de mesure comportant une interaction quantique initiale 
entre l’objet à mesurer et l’appareil de mesure, considéré lui aussi comme un 
objet quantique. Dans la théorie de von Neumann, on suit sans difficulté 
la première phase du processus de mesure, celle qui relève de l'équation 
d'évolution (4.11) et que l’on peut appeler phase de pré-mesure. Mais pour 
obtenir une véritable mesure, il faut nécessairement passer par une étape qui 
n'est plus régie par (4.11), mais par une évolution irréversible. L’interaction 
du système à mesurer S avec l'appareil de mesure M crée un état intriqué 
S + M. Cela ne pose aucun problème tant que M reste microscopique, mais 
ne peut pas persister jusqu’à la fin du processus de mesure. En effet, dans 
le cas contraire, rien n’interdirait à l’appareil de mesure de se trouver dans 
un état de superposition linéaire, et par exemple une aiguille pourrait pointer 
sur deux positions à la fois sur le cadran. La description de l’appareil de 
mesure relève d’un ensemble statistique classique, et non d’un vecteur d'état, 
et c’est l’interaction irréversible de M avec son environnement, ou décohérence, 
qui conduit à ce résultat. Il faut cependant souligner que si la décohérence 
est une étape essentielle du processus de mesure, elle ne suffit pas à rendre 
compte de l'intégralité de ce processus. Elle explique comment on passe d’une 
superposition quantique à un mélange statistique, mais elle n’a rien à dire sur 
l’origine du postulat IT, ni sur le fait que d’une expérience particulière sur un 
système quantique émerge toujours un résultat unique. 

Afin de rendre ces considérations plus concrètes, nous allons nous appuyer 
sur une expérience conduite à l’École Normale Supérieure en 199624, dont le 
schéma est donné dans la figure 6.9. Notre discussion sera schématique : des 
détails complémentaires se trouvent à l’annexe B. Dans cette expérience, la 
mesure est effectuée par un champ électromagnétique enfermé dans la cavité 
supraconductrice C du schéma de la figure 6.9. Le facteur de qualité de 
cette cavité est très élevé, de l'ordre de 5 x 107: la vie moyenne T, d’un 
photon dans la cavité est de quelques centaines de us, alors que la fréquence 
de résonance wc est de 3.21 x 101! rad.s7} (vc = 51.1 GHz). Une fois le champ 
établi dans la cavité, on coupe toute interaction avec la source § du champ et 
on travaille avec un nombre moyen {n} de photons de 3 à 10. L'objet à mesurer 
est un atome qui parcourt le trajet de O aux détecteurs D en traversant la 
cavité. Cet atome peut exister dans deux états : un état fondamental |g} et un 
état excité? |e). Le passage de l’atome dans la cavité induit un déphasage + 
du champ électromagnétique?$ selon l’état de l'atome. On note |G}, déphasé 
de + (resp. |E}, déphasé de —®) l’état (quantique) du champ après que 
l'atome dans l’état |g) (resp. le)) a traversé la cavité. Selon que l'atome est 


24. M. Brune et al. Phys. Rev. Lett. 77, 4887 (1996). 

25. Ces deux états sont des états de Rydberg d’un atome de rubidium, correspondant à 
un électron de valence dans un niveau n = 50 : exercice 14.5.4. 

26. En effet, on travaille hors résonance, et les photons de la cavité ne sont pas absorbés 
par les atomes : voir § 5.2.4. 
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O 


FiG. 6.9 — Expérience sur la décohérence. Les atomes sortent du four O et traversent 
une première cavité micro-onde R1. Ils traversent ensuite la cavité supraconductrice 
C puis la seconde cavité micro-onde Rə. Les cavités R1 et R2 sont alimentées par 
la même source S. Les atomes sont finalement détectés par les deux détecteurs à 
ionisation De et Dg, qui sont déclenchés respectivement par les atomes dans les états 
e ou g. D’après M. Brune et al. Phys. Rev. Lett. 77, 4887 (1996). 


dans l’état le) ou |g), on obtient un vecteur d’état atome + champ 
leE) ou |gG) 


La mesure de l’état du champ permet en principe?” — sinon en pratique — de 
mesurer l’état de l’atome : si le champ est trouvé dans l’état |E}, cela veut 
dire que l’atome était dans l’état le), et l’état du champ est donc l'aiguille 
qui donne le résultat de la mesure. La position de l'aiguille est soit +, 
correspondant à |g}, soit —®, correspondant à |e), mais nous en sommes 
encore au stade d’une pré-mesure : toute l’évolution a été régie jusqu’à présent 
par une équation du type (4.11), pour un système atome + champ isolé. 
Les états |G} et |E} sont des états « presque classiques »: si le nombre de 
photons était grand, le module et la phase du champ seraient parfaitement 
définis’8. Une représentation module et phase de ces états est donnée dans la 
figure 6.10 : dans le plan complexe du champ électrique, le module du champ 
est proportionnel à la racine carrée liny 2 du nombre moyen de photons. 
Cependant, contrairement au cas classique, l'extrémité du vecteur champ 


27. D’existence potentielle d’une telle mesure est confirmée par la disparition 
d’interférences : voir l'annexe B. 

28. D'un point de vue technique, ces états sont des « états cohérents » : voir la 
section 11.2. 


6. États intriqués 193 


FIG. 6.10 — Représentation module et phase du champ électrique dans la cavité C. 
Les cercles hachurés donnent la dispersion sur l’extrémité du champ. 


électrique n’est pas exactement fixée : elle est affectée par des fluctuations 
quantiques qui vérifient AnA® ~ 1 (cf. § 11.3.4). 

Appliquons en Rı une impulsion micro-onde sur l’atome avant son passage 
dans C (figure 6.9). L'effet de cette impulsion sur le vecteur d'état de l’atome 
est le suivant 


i (6.45) 
l) — lb) = zz (— ie) + le) 


Si l'atome est initialement dans l’état |e), l'impulsion micro-onde l'envoie dans 
l’état |a), et l’état atome + champ est alors finalement l’état intriqué 


1 
|Y) = (IE) + 19G)) (6.46) 


mais on a toujours E — e, G — g. Les difficultés vont venir de ce que l’on 
peut faire des transformations linéaires sur l’état de l’atome après son passage 
dans C tant qu'une véritable mesure n’a pas été menée à son terme et que le 
système atome + champ est resté isolé. Au point où nous en sommes de la 
mesure lorsque l’atome sort de C, rien n’est joué, nous en sommes encore au 
stade d’une évolution réversible. Il est possible d'effectuer des transformations 
linéaires sur l’état de l’atome dont l'effet est de laisser le champ dans une 
superposition linéaire de |E} et |G). Pour ce faire, on applique une seconde 
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impulsion micro-onde en Rz avant les détecteurs : |) devient |} 


ju) = 10) = $ flle) +1918) + (=le) + la] 
1 1 1 
= lo 0P- 10) +l) UE) +16) (647) 


Si l’on décide maintenant d’utiliser l’atome comme appareil de mesure du 
champ, cette équation montre que selon que l’atome est détecté dans l’état 
le) par De ou dans l’état |g) par Dg, le champ est dans une superposition 
linéaire 

1 1 


v2 v2 


Comme dans une expérience de type EPR, l’état final du champ n’est fixé 
qu’après l'interaction de l’atome avec le champ, car cet état est déterminé 
par des manipulations (dans la cavité R2) postérieures à cette interaction : 
Cest un exemple d'expérience « à choix retardé ». L’équation (6.48) montre 
que l'appareil de mesure antérieur, le champ, est projeté dans un état de 
superposition linéaire. Contrairement aux états |E) et |G}, les états (6.48) 
ne sont pas des états « presque classiques ». De tels états, qui sont appelés 
chats de Schrüdinger®, seraient a priori très surprenants pour des objets 
macroscopiques, et en fait c'est l’environnement qui privilégie les états où 
l’aiguille pointe sur une position déterminée ; comme on le verra à l’annexe B, 
les superpositions linéaires sont détruites très rapidement par les interactions 
avec l’environnement, et ceci d'autant plus vite que les objets sont gros. On 
ne peut pas vraiment identifier |E) et |G} aux deux positions d’une aiguille, 
et cette première étape de la mesure ne peut être en fait qu'une pré-mesure, 
car dans une mesure menée à son terme on n’observe pas de superpositions 
linéaires. 

Pour en savoir plus sur l’état du champ, on envoie un second atome sonder 
le champ dans la cavité (une souris pour tester le chat !). Il est alors possible de 
montrer expérimentalement que l’état de superposition linéaire (6.48) est très 
fragile. La cohérence entre les états |E} et |G} disparaît au bout de quelques 
dizaines de microsecondes, en un temps beaucoup plus court que le temps de 
relaxation du champ, et ce dernier se retrouve dans un mélange statistique des 
états |E) et |G} : c’est le phénomène de décohérence, dû au couplage dissipatif 
du champ avec son environnement. Si l’on avait initialement un état pur du 
champ 


(LE) —1G)) ou (LE) +1G)) (6.48) 


|8) = AlE) + ulG) AP + lu? = 1 (6.49) 


29. En transposant la discussion originale de Schrödinger, si l’état intriqué est (6.46), 
l'observation de l'atome dans l’état |e} entraîne la mort du chat (état |E}), alors que le chat 
reste vivant (état |G}) si l’atome est observé dans l’état |g). Après envoi de l'impulsion 
micro-onde et observation de l’état de l’atome, le chat est dans un état de superposition 
linéaire vivant + mort ! 
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l'opérateur densité dans la base {|E),|G)} serait 


jl? Me) 
in = * 6.50 
P k u |u]? ( ) 


La décohérence transforme cet opérateur densité en 


me ma) (6.51) 


Dans le cas présent, la décohérence est due principalement à la fuite de photons 
en dehors de la cavité, en raison des imperfections des miroirs. Les éléments 
non diagonaux, aussi appelés cohérences, qui contiennent l'information sur 
la phase, tendent très rapidement vers zéro. Cette évolution pin — Pfn 
est non unitaire : elle n’est pas régie par un hamiltonien. En effet 
l'interaction du champ avec son environnement conduit à un état intriqué 
champ + environnement, et l’opérateur densité du champ est obtenu par une 
trace partielle 
Pchamp — Trenv asian] 


Cette évolution non unitaire se traduit par une fuite d’information vers les 
degrés de liberté de l’environnement, correspondant à un accroissement de 
lentropie statistique du champ, caractéristique d’un phénomène dissipatif 


Stat (Pan) > Sstat (Pin ) 


En résumé, le processus de mesure débute par une interaction $ + M 
régie par (4.11), mais cela ne suffit pas pour mener la mesure à son terme. Il 
est nécessaire de passer par une étape d’évolution irréversible, avec une fuite 
d’information vers des degrés de liberté inobservables. Tant que le système 
S+ M reste isolé, la mesure ne peut être achevée et en reste à l’étape de pré- 
mesure. C’est l’interaction de M avec l’environnement qui est responsable de 
lirréversibilité et de la décohérence. L'expérience de PENS permet de montrer 
la propriété de décohérence dans une situation expérimentale bien contrôlée, 
même s’il y a encore une marge considérable entre une cavité contenant 
quelques photons et un appareil de mesure macroscopique. Cependant il 
semble acquis que l'interaction avec l’environnement est bien à l’origine de 
la perte d’information sur les phases et de l’absence de chats de Schrödinger : 
par exemple une superposition cohérente de deux paquets d'ondes partant 
en sens inverse doit perdre rapidement sa cohérence de phase, et donner 
un mélange statistique de deux états d’impulsion opposée. La plus grande 
partie de l’espace de Hilbert des états est extrêmement fragile à cause de 
l’environnement, et après un temps très court, seule subsiste une fraction 
minime de cet espace, celle qui est sélectionnée par la décohérence et définit les 
mélanges statistiques d'états possédant une limite classique, les états robustes 
vis-à-vis de la dissipation dans l’environnement : le chat de Schrôdinger est 
soit vivant, soit mort ! 
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6.3.2 Information quantique 


Pour conclure ce chapitre, nous allons examiner quelques applications des 
états intriqués à l'information quantique, c’est-à-dire la théorie du traitement 
et de la transmission de l’information qui utilise les spécificités de la mécanique 
quantique. Comme résultat préliminaire, montrons le théorème de non 
clonage quantique. La condition indispensable pour que la méthode de 
cryptographie quantique décrite au § 3.1.3 soit parfaitement sûre est que 
l'espionne Ève ne puisse pas reproduire (cloner) l'état de la particule envoyée 
par Bob à Alice tout en conservant pour elle le résultat de sa mesure, ce 
qui rendrait l’interception du message indétectable. Que ceci ne soit pas 
possible est garanti par le théorème de non clonage quantique. Pour montrer 
ce théorème, supposons que l’on souhaite dupliquer un état quantique inconnu 
Ix1). Le système sur lequel on veut imprimer la copie est noté |y) : c’est 
l'équivalent de la feuille blanche. Par exemple, si l’on veut cloner un état de 
spin 1/2 |y1}), |p} est aussi un état de spin 1/2. L'évolution du vecteur d'état 
dans le processus de clonage doit être de la forme 


x189) — |x1 8x) (6.52) 


Cette évolution est régie par un opérateur unitaire U qu’il n’est pas nécessaire 
de préciser 
Ulixi & p) =x 8 x1) (6.53) 


U doit être indépendant de |y1}, qui est inconnu par hypothèse. Si l’on veut 
. cloner un second original |[x2}, on doit avoir 


U\x2 ® y) = |x2 8 x2) 
Évaluons maintenant le produit scalaire 
X = (p 8 xı|UtU] p 8 x2) 
de deux façons différentes 


(1) X = (p 8 x1lp 8 x2) = (Xalx2}) 


(6.54) 
(2) X = (x1 8 x11x2 8 x2) = ((x1lx2))? 


Il en résulte que soit |x1} = [x2), soit (xılx2) = 0. Cette preuve du 
théorème de non clonage explique pourquoi on ne peut pas se restreindre 
en cryptographie quantique à une base d'états de polarisation orthogonaux 
{|x}, |y}} pour les photons. C’est l’utilisation de superpositions linéaires des 
états de polarisation |æ} et |y} qui permet de détecter la présence éventuelle 
d’un espion. 

Venons-en maintenant au second sujet de cette sous-section, le calcul 
quantique. En théorie de l'information, l’unité élémentaire est le bit, qui 
peut prendre deux valeurs, conventionnellement 0 ou 1. Ce bit est stocké 
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classiquement par un système à deux états, par exemple un condensateur 
qui peut être non chargé (valeur 0 du bit) ou chargé (valeur 1 du bit). Un 
bit d’information implique typiquement 10$ électrons dans la mémoire vive 
d’un ordinateur actuel. Une question intéressante est alors : est-il possible de 
stocker l'information sur des électrons (ou d’autres particules) isolé(e}s ? Ainsi 
que nous l’avons déjà vu, un système quantique à deux états est susceptible de 
stocker un bit d’information : par exemple nous avons utilisé au § 3.1.3 deux 
états de polarisation orthogonaux d’un photon pour stocker un bit. Pour fixer 
les idées, nous allons plutôt utiliser les deux états de polarisation d’un spin 
1/2 : par convention l’état de spin down |—} correspondra à la valeur 0, l’état 
de spin up |+) à la valeur 1. Mais, contrairement au système classique qui ne 
peut exister que dans les états 0 ou 1, le système quantique peut exister dans 
des états de superposition linéaire |p} de |+} et |—) 


Ke) = A+) + ul) AP + lui? = 1 (6.55) 


Au lieu d’un bit ordinaire, le système quantique stocke un bit quantique, ou q- 
bit, dont la valeur dans l’état (6.55) reste indéterminée jusqu’à la mesure de la 
composante z du spin : la mesure donnera le résultat 0 avec une probabilité 
lul?, et le résultat 1 avec une probabilité [A[?, ce qui n’est pas en soi une 
propriété particulièrement utile. L'information stockée à l’aide de q-bits est 
un exemple d’information quantique. Le théorème de non clonage implique 
qu'il est impossible de recopier cette information exactement. 

Supposons que nous voulions inscrire dans un registre un nombre entre 0 
et 7. Il faudra pour cela disposer de 3 bits. En effet, dans un système de 
base 2, on peut représenter un nombre de 0 à 7 par une suite de trois nombres 
0 ou 1. Un registre classique stockera l’une des huit configurations suivantes 


0 = {000} 1={001} 2=4{010} 3= {011} 
4 = {100} 5= {101} 6= {110} 7%= {111} 


Un système de trois spins 1/2 permettra également de stocker un nombre de 0 
à 7, par exemple en faisant correspondre ces nombres aux huit états suivants 
de trois spins 


0:|---) 1:|--+)} 2:|-+-) 3:|- ++) 


(6.56) 
4:l+-—-) 5:|+-+) 6:|++-) 7:|+++) 

On notera |x}, z = 0,...,7 un des huit états de (6.56), par exemple |5) = 
| +-+). Comme on peut former une superposition linéaire des états (6.56), 
on pourrait en conclure que le vecteur d'état d’un sytème de trois spins nous a 
permis de stocker d’un seul coup 25 = 8 nombres, et avec n spins on pourrait 
stocker 2” nombres ! Cependant une mesure des trois spins suivant l’axe 
Oz donnera nécessairement un des huit états (6.56). Nous disposons d’une 
importante information virtuelle, mais lorsque nous cherchons à la matérialiser 
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dans une mesure effective, nous ne faisons pas mieux que le système classique : 
la mesure donne un des huit nombres, et pas les huit à la fois ! 

Quel gain peut-on alors attendre d’un ordinateur quantique qui 
fonctionnerait avec des q-bits ? En fait, un ordinateur quantique serait 
susceptible de mener en parallèle un grand nombre d'opérations. Les 
opérations élémentaires sur les q-bits, et donc sur les états du type (6.56), 
sont des évolutions unitaires régies par l’équation d'évolution (4.11), ou sa 
version intégrale (4.14). Dans certains cas, une information utile pourrait être 
extraite de ces opérations, si l’on peut utiliser le calcul parallèle quantique. 
Le principe d’un tel calcul est le suivant : un registre d’entrée de n q-bits 
stocke un état |W) 


W = x DK) (6.57) 


où |æ) a été défini précédemment dans le cas n = 3. Si l'on part de l’état 
| — —...-—), on peut montrer qu’il suffit de n (et non expn) opérations 
élémentaires pour arriver à (6.57). On construit ensuite le produit tensoriel 
|T) de lY) avec l’état |0} d’un registre de sortie de 2™ q-bits 


= 80) = x ŸS_Ir@0) (6.58) 


et une opération unitaire correspondant à une évolution temporelle du système 
transforme |Y) en |Y’) 


(D) = 19) = U1) = zz X lee fa) (6.59) 


L’ensemble des deux registres contient simultanément les 2”+™ valeurs du 
couple (x, f(x)). Bien sûr une mesure donnera un couple unique, mais il 
est possible d'utiliser l'information stockée dans le vecteur d’état (6.59) pour 
effectuer par exemple une transformée de Fourier sur cette superposition et 
échantillonner ensuite le spectre de puissance pour remonter à la période de 
f(x) : nous renvoyons le lecteur intéressé aux articles cités en référence. 

Un exemple est la détermination de la période d’une fonction f(x). 
Supposons f(x) définie sur Zy, le groupe additif des entiers modulo N ; 
un algorithme mis en œuvre sur un ordinateur classique exige un nombre 
d'opérations de l’ordre de N, alors qu'avec un ordinateur quantique ce nombre 
serait O(In? N). Ce résultat est à la base de l’algorithme de Shor pour la 
décomposition d’un nombre en facteurs premiers, la fonction f(x) étant alors 
a*mod. N, a entier. Pour un entier N, cet algorithme requiert O(n? N) 
opérations sur un ordinateur quantique, alors que les algorithmes classiques 
exigent O(exp[(In N)'/]) opérations. 

La principe d’algorithmes fonctionnant sur des ordinateurs quantiques 
étant acquis, reste la réalisation concrète d’un tel ordinateur. Les avis sur 
cette question sont partagés : ils vont du pessimisme intégral à un optimisme 
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mesuré. À l'heure actuelle, un groupe d’'IBM®® vient d'obtenir la factorisation 
de 15: 15 = 3 x 5 (!) à l’aide d’un ordinateur quantique utilisant la RMN, 
mais on est encore très loin de résultats utiles. Le principal problème est celui 
de la décohérence : en effet le calcul parallèle décrit précédemment exige que 
l’évolution soit unitaire, ce qui implique l’absence d’interactions incontrôlées 
avec l’environnement. Bien sûr une isolation totale est impossible : il s’agit au 
mieux de réduire au maximum les perturbations induites par l’environnement, 
et de concevoir des algorithmes de correction d’erreurs inévitables en utilisant 
une information redondante. 


état téléporté 


information 


classique 


paire 


intriquée 
état à 
téléporter 


Source de particules intriquées 


FIG. 6.11 — Téléportation : Alice effectue une mesure de Bell sur les particules 1 
et 2 et informe Bob du résultat par une voie classique. 


La téléportation est une application amusante des états intriqués, qui 
pourrait servir à transférer l'information quantique (figure 6.11). Supposons 
qu’Alice souhaite transférer à Bob l'information sur l’état de spin |p}ı d’une 
particule 1 de spin 1/2 


lp} =A + ul) (6.60) 


qui lui est a priori inconnu, sans lui transmettre directement cette particule. 
Elle ne peut pas faire une mesure du spin, car elle ne connaît pas l'orientation 
du spin de la particule 1, et toute mesure projetterait en général |p}; sur un 
autre état. Le principe du transfert de l'information consiste à utiliser une 
paire de particules intriquées 2 et 3 de spin 1/2 : la particule 2 est utilisée par 
Alice et la particule 3 est envoyée vers Bob. Ces particules 2 et 3 se trouvent 


30. L. Vandersypen et al., Nature 414, 883 (2001). 
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par exemple dans l’état de spin (6.15) que nous noterons ici |7 }23 
1 
-jz = — (1+ -)z3 — | +28) 6.61 
WE) = 75 (14 da 1 25 (6.61) 


Alice va mesurer l’état de spin de la paire de particules 1 et 2 en utilisant 
une base particulière, la base des états de Bell : l’état de spin de la paire de 
particules 1 et 2 (non intriquées) peut se décomposer sur cette base formée 
d'états intriqués 


[dth = z ( hs Hu) 
2 1 
|®T }12 = VE { halles +2) aa 
lEt) = B (1 ++h2 +|- -)2) 
[ET }12 = (+00 - - -)2) 


L'état de spin des trois particules est 
[123 = |p) 8 17 )23 


1 
Ve (al + +—)123 + u| — +—)23 — A| + —+)123 — u| — -+}3) 


(6.63) 

On utilise maintenant 

1 
+= -5 (19t) +197 
|+ +2 = z (The +18 1e) 
et trois relations analogues pour réécrire 
1 
lY) = 5 [ef - l+) +Al-)s) + 1 12 (u+) + Na) 

(6.64) 


+St)a( -A+ + al-)3) — 18 12 (Xe + l-}s)] 


La mesure par Alice de l’état de spin de la paire de particules 1 et 2 projette 
cet état sur l’un des quatre états de base (6.62), ce qui projette l’état de la 
particule 3 sur l’état correspondant dans (6.64). Par exemple si la mesure 
projette sur |®7};2, létat de spin de la particule 3 est |y}3 = A|+)s + ul-)}3. 
Alice transmet alors à Bob par une voie classique le résultat de sa mesure, 
et Bob sait que la particule 3 lui arrive précisément dans l’état inconnu de 
départ (6.60), mais qui reste tout aussi inconnu ! L’état de la particule 1 a 
été téléporté, mais il n’y a jamais eu de mesure de cet état. Si le résultat de 
la mesure d'Alice n’est pas [®-}12, Bob en sait assez pour faire la correction 
et appliquer un champ magnétique convenable pour récrienter son spin dans 
l’état (6.60). 
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Il est utile d’ajouter les remarques finales suivantes : 


e À aucun moment les coefficients À et u ne sont mesurés, et l’état |w)1 
est détruit au cours de la mesure faite par Alice. Il n’y a donc pas de 
contradiction avec le théorème de non clonage. 


e Bob ne « connaît » l’état de la particule 3 que lorsqu'il a reçu le résultat 
de la mesure d'Alice. La transmission de cette information doit se faire 
par une voie classique, à une vitesse au plus égale à celle de la lumière. 
Il n’y a donc pas transmission instantanée de l'information à distance. 


e [n'y a jamais transport de matière dans la téléportation. 


6.4 Exercices 


6.4.1 Indépendance du produit tensoriel par rapport 
au choix de la base 


Vérifier que la définition (6.3) du produit tensoriel de deux vecteurs est 
bien indépendante du choix de la base dans Hı et Ho. 


6.4.2 Produit tensoriel de deux matrices 2 x 2 


Écrire explicitement la matrice 4 x 4 produit tensoriel des matrices 2 x 2 


ee) Gi) 


6.4.3 Propriétés des opérateurs densité 


1. On construit avec les éléments de matrice pii, Pij, Pji et p;; d'un opérateur 
densité p la matrice 2 x 2 
A= e Pij ) 
Pji Pij 
Montrer que pi > 0, pjj > 0 et que det À > 0, d'où lois? < puip;;. En 
déduire également que si p;; = 0, alors pi; = pj; = 0. 


2. Montrer que s’il existe un test maximal donnant une probabilité de 100 % 
pour l’état physique décrit par un opérateur densité p, alors cet état est un 
cas pur. Montrer également que si p décrit un cas pur, et que l’on peut écrire 


p= Xp +- Aà" O<À<1 


alors p = p = p” 
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3. En revanche, dans le cas d’un mélange, un opérateur densité ne détermine 
pas l’ensemble dont il est issu de façon unique. Soit par exemple l'opérateur 
densité en dimension 2,0<p<1 


p=pl+)(+i+(-p)l-)(-| 


et les vecteurs unitaires mais non orthogonaux 


la) = vPl+} + V0 -p)l-) 
b} = Vpl+) - VA -p)l-) 


Trouver une valeur de p’ telle que 
p = p'la)(a| + (1 — p')lb) (bl 


4. Soit |Y) l’état pur dans l’espace produit tensoriel HN) & HP 


N M 
=) cle: ® xs) 


Donner l'expression de |Y}{Y| et montrer que l'opérateur densité réduit p(1) 
dans HN vaut 


= Dal) (V| = D cisco) (prl oalxs) (6.65) 
ijkl 
Suggestion : montrer que Tr|a)(b| = (bla). En déduire (ou montrer 


directement) que si N = M et dans le cas particulier 


N 
t) = J cils @ Xi) 
i=1 


on obtient 
pP =Y agelo) (6.66) 
i 
Si les |x:) sont orthogonaux, (Xi|x;} = ðij, que peut-on dire des cohérences 
dans p® ? 


6.4.4 Opérateur densité pour le spin 1/2 


On considère un système quantique à deux niveaux : l’espace de Hilbert 
des états est de dimension deux. On se propose d’étudier l’opérateur densité 
d’un tel système. Les applications en sont multiples : description de la 
polarisation d’une particule massive de spin 1/2, de la polarisation d’un 
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photon, d’un atome à deux niveaux, etc. Comme un cas très courant de 
système à deux niveaux est celui du spin 1/2, nous utiliserons ce cas particulier 
pour fixer les notations et la terminologie. On choisit deux vecteurs de base de 
l’espace des états notés |+) et |—), qui sont par exemple les vecteurs propres 
de la composante z du spin. Dans cette base l’opérateur densité est représenté 
par une matrice 2 x 2, la matrice densité p. 


1. La matrice densité doit être hermitique et de trace 1 


_fa cœ 
P= | či-a 


où a est un nombre réel et c un nombre complexe. Montrer que la positivité 
de p (et donc de ses valeurs propres) introduit une contrainte supplémentaire 
sur les éléments de la matrice : 


0<a(l-a)- |e? < $ 


Montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que p décrive un cas 
pur est que a(1—a) = lc|?. Calculer a et c pour la matrice densité décrivant le 
vecteur d'état normalisé |y} = A|+ > +yul- > avec |A]? + |u|? = 1, et vérifier 
que cette matrice densité représente bien un cas pur. 


2. Montrer que p peut s’écrire en fonction d’un vecteur b, appelé vecteur de 


Bloch i ne 7 i 
1+6, bz — iby ( r 3) 
= — : =-|[I +b- 
P 1e TE 
pourvu que jbl < 1. D’opérateur vectoriel & a pour composante les matrices 
de Pauli ø; (3.47). Montrer que le cas pur correspond à |b|? = 1. Le cas 
pur jl = 1 est aussi appelé complètement polarisé, le cas b = 0 non polarisé, 
ou de polarisation nulle, et le cas 0 < |b| < 1 partiellement polarisé. Pour 
interpréter physiquement le vecteur b, on calcule la valeur moyenne du spin 
S=ihő 
(Si) = Tr (p S1) 


En déduire que Lhb est la valeur moyenne du spin. 


3. Lorsque le spin est placé dans un champ magnétique B constant, le 
hamiltonien est donné par (3.61) 


H=-,$.B 


où y est le facteur gyromagnétique, y = q/m pour un électron de charge q et de 
masse m. En supposant que B est parallèle à l'axe Oz, B = (0,0, B), calculer à 
partir de (6.26) l'équation d'évolution de p et montrer que le vecteur b tourne 
(précesse) autour de B avec une fréquence angulaire que l’on déterminera. 
Comparer avec le cas du mouvement d’un moment magnétique classique (3.31) 
et retrouver les résultats du § 3.2.5. 
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6.4.5 Structure fine et effet Zeeman du positronium 


Le positronium est un état lié électron-positron très semblable à l’état lié 
électron-proton de l’atome d'hydrogène. 


1. Calculer l'énergie de l’état fondamental du positronium en fonction de 
celui de l'atome d'hydrogène. On rappelle que la masse du positron est égale 
à celle de l’électron. 


2. Dans la suite de l’exercice, on s’intéressera uniquement à la structure 
en spin de l’état fondamental du positronium. L’espace des états à prendre 
en compte est donc un espace H à quatre dimensions, produit tensoriel des 
espaces des états de spin 1/2 de l’électron et du positron. Suivant les notations 
du $ 6.1.2, on notera |e1€2) un état où la composante z du spin de l'électron 
est he1/2 et celle du positron Re2/2, avec € = +1. Déterminer l’action des 
opérateurs 01:02>; 01y02y €t 01:02 sur les quatre états de base |+ +), [+—), 
|— +) et | — —) de H. En déduire l’action sur ces états de 


O1 02 = Oir02r + O1y02y + O1:02z 


3. Montrer que les quatre vecteurs 


M) = 1++) 
In = (+) +1-+) 
HI) =1--) 
Iv) = +--+) 


forment une base orthonormée de H et que ces vecteurs sont vecteurs propres 
de di - 2 avec des valeurs propres 1 et —3. 


4. Déterminer les projecteurs Pı et P_3 sur les sous-espaces des valeurs 
3 
propres 1 et —3, en écrivant ces projecteurs sous la forme 


ÀI + uI + C2 
5. Montrer que l’opérateur P12 
1 a aTa 
Piz = SU +0 ne) 
échange les valeurs de €; et £2 
P12/€1€2) = |£2€1) 
6. Le hamiltonien Ho du système de spins est donné en l’absence de champ 


extérieur par 
Ho = Eol + AG: - Go ÀA>0 
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où Eo et À sont des constantes. Déterminer les vecteurs propres et valeurs 
propres de Ho. 


7. Le positronium est placé dans un champ magnétique B uniforme et 
constant parallèle à Oz. Montrer que le hamiltonien devient 


A 
H = H — Se (Tiz — 022) 


où m est la masse de l’électron et ge sa charge. Déterminer la matrice 
représentative de H dans la base {|Z}, |Z), [IIT), |IV}}. On définit le 
paramètre x par 

gel B = -Ax 

2m 
Déterminer les valeurs propres de H et tracer sur un graphique leur 


dépendance en fonction de z. 


6.4.6 Ondes de spin et magnons 


NB: Cet exercice utilise les notations et les résultats des questions 2 à 5 
de l'exercice précédent. 


On peut représenter un corps ferromagnétique à une dimension comme une 
chaîne de spins 1/2 : N spins 1/2 numérotés n = 0,...,N —1, N > 1, 
sont disposés en chaque point d’un réseau à une distance l l’un de l’autre. Il 
sera commode d'utiliser des conditions aux limites périodiques, où le spin N 
est identifié au spin 0 : N = 0. On suppose que chaque spin peut interagir 
uniquement avec ses deux plus proches voisins et le hamiltonien s'écrit en 
fonction d’une constante À 


1 1 N-1 
RS A D p 


1. Montrer que toute valeur propre E de H vérifie E > 0 et que le minimum 
Eo correspondant à l’état fondamental est atteint quand tous les spins sont 
orientés dans la même direction. Dans la suite de l'exercice on choisira cette 
direction comme axe des z. Un choix possible pour l’état fondamental |) 
est alors’! 

ldo =] +++... +++) 


2. Montrer que H s'écrit 


N-1 N—1 
H = NAI-A Jo Pan+1 = À Sa de Pnn+1) 
n=0 n=0 


31. Tout état obtenu à partir de |o} par une rotation de l’ensemble des spins d’un même 
angle autour de Oz est encore un état fondamental possible. 
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où 1 
Punti = 7 (I + ön  Ony1) 


En utilisant le résultat de la question 5 de l'exercice précédent, montrer que 
les vecteurs propres de H sont des combinaisons linéaires de vecteurs où le 
nombre de spins up moins le nombre de spins down est une constante. Soit 
Tn) Pétat où le spin n est down, tous les autres spins étant up. Quelle est 
l’action de H sur [Y,) ? 


3. On cherche des vecteurs propres |ks})} de H comme combinaisons linéaires 
des [Y,). Compte tenu de la symétrie cyclique, on pose 


N-1 , 
lks) Z 5 eikenl| y) 
n=0 
avec 9 
TS 
ks = 8=0,1,...N-1 


Montrer que |k) est vecteur propre de H et déterminer l'énergie 
correspondante Ex. Montrer que l'énergie est proportionnelle à k? si ke — 0. 
On associe à l’état |k;) de (pseudo-)vecteur d’onde ks et d'énergie Ep une 
particule appelée magnon. 
6.4.7 Calcul de E(à,b) 
1. Déterminer les amplitudes (6.31) a}—, a}, a. 
2. Vérifier (cf. 6.32) 

E(à,b) = ((-à)@(&-b))e = (BE - â) 8 (F -b)|8) = —â -ê 


où |®) est l’état intriqué (6.15) de deux spins 1/2 
1 
®) =-= (|+ -)-|-+ 
a= 0+- 


Suggestion : montrer à partir de invariance par rotation de |®} que &(%)|®) = 
—g®) |ð) et utiliser (3.50). 
6.4.8 Inégalités de Bell avec des photons 


On considère deux photons partant en sens inverse, l’un (1) suivant Oz et 
l’autre (2) suivant —Oz, dans un état de polarisation intriqué 


1 


5) = + (l) © la — ly): lee) = = (leu) — ue) 


Les états |x) et |y) sont des états de polarisation linéaire suivant Oz et Oy. 
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FIG. 6.12 - Configuration des polarisations des photons intriqués. 


1. Soit 
18) = cosô|x) + sin |y) 


l’état de polarisation linéaire suivant la direction ñ9 du plan xOy (cf. (3.23)) 
et |01) l’état de polarisation orthogonale (3.24). Montrer que 


DE J (1001) — 82 8)) 


L'état |} est donc invariant par rotation autour de Oz. 


2. Écrire |[®) en fonction des états de polarisation circulaire | D) et |G} (3.11) 
en prenant garde à l’orientation des axes (figure 6.12): le sens de la rotation 
dépend de la direction de propagation 


Ið) -5 (IDD) — |GG)) 


Vérifier en utilisant (3.27) que cette deuxième forme de |®} est bien invariante 
par rotation autour de Oz. 


3. Alice et Bob analysent la polarisation des photons à l’aide de polariseurs 
linéaires orientés suivant les directions À pour le photon 1 et g pour le 
photon 2 dans le plan rOy. On définit : 


e p,.(a,/8) = probabilité pour que le photon 1 soit polarisé suivant À, 
et le photon 2 suivant ñg 


e p,_(a,6) = probabilité pour que le photon 1 soit polarisé suivant ña 
et le photon 2 suivant ñg, 


p_.(a,B) et p__(a, p) étant définis de façon analogue. On définit comme 
pour le spin 1/2 (cf. (6.30)) 


E(a,8) = [p44 (@, 8) +p__(a,8)] — [p,_(a,8) +p_,(a,8)] 


Montrer que 


PR scoe] 
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Utiliser l’invariance par rotation de |®} pour simplifier le calcul. Quelles 
valeurs de à, a’, B et 5’ doit-on utiliser pour obtenir comme dans (6.35) 


X = E(a, b) + Ela, ff) + E(a’,f) — Ela, 6) = -2V27? 


4. Montrer que l’état 
1 
[Y} = z (xx) + lyy)) 


est également invariant par rotation autour de Oz. Donner son expression en 


fonction des états de polarisation circulaire®?, 


6.4.9 Interférences avec deux photons 


On considère l'expérience d’interférences de fentes d’Young à deux photons 
dont le schéma est représenté sur la figure 6.13. Les deux photons 
sont émis dans des directions opposées avec des vecteurs d'onde ~ +k 
approximativement horizontaux par une source dont la position verticale 
sur l'axe des x est définie avec une précision +d/2 ; on peut par exemple 
supposer que les deux photons proviennent de la désintégration d’une particule 
Q d'impulsion = 0 se trouvant sur le segment CD de hauteur d. La distance 
entre les fentes est } et celle entre les fentes et la source, ainsi qu'entre les 
fentes et les écrans, est D, avec | & D. 


FIG. 6.13 — Interférences avec deux photons. 


1. Quelle est la dispersion Aky sur la composante x du vecteur d’onde des 
photons ? On supposera toujours Aky & k. 


32. Les états |) et |) sont tous deux de moment angulaire nul. Si les deux photons 
proviennent de la désintégration d’une particule de spin 0, le choix entre les deux états 
dépend de la parité de la particule mère : voir exercice 13.4.4 
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2. La position de la source est donnée par son ordonnée x, les impacts des 
photons 1 et 2 par les ordonnées y et z. Montrer que pour le photon 1 la 
différence de marche ô(x,y) vérifie 


Sle, y) — 6(0,0) = F55 C + y) = FO + y) 


où le signe F correspond au passage du photon 1 par la fente supérieure (—) 
ou inférieure (+), et 4 = {/(2D) ; 28 est l'angle sous lequel l'intervalle entre 
les fentes est vu depuis la source. 


3. Montrer que l'amplitude de probabilité pour détecter en coïncidence le 
photon 1 en y et le photon 2 en z est proportionnelle à 


alely, z) = cos[kô(y + x)] cos[k0(x + z)] 


lorsque la source est au point x. 


4. Montrer que l’amplitude totale de détection en coïncidence est 
proportionnelle à 


d/2 
at) = 3 [Gin ad 


et en déduire 


a(y,z) = = È sin(kôd) cos[kð(y + z)] + dcos[kô(y — z)] 


Justifier soigneusement le fait que l’on doit additionner les amplitudes, et non 
les intensités comme dans les interférences avec un seul photon. 


5. Montrer que pour d > 1/(kû) ~ À/8, la probabilité de détection en 
coïncidence est 

ply, z) x cos? [k8 (y — z)] 
Comment ce résultat s'interprète-t-il en termes  d’interférences 
conditionnelles ? Que se passe-t-il si on observe un seul écran ? 


6. Montrer que lorsque d & 1/(k0) 

p(y, z) = cos?(kôy) cos? (k0z) 
et lon obtient donc deux systèmes de franges indépendants. Pour quelle 
raison physique le système de franges individuelles est-il rétabli ? 


7. À quelles conditions sur Aky correspondent les cas limites d > A/0 et 
d & À/0 ? Comment peut-on interpréter les résultats des questions 5 et 6 ? 


8. Au lieu d'utiliser des trous d’Young, on fait interférer les photons en 
utilisant deux séparateurs de faisceau S et S’ symétriques (figure 6.14) ; les 
probabilités de réflexion et de transmission sont de 50 %. Le déphasage entre 
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FIG. 6.14 — Interférences avec des diviseurs de faisceau. 


réflexion et transmission par le séparateur de faisceau est 7/2 (exercice 2.4.12). 
On introduit sur les deux bras de l’interféromèêtre des déphasages a et 8 et 
on pose ġ = (a — 8). Soit p(c,c’) la probabilité de détection en coïncidence 
par les détecteurs c et c’. Montrer que 


et que 
E(a, 8) = [p(c,c) + p(d, d')] — [p(c, d') + p(c', d)] = — cos 


Construire une inégalité de Bell analogue à celle obtenue avec des spins 1/2 
en faisant varier a et 8. 


6.4.10 Interférences des temps d’émission 


Dans une expérience réalisée par une collaboration Nice-Genève, un 


faisceau laser (laser de pompe) incident de longueur d’onde À = 655 nm 
arrive sur un cristal non linéaire (figure 6.15). Une fraction des photons 
incidents est convertie en paires de photons de longueur d’onde 2A = 1310 nm, 
chaque photon partant dans une des deux fibres optiques et traversant 
ensuite un interféromètre de Mach-Zehnder (MZ) (cf. exercice 1.6.6). Ces 
interféromètres ont un bras court et un bras long, la différence entre les deux 
bras étant Al = 20cm. Une lame permet de faire varier le chemin optique 
de 6 sur le bras long de l’interféromêtre de droite. La longueur de cohérence 
kon © 40 um des photons convertis est très petite par rapport à Al : lecon & Al 
(alors que la longueur de cohérence du laser de pompe est voisine de 100 m). 


1. On fait varier la phase ò sur le bras long de l’interféromètre de droite. 
Montrer que le taux de comptage des photons par le détecteur Dı est 
indépendant de 6. 


33. S. Tanzilli, W. Tittel, H. de Riedmatten, H. Zbinden, P. Baldi, M. de Micheli, D. 
Ostrowsky et N. Gisin Eur. Phys. J. D 18, 155, (2002). 
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| laser pompe 


+ 655 nm 
MZ + cristal MZ 


] /\ mr 
\ ai 


Di 
+ «| 1310 ) nm / 1 310 nm}, > 
+_—} TE 
/ - x fibres opt iques F3 - 


FIG. 6.15 — Interférences des temps d'émission. 


2. On détecte les deux photons en coïncidence dans Dı et D2, avec une 
fenêtre de coïncidence de l’ordre de 0.1ns ; comme le faisceau pompe est 
continu, on ne dispose d’aucune information sur le temps de formation d’une 
paire de photons. Montrer qu’il n’est pas possible de distinguer les deux 
chemins court-court et long-long suivis par les photons. En déduire que si 
l’on fait varier ô on obtient une variation sinusoïdale du taux de comptage 
en coïncidence, mais que les taux de détection individuels dans D: et D2 
restent indépendants de ĝ. Suggestion : montrer que si l’on supprime les 
deux diviseurs de faisceau du MZ de gauche, on peut déduire une information 
sur le trajet suivi par le photon de droite. Que se passe-t-il si on supprime 
l’ensemble du dispositif de gauche (MZ et détecteur) ? 
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Chapitre 7 


Mathématiques de la mécanique 
quantique IT : dimension infinie 


OUS AVONS VU AU CHAPITRE 4 que les relations de commutation 
N canoniques imposaient d'utiliser un espace des états de dimension infinie, 
dont le traitement rigoureux exigerait un outillage mathématique important. 
Heureusement, les physiciens peuvent en général se contenter de transposer au 
cas de la dimension infinie les résultats démontrés dans le cas de la dimension 
finie, avec des modifications simples que nous allons indiquer, sans avoir à 
se lancer dans des mathématiques trop complexes. Néanmoins il n’est pas 
inutile d’être conscient des impasses sur la rigueur dont les physiciens sont 
coutumiers, afin d'éviter d'éventuelles mauvaises surprises. 


L'objectif de ce chapitre est donc d’une part d'illustrer sur quelques 
exemples concrets les nouveautés apportées par la dimension infinie, et d’autre 
part de donner des règles de calcul pratiques, et en particulier d'écrire 
la décomposition spectrale des opérateurs hermitiques et unitaires. Les 
explications mathématiques sont un peu plus détaillées que celles données 
habituellement dans les manuels de mécanique quantique. Le lecteur intéressé 
uniquement par les aspects pratiques peut passer directement à la section 3, 
où sont rassemblés les résultats essentiels pour la suite. 


7.1 Espaces de Hilbert 


7.1.1 Définitions 


L'espace des états de la mécanique quantique est un espace de Hilbert H, 
en général de dimension infinie. La définition axiomatique d’un espace de 


214 Physique quantique 


Hilbert est la suivante : 


1. C’est un espace vectoriel qui, pour les besoins de la mécanique 
quantique, est défini sur le corps des complexes. Les vecteurs de cet 
espace sont notés |w). 


2. Cet espace est muni d’un produit scalaire défini positif ; si |p} et |x} 
sont deux vecteurs, ce produit scalaire est noté (x|) et il vérifie 


xl) = elx)" (7.1) 
(xie + Ab) = (xlo) + A(XID) 7.2 
(ele) = [el = 0 = |p} =0 (7.3) 


À étant un nombre complexe arbitraire ; ||p|| désigne la norme de |). 


3. H est un espace complet, c'est-à-dire un espace où toute suite de Cauchy 
a une limite : si une suite de vecteurs |y} de H est telle que [| — 
™ I| > 0 pour l,m — œ, alors il existe un vecteur |p} de H tel que 
|lp® — || — 0 pour l — œœ. Si H n’est pas complet, on peut toujours lui 
rajouter les vecteurs limites de suites de Cauchy et le rendre complet!. 


4. Un espace de Hilbert est caractérisé par sa dimension : tous les espaces 
de même dimension sont isomorphes. La dimension d’un espace de 
Hilbert peut être finie et égale à N, elle peut être infinie dénombrable, 
ou bien non dénombrable. Les espaces de Hilbert qui interviennent en 
mécanique quantique sont soit de dimension finie, soit de dimension 
infinie dénombrable. 


Nous avons étudié en détail au chapitre 2 les espaces de Hilbert de dimension 
finie. Si la dimension est N, il faut N vecteurs unitaires orthogonaux |n), n = 
1,...,N pour former une base orthonormée : |1}, [2),...,[n),..., [N). Dans 
le cas dénombrable, il existe une suite dénombrable de vecteurs unitaires 
orthogonaux |1}, [2),...,{n),... formant une base de H : tout vecteur de 
H peut s’écrire comme combinaison linéaire de ces vecteurs de base 


lo) = D cnin) (7.4) 
n=1 


mais contrairement au cas de la dimension finie, toute combinaison de la 
forme (7.4) n’est pas un vecteur de H ! En effet, le carré de la norme de |) 
est donné par 


Ie = D leal? (7.5) 
n=1 


1. Cet axiome est donc en fait un peu superflu. Il est automatiquement vérifié dans le 
cas de la dimension finie. 
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et (7.4) ne définit un vecteur que si cette norme est finie : la série dans (7.5) 
doit être une série convergente 


GO 
> deal? < 00 
n=1 


Dans ces conditions, quel que soit £ > 0, il existe un entier N tel que le vecteur 
|pn) défini par la combinaison suivante finie de vecteurs de base 


N 
lyn) =J cnin) 
n=1 
vérifie 
le- enl = X len? <e (7.6) 
n=N+1 


Autrement dit, il est possible d'approcher |p} par un vecteur ww} dont 
la norme diffère arbitrairement peu de celle de |p}. On peut maintenant 
approcher les cn par des nombres rationnels, et on voit qu’il est possible de 
construire dans # une suite dénombrable de vecteurs qui soit dense? dans 
H. Cette propriété, commune aux espaces de dimension finie et dénombrable, 
s'appelle la séparabilité de l’espace de Hilbert : les espaces de Hilbert de la 
mécanique quantique sont séparables. 

La convergence définie par (7.6) est la convergence en norme, aussi appelée 
convergence forte : on dit qu’une suite de vecteurs |p®} converge en norme 
vers |p} pour l — œ si quel que soit € > 0, il existe un entier N tel que pour 
L> N 


lp- gp <e VI>N (7.7) 


Il existe un autre type de convergence, la convergence faible : une suite de 
vecteurs |p) converge faiblement vers |p} si pour tout vecteur |x) de H 


Jim (ex) = (elx) (7.8) 


Nous n'aurons pas à nous servir de la convergence faible, mais l'existence de 
cette convergence permet d'illustrer une différence avec la dimension finie : 
les deux convergences sont identiques pour un espace de dimension finie, mais 
non pour un espace de dimension infinie. La convergence forte implique la 
convergence faible, mais non l'inverse (exercice 7.4.1). 


2. Un ensemble de vecteurs {|p{%)}} est dense dans H si pour tout € > 0 et pour tout 
vecteur |p) de H on peut trouver un |[#()) tel que jle — w(9)|| < e. 
3. Elle intervient par exemple dans certains problèmes de théorie quantique des champs. 
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7.1.2 Réalisations d’espaces séparables 
et de dimension infinie 


Tous les espaces de Hilbert séparables et de dimension infinie sont 
isomorphes ; cependant les réalisations concrètes peuvent a priori sembler 
différentes et il est intéressant de pouvoir les identifier. Nous allons définir 
successivement les espaces £2, L(2)[a, b] et L@)(R), qui sont tous séparables 
et de dimension infinie. 

(i) Espace £). Un vecteur |) est défini par une suite infinie de nombres 
complexes €1,...,€n... telle que 


OO 


lell? = $. len]? < œ (7.9) 


n=l 


Comme dans (7.4), les cn sont les coordonnées de |y}. Vérifions que |y + Àx) 
appartient à H. Si |x} a pour composantes dn, étant donné que 


len + Adal? < (len|? + Al’ ldal?) 


il est clair que || + Ax|| < co. Le produit scalaire de deux vecteurs 


est bien défini car, d’après l'inégalité de Schwartz (2.10) 
(ee) 
Locke) = | $ dzen] < ixl Ill 
n=1 


Vérifions ensuite que £C) est complet. Soit |p®} et |p(m)\ deux vecteurs de 
composantes c® et ef). Si [lptm) = g®|| < e pour l,m > N, cela veut dire 


que 


a ; 1/2 
(Sle -e ) <E 
n=} 


L’inégalité est a fortiori vraie pour chaque valeur individuelle de n et, pour n 
fixé, les nombres c£ forment une suite de Cauchy qui converge vers Cn pour 
l — œ. On montre facilement (exercice 7.4.1) que le vecteur y!) converge 
vers |p) = X Cnln) pour L — co 


lim X 
l— 00 
n 


Enfin £?) est de dimension dénombrable par construction. 


2 
cn =) = lim [ko OP = 0 
l—00 
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(ii) Espace L® [a,b]. Nous allons maintenant introduire une classe 
d'espaces vectoriels qui vont jouer un rôle capital, les espaces fonctionnels. 
L'exemple le plus simple est celui des fonctions de carré sommable sur 
l'intervalle [a,b]: Considérons les fonctions complexes p(x) telles que‘ 


f dr|yp(x)}? < œ (7.10) 


ou fonctions de carré sommable sur l'intervalle [a,b]. Ces fonctions forment 
un espace vectoriel, noté L? [a,b]. En effet (i) y(x) + Ax(x) est de carré 
sommable si y(x) et x(x) le sont (ii) le produit scalaire (x|) 


b 
(x) = | de x” (æ)p(x) (711) 


a 


est bien défini en raison de l'inégalité de Schwartz 


b 2 b b 
f uxoa] s f akw f ao = P ea 


Le fait que L(?)[a, b] soit complet résulte d’un théorème dû à Riesz et Fischer, 
et la séparabilité résulte d’un théorème standard de l’analyse de Fourier : toute 
fonction de carré sommable y(x) peut s’écrire, au sens de la convergence en 
moyenne (ou en norme), comme la somme d’une série de Fourier 


= 1 Zimne 
E Z 1 
a n—mr() (7.13) 
1 5 2irnx 
En = rer J dz g(x) exp ( - a) (7.14) 
Les fonctions i 5i 
inng 
Pn(x) = Ten) exp (FF) (7.15) 


forment une base orthonormée dénombrable de LC®) [a,b], qui est donc un 
espace de Hilbert séparable. 

(iii) Espace L (R). Quand l'intervalle [a,b] s'identifie à la droite 
réelle R, [a,b] — [-o,+o], on obtient l’espace de Hilbert L®(R) (ou 
L@)(-—60,+00)), l’espace des fonctions de carré sommable sur [—&o, +00]. 
Bien que la démonstration soit plus délicate, on peut montrer que L2)(R) 
reste un espace séparable, et donc isomorphe à £. 


4. Deux fonctions y(x) et p(x} telles que 


b 
f dele) -7P = 0 


représentent le même vecteur de H : [lg — ÿ|| = 0. 
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7.2 Opérateurs linéaires sur H 


7.2.1 Domaine et norme d’un opérateur 


On définit des opérateurs linéaires sur H comme dans le cas de la dimension 
finie. Cependant il existe des différences importantes. Il peut arriver, et 
c'est très souvent le cas en mécanique quantique, qu’un opérateur ne soit 
pas défini pour tout vecteur de H, mais seulement sur un sous-ensemble 
de ces vecteurs. Soit par exemple l'opérateur À agissant dans #2) de la 
façon suivante : si |p} a pour composantes {c1, c2,...,Cn,...}, alors Al) 
a pour composantes {c1, 2c2,...,nCn,...}. Dans L fa, b}, cet opérateur 
correspond à la différentiation à un facteur multiplicatif près, comme on le 
voit immédiatement en examinant la décomposition de Fourier (7.13). Il est 
clair que la norme au carré de A|}, donnée par 


lgl? = X n’en}? 
M 


peut diverger alors que J- |Cn|? converge : il suffit par exemple de prendre 
Cn = l/n. Autrement dit A|y}) west pas un vecteur de H. On appelle domaine 
de À, noté D4, l’ensemble des vecteurs |p) tel que A|y}) soit un vecteur de H. 
Dans l’exemple ci-dessus, le domaine de À est l’ensemble des vecteurs tels que 
D, n2|enl? < oo. Il est facile de se convaincre que ce domaine est dense dans 
H. En pratique, un opérateur À ne présente un intérêt que si son domaine 
est dense dans H. 

Si A|p) existe quel que soit |p}, on dit que l'opérateur À est borné : on 
doit alors avoir || Ay|| < œ quel que soit |p). Le maximum de || 44||/[|wl| est 
appelé la norme de À, qui est notée || A4|| 


AI = sup [|A (7.16) 
Hetl=1 


Si la norme de ||A|] n’existe pas, A est dit non-borné. Les opérateurs non- 
bornés sont d’un maniement beaucoup plus délicat que les opérateurs bornés. 
Malheureusement ils sont omniprésents en mécanique quantique. 
Dans L@)[0,1}, l'opérateur X qui à (x) fait correspondre la 
fonction rp(x) 
plz) — (Xv)(x) = zy(x) (7.17) 


est un opérateur borné de norme un. En revanche l’opérateur d/dx, qui à 
(x) fait correspondre sa dérivée 


(a) = ZO (7.18) 


n’est pas un opérateur borné. Nous lavons déjà vu ci-dessus ; un autre 
argument simple consiste à trouver une fonction telle que la norme de y(x) 
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soit finie, mais non celle de g'(x). Par exemple 


d 1 
ris WU) 1,44 
car 
1 1 1 
f drs! =2 f dg — x75/2 diverge à x = 0 
0 o 16 


Les problèmes de domaines peuvent rendre délicats la définition de la 
somme et du produit de deux opérateurs non-bornés. Par exemple on ne peut 
a priori définir la somme A+ B de deux opérateurs non-bornés À et B que sur 
l'intersection Da N DB des deux domaines, ce qui peut devenir problématique 
si cette intersection est réduite au vecteur nul ! Lorsque deux opérateurs À et 
B sont égaux sur un même domaine D4, mais que le domaine de B contient 
celui de À : Da C Dp, on dit que B est un prolongement de A: À C B. 
Donnons un exemple : la relation de commutation canonique (4.32) entre 
les opérateurs position X et impulsion P, écrite pour une seule dimension 
d'espace 


[X, P] = iħI (7.19) 


implique qu’au moins un des deux opérateurs est non-borné (exercice 7.4.3). 
Le membre de gauche [X, P] de (7.19) n’est défini a priori que sur un sous- 
ensemble de H, tandis que le membre de droite ihJ est défini pour tout vecteur 
de H. L'écriture correcte de la relation de commutation canonique est donc 


[X, P] C iI 
Notons une autre différence avec la dimension finie : alors que dans un 
espace vectoriel de dimension finie l'existence d’un inverse à gauche entraîne 
celle d’un inverse à droite, et réciproquement, cette propriété n’est plus vraie 


en dimension infinie’. Soit par exemple les opérateurs À et B définis par leur 
action sur les composantes cn d’un vecteur |p} 


A(c1,C2,c3...) = (c2,c3, Ca...) B(c1,c2,c3...) = (0,c1,c2,...) 
alors 


BA(c1,62, ca . .) = B(c2,€3, ca EA ) = (0, c2, ca, . .) 
AB(c1, c2, €3 va 5 = A(0, c1, C2, kx ) = (c1, C2, C3, ex ) 


et AB = I tandis que BA Æ I, bien que À et B soient tous deux bornés. 


5. Un exemple important d’un tel opérateur en physique est l'opérateur de Møller de la 
théorie de la diffusion. 
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7.2.2 Conjugaison hermitique 


Dans le cas d’un opérateur borné, il n’y a pas de difficulté de principe pour 
définir l'opérateur hermitique conjugué At de À par 


(xlAp) = (Axle) (7.20) 


Comme dans le cas de la dimension finie, on dira que A est hermitique si 
A = Aï et on aura alors 


{xl Ag) = (Axle) (7.21) 


Les choses se compliquent si À n’est pas borné en raison des questions de 
domaines. Tout d’abord (7.20) ne peut définir AŤ que si DA est dense dans H. 
Ensuite le domaine de définition de AŤ est en général plus grand que celui de 
A: Da C Dar. Nous allons le voir sur un exemple dans un instant. En général 
pour un opérateur non-borné vérifiant (7.21), on n’aura pas A = At mais 
plutôt A C At. Les mathématiciens réservent la dénomination « opérateurs 
hermitiques » aux opérateurs tels que À C At, et appellent « auto-adjoints » 
les opérateurs tels que À = Ai. 

Illustrons cette discussion par un exemple dans L@)[0,1], qui va nous 
familiariser avec le produit scalaire et la conjugaison hermitique dans cet 
espace. Soit Ao l'opérateur —id/dr, défini sur le domaine D4, des fonctions 
y(x) de L(®[0,1], dérivables et dont la dérivée est de carré sommable, et 
vérifiant de plus les conditions aux limites (0) = (1) = 0, d'où l'indice 0 
de Ao. Il est intuitivement évident, et facile à vérifier, que ce domaine est 
dense dans L(2)[0,1]. Montrons d’abord que Ao est hermitique ; x(x) étant 
une fonction de L(2)[0, 1] dérivable et dont la dérivée appartient à L(2)[0, 1] 


(xl Aog) = I d x'(x)( - it g{a)) = -i f wde 


1 y 1 
Moxi) = | de (ie xO) te) = à f deee) 
(xi4op) — (4oxlp) = —i[x"(x)e(x)]o = 0 (7.22) 


On remarquera la nécessité pour l’hermiticité du facteur i et des conditions 
aux limites. On peut définir A sur un domaine plus grand que D4,. En 
effet, pour des fonctions x(x) non contraintes par des conditions aux limites, 
c’est-à-dire telles que x(0) et x(1) soient quelconques 


1 
(Alxe) = f de (x'(2))" (e) 
1 
ziee J dreas (IA) 
0 


et par conséquent Áo C A}. Enfin, définissons Aç comme l'opérateur —id/dx 
agissant dans le domaine D4, des fonctions y(x) de L®)[0, 1], dérivables, dont 


7. Mathématiques de la dimension infinie 221 


la dérivée appartient à L()[0, 1], et vérifiant les conditions aux limites 
p(1) = Cy(0) \C| = 1 
L'opérateur Ac est auto-adjoint. En effet 


(Acxlp) — xlAcy}) = —i(Cx"(1) — x*(0))w(0) 


La condition nécessaire et suffisante pour que le membre de droite s’annulef 
est que x(1) = Cx(0), ce qui montre que le domaine de opérateur hermitique 
conjugué est aussi DA : A} = Ac. Les opérateurs Ác représentent pour 
chaque valeur de C des prolongements différents de Ao : même si la définition 
est superficiellement la même (A = —id/dx), la différence des domaines fait 
que Ac et Ac sont des opérateurs différents pour C # C’ ! On le vérifie 
en montrant que les valeurs propres et vecteurs propres de Ac et Ac: sont 
différents pour C # C" (exercice 7.4.3). 


7.3 Décomposition spectrale 


7.3.1 Opérateurs hermitiques 


Le théorème de décomposition spectrale qui généralise (2.31) est en toute 
rigueur valable uniquement pour les opérateurs auto-adjoints?”. Suivant 
la tradition des physiciens nous ne ferons désormais plus la différence 
entre hermitique et auto-adjoint, et nous parlerons uniquement d'opérateurs 
hermitiques. Si un opérateur Á est hermitique, et même s’il est borné, 
l'équation aux valeurs propres 


Al) = alp) (7.23) 


n’a pas toujours de solution. Par exemple dans L(? (R) l'opérateur —id/dx 
est hermitique, ce que l’on voit par une généralisation immédiate de (7.22). 
L’équation 


d 
ar px) = ag(x) (7.24) 
a pour solution l’onde plane 


palz) = Ce (7.25) 


où C est une constante, mais alz) n'appartient pas à L@)(R) car 


[arte = f” ace 


6. Noter que C* = 1/C. 
7. Plus précisément pour les opérateurs « essentiellement auto-adjoints » : (Aï}f = AŤ. 
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est une intégrale divergente ; —id/dx est un opérateur non-borné, mais même 
pour un opérateur borné, par exemple z dans L@)[0, 1], l'équation 


TXa(t) — aXa(t) (7.26) 


n’a pas de solution dans L(?[0,1]. En fait la généralisation de (7.23) au 
cas de la dimension infinie n’est assurée que pour une classe très particulière 
d'opérateurs, les opérateurs compacts. 

En dimension finie, lorsque |p} est vecteur propre de À avec la valeur 
propre a suivant (7.23), on dit que a appartient au spectre de A. Pour 
généraliser cette notion à la dimension infinie, considérons l'opérateur (z1—À), 
où z est un nombre complexe et l’équation 


(21 — Alp) = |x) (7.27) 


Soit D le domaine de (27 — À) et A(z) son image. Si A(z) = H, z est une 
valeur régulière de À : la correspondance entre |p} et |x) est biunivoque et 
la résolvante (2.46) R(z, A) = (zI — A)! existe. Le spectre de A est par 
définition l’ensemble des valeurs de z non régulières. Cette définition coïncide 
bien avec celle de la dimension finie : en effet si |p) vérifie (7.23) 


(z1— A)| _ lp) = (al — A)le) =0 

et la résolvante n’est pas définie pour z = a. Si À est hermitique, il est facile 
de montrer (exercice 7.4.2) que z = a +ib est une valeur régulière lorsque 
b # 0 : le spectre de À est donc réel, comme dans le cas de la dimension 
finie. Les valeurs de a peuvent, soit être indicées par un indice discret : 
@1,02,.-.,@n,-.., SOit prendre des valeurs continues, par exemple toutes les 
valeurs sur un intervalle de la droite réelle : on distingue donc un spectre 
discret et un spectre continu. Les valeurs de a appartenant au spectre discret 
vérifient une équation aux valeurs propres (7.23), mais non celles du spectre 
continu. Le spectre continu et le spectre discret peuvent se recouvrir : par 
exemple si a prend toute les valeurs entre 0 et 1, il peut arriver que le spectre 
de À contienne des valeurs propres discrètes 0 < a, < 1, bien que ce cas soit 
exceptionnel en pratique. En général, pour les opérateurs utilisés en physique 
quantique, spectre discret et spectre continu ne se recouvrent pas. 

Bien que le spectre de la dimension infinie présente des propriétés 
nouvelles par rapport à celui de la dimension finie, il existe un théorème 
de décomposition spectrale qui généralise (2.31) 


A = S_anPn 


La forme mathématique précise de ce théorème est complexe, et les physiciens 
s’en sortent en utilisant des « pseudo-vecteurs propres », c’est-à-dire comme 
dans (7.25) des objets qui vérifient formellement l’équation aux valeurs propres 
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mais ne sont pas des éléments de H. Dans le cas de (7.26), la « solution » 
sera 


Xa(x) = 6(x- a) car xô(x — a) = aô(x — a) (7.28) 
où ô(x) est la distribution de Dirac, qui n’est pas une fonction, et certainement 
pas un élément de L(2)[0, 1]. 

Les exemples que nous venons de donner nous mettent sur la voie du 


résultat général. La condition de « normalisation » des pseudo-vecteurs 
propres (7.25) de —id/dx est, avec le choix C = 1/27 


(ala) = zz [| dzee = (a b) (7.29) 


2T- J= 


tandis que pour les valeurs propres (7.28) de x 


(rai) = f arôta -aji 0) = 8a- b) (7.30) 


— 00 


La normalisation des pseudo-vecteurs propres est donc donnée, non par un : 
delta de Kronecker, mais par un delta de Dirac. La généralisation du théorème 
de décomposition spectrale s’énonce ainsi. 


e Pour les valeurs an du spectre discret étiquetées par un indice discret 
n, on peut écrire une équation aux valeurs propres et des conditions de 
normalisation analogues à celles de la dimension finie 


Ajn, r) = anln,r} (7.31) 
(n, rin’, r) = ônn Ôrr' (7.32) 


où r est un indice de dégénérescence discret. 


e Pour les valeurs afv) du spectre continu étiquetées par un indice continu 
v, nous aurons 

Aļv, s} = a(v)|v, s) (7.33) 

(u, s|, s} = ô(v — r) ôss' (7.34) 

où |v, s) west pas un vecteur de H ; s est un indice de dégénérescence 


qui peut être discret ou continu, mais que nous avons pris discret pour 
fixer les notations. 


e En outre les vecteurs propres du spectre discret et ceux du spectre 
continu sont orthogonaux 


{n,r|v,s) =0 (7.35) 
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La généralisation de la décomposition de l'identité, ou relation de 
fermeture (2.30) s’écrit 


I = 5 |In, rin, r| + Efa |v, s)(v, s| (7.36) 


tandis que la décomposition spectrale (2.31) de A devient 


A= 5 |n, rjan(n, r| + Efa Iv, sjalv) (v, s| (7.37) 


Insistons sur le fait que l'existence d’un spectre discret et/ou continu n’est en 
rien liée au fait que l’opérateur À soit ou non-borné : il existe des opérateurs 
non-bornés dont le spectre est entièrement discret, comme le hamiltonien 
de l’oscillateur harmonique ($ 11.1.1) ou le carré du moment angulaire J? 
(section 10.1), et des opérateurs bornés comme lľopérateur X sur L2 [0,1] 
dont le spectre est entièrement continu. 


7.3.2 Opérateurs unitaires 
Un opérateur unitaire est défini par 
UU = UUT =I ou Ut =U ! (7.38) 


Comme dans le cas de la dimension finie, on peut construire des 
opérateurs unitaires par exponentiation d'opérateurs hermitiques. Utilisant 
la décomposition spectrale de À (7.37) 


Cette équation montre que le spectre de exp(iaA) est localisé sur le cercle 
jz] = 1, et il est facile de vérifier que cette propriété est vraie de tout opérateur 
unitaire. De plus (7.39) montre que U (æ) vérifie la propriété de groupe abélien 


U(a + @2) = U (aœ1)U (a2) U (0) =ņ{ (7.40) 
La réciproque de cette propriété est un théorème important, le théorème de 
Stoneê. 


Théorème de Stone. Soit un ensemble d’opérateurs unitaires dépendant d’un 
paramètre continu & et vérifiant la loi de groupe abélien (7.40). Il existe 
alors un opérateur hermitique T, appelé générateur infinitésimal du groupe 
de transformations U (a) tel que U (a) = exp(iaT). E 


8. Aussi appelé théorème SNAG : Stone, Naimark, Ambrose et Godement. 
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On peut donner une démonstration heuristique de ce théorème, en 
montrant que U/(æ) vérifie une équation différentielle. Si da — 0 


U(a + ôa) = U(6a)U(a) ~ (r + 5e © | A U(a) (7.41) 
Si l’on pose 
dU 
aS 4 
T ra (7.42) 
T doit être hermitique car 
U(ôa)Ut (õa) = (1+i6aT)(1—idaT!) 
= I+i6a(T -Ti)=1 
d’où T — Tt. On déduit de (7.41) 
dU(a) . 
nn a RE 4 
Ja iTU (a) (7.43) 


ce qui donne le théorème de Stone par intégration et en tenant compte de la 
condition U (0) = I. 


7.4 Exercices 


7.4.1 Espaces de dimension infinie 

1. Montrer que l’espace £? est complet. 

2. Montrer que la convergence forte implique la convergence faible, mais non 
l'inverse, sauf si l’espace est de dimension finie. 

7.4.2 Spectre d’un opérateur hermitique 


Montrer que si A = At et z = x + iy, le vecteur 


ho = (21 — Alp) 


ne peut pas s’annuler si y Æ 0. 


7.4.3 Relations de commutation canoniques 


1. Soit deux opérateurs hermitiques À et B vérifiant la relation de 
commutation |B, À] = il. Montrer que l’un au moins des deux opérateurs est 
non-borné. On pourra supposer sans restreindre la généralité (pourquoi ?) 
que ||B|| < 1. Suggestion : montrer que 


LB, A”] = in A1 
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et en déduire s 
[LA] > SA 
2. On suppose que À possède un vecteur propre normalisable |} 
Alp) = al) a= a" 
On a d’une part 


(pl(BA — AB)ly) = (plBlAe) — (A4p|Bly) 
= a((p|Blg) — (p|Bly)) = 0 


et d’autre part 


(I(BA — AB)le) = (el[B, Allp) = illell? 


Quelle est la solution de ce pseudo-paradoxe ? Suggestion : examiner le 
cas où B = X et A = —id/dx sur L?[0,1] avec les conditions aux limites 
p(z = 0) = (z = 1). 


3. On considère les opérateurs Ac définis au § 7.2.2. Trouver les valeurs 
propres et les vecteurs propres de Ac, et montrer que le spectre de Ac est 
différent suivant les valeurs de C. Le théorème de von Neumann (chapitre 8) 
énonce que les relations de commutation canoniques sont uniques à une 
équivalence unitaire près. Pourtant 


IX, Ac] = il et [X, Ac] = il 
et Ac £ Ac si C # C. Quelle est la solution de ce nouveau pseudo-paradoxe 


(non indépendant du précédent) ? 


7.4.4 Opérateurs de dilatation 
et de tranformation conforme 


1. Soit À l'opérateur 


À = ~iz — 


0x 
A est-il hermitique ? Montrer que 


[eiea è] (x) = (e| x) 


Méthode 1 : utiliser la variable u = ln z 


2. Méthode 2 : obtenir léquation aux dérivées partielles 


(È +z x) [eris4 B| (x) = 0 
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3. Soit B l’opérateur 


Montrer que 


7.5 Bibliographie 


Jauch [1968], chapitres 1 à 4, et Peres, chapitre 4, contiennent un exposé 
assez détaillé et mathématiquement rigoureux des notions utiles sur les espaces 
de Hilbert de dimension infinie et les opérateurs sur ces espaces. Le lecteur 
porté sur les aspects mathématiques pourra se plonger dans le livre classique 
de F. Riesz et B. Nagy, Leçons d'analyse fonctionnelle, Gauthier-Villars, Paris 
(1955). 


Cette page est laissée intentionnellement en blanc. 


Chapitre 8 


Symétries en physique quantique 


A RÉSOLUTION DE PROBLÈMES de physique classique se simplifie, parfois 
de façon considérable, en présence de symétries, c’est-à-dire de 
transformations qui laissent invariantes certaines propriétés physiques. Par 
exemple en mécanique classique le problème d’une particule dans une force 
centrale F(r) indépendante du temps est invariant par translation de temps 
et par rotation autour de tout axe passant par l’origine. L’invariance 
par translation de temps assure la conservation de l’énergie mécanique Æ, 
et l’invariance par rotation la conservation du moment angulaire J. En 
l’absence de symétries, on doit a priori résoudre un système de trois équations 
différentielles du second ordre (une par composante). Grâce à ces symétries, 
on se ramène à la résolution d’une seule équation différentielle du premier 
ordre. Résumons ci-dessous les conséquences des principales invariances en 
mécanique classique. 


e L'’invariance par translation de temps de l'énergie potentielle V entraîne 
la conservation de l’énergie mécanique K + V, somme de l'énergie 
cinétique K et de l’énergie potentielle V. 


è L'invariance de l'énergie potentielle par translation d'espace parallèle à 
un vecteur À entraîne la conservation de la composante P : À = Pa de 
l'impulsion. 


e L’invariance de l’énergie potentielle par rotation autour d’un axe À 
entraîne la conservation de la composante J -ù = Ja du moment 
angulaire. 


Les propriétés de symétrie jouent un rôle encore plus important en 
mécanique quantique. Elles permettent d'obtenir des résultats très généraux, 
qui sont indépendants des approximations faites par exemple pour le 
hamiltonien (bien sûr si ces approximations respectent les symétries du 
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problème !). Dans ce chapitre, nous exploiterons les hypothèses d’invariance 
suivantes, que nous supposerons valables! pour un système isolé. 


e La description d’un système isolé ne doit pas dépendre de l’origine des 
temps : elle doit être invariante par translation de l’origine des temps. 


e L’espace est homogène, ce qui veut dire que la description d’un système 
isolé ne doit pas dépendre de l’origine des axes : elle doit être invariante 
par translation d’espace. 


e L'espace est isotrope, ce qui veut dire que la description d’un système 
isolé ne doit pas dépendre de l'orientation choisie pour les axes : elle 
doit être invariante par rotation. 


e La forme des lois physiques doit être inchangée lorsque l’on passe d’un 
référentiel d'inertie à un autre. 


Cette dernière hypothèse doit être précisée, car il existe deux lois de 
transformations possibles entre référentiels d’inertie, la transformation de 
Lorentz et celle de Galilée, cette dernière étant valable lorsque v/c — 0. 
Naturellement, c’est la transformation de Lorentz que l’on doit choisir en 
général, mais on ne peut alors éviter le cadre de la théorie quantique des 
champs. Comme nous considèrerons uniquement des particules dont les 
vitesses sont faibles par rapport à la vitesse de la lumière, nous pourrons nous 
limiter à la transformation de Galilée, et travailler dans le cadre de ce qui est 
appelé conventionnellement, mais improprement?, la « mécanique quantique 
non relativiste ». 


8.1 Transformation d’un état 
dans une opération de symétrie 


8.1.1 Invariance des probabilités dans une opération 
de symétrie 


Le point de vue adopté implicitement dans l'introduction de ce chapitre 
était le point de vue dit passif : le système physique est inchangé, mais on 


1. Ces hypothèses sont éminemment plausibles, mais après tout il pourrait exister 
des effets subtils qui remettent en cause une (ou plusieurs) de ces invariances. Avant 
1957, l'immense majorité des physiciens auraient parié sur l’invariance de la physique 
par l'opération parité. Pauli avait même interdit que l’on fasse au CERN à Genève une 
expérience destinée à montrer l’éventuelle violation de cette invariance, tellement il trouvait 
cette possibilité absurde. Aussi la violation de l’invariance par parité fut-elle découverte 
aux USA dans l'expérience de C.S. Wu (cf. 8.3.3). 

2. En effet, cette théorie est parfaitement relativiste, puisqu'elle obéit à la relativité... 
galiléenne ! 
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modifie le système d’axes. Il est en général équivalent? d'adopter le point de 
vue actif, où le système d’axes est inchangé, et où l’on applique une opération 
de symétrie sur le système physique. Nous avions d’ailleurs déjà utilisé cette 
équivalence dans la discussion du $ 3.2.4. Dans la suite de ce chapitre, nous 
allons adopter le point de vue actif, qui est peut-être plus intuitift et sera plus 
commode pour certaines discussions, par exemple celles de la section 10.5. 

Nous avons vu au chapitre 4, postulat I, que l’objet mathématique en 
correspondance biunivoque avec un état physique était un rayon unitaire de 
l’espace des états H, c’est-à-dire un vecteur unitaire à un facteur de phase 
près. Dans cette section, uniquement, la distinction entre vecteurs et rayons 
sera cruciale ; nous pourrons l’oublier par la suite. On vérifie immédiatement 
que la relation entre deux vecteurs de H 


lg’) = el) (8.1) 


où 0 est un nombre réel, est une relation d’équivalence® |’) ~ |). La classe 
d'équivalence est un rayon, que nous noterons @. Le produit scalaire de deux 
rayons ÿ et X n’est pas défini, mais le module de ce produit scalaire, que nous 
noterons |(Y, )| est bien défini : on peut choisir deux représentants arbitraires 
lp) et |x} dans les classes d'équivalence et écrire 


IX, 2) = Ixl) (8-2) 


car les facteurs de phase disparaissent lorsque l’on prend le module. 
Le résultat est indépendant du choix des représentants dans les classes 
d'équivalence. 

Revenons au spin 1/2 du chapitre 3 : nous avons vu comment préparer un 
état de spin orienté suivant Oz que nous représenterons par le rayon &+, en 
utilisant un appareil de Stern-Gerlach dont le champ magnétique est orienté 
suivant Oz et en sélectionnant les atomes déviés vers le haut (en choisissant 
un signe approprié pour le champ). Faisons tourner le champ d’un angle & 
autour de la direction de propagation Oy pour l’amener suivant une direction 
fa faisant un angle aœ avec Oz, 0 < a < 2r . Nous préparons ainsi l’état 
représenté par le rayon $+(ñ4), qui sera par définition l’état transformé de 
@+ par une rotation de a autour de Oy (figure 8.1). Avec les notations 
du chapitre 3, la classe d'équivalence du vecteur |+) est le rayon @., celle 
du vecteur |+, fa) le rayon ÿ+(ña). En général, le transformé Gr par une 
rotation R d’un état & sera obtenu en effectuant une rotation R sur l'appareil 
qui prépare @. 

Supposons maintenant qu’à la suite du premier appareil de Stern-Gerlach 
dont le champ est parallèle à Oz, le polariseur, on place un second appareil, 


3. Pour certaines transformations comme la réflexion par rapport à un plan, il est plus 
simple d'utiliser le point de vue passif, qui consiste à regarder le système dans un miroir, 
mais on peut aussi imaginer de construire un appareïillage symétrique de l'original par 
rapport à un plan. 

4. Au moins pour l’auteur ! 

5. La notation ~ désigne ici une relation d'équivalence, et non « de l’ordre de ». 
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O Analyseur á Analyseur 


Polariseur Polariseur 


(a) (b) 


FIG. 8.2 - Rotations simultanées du polariseur et de l’analyseur d’un angle œ. 


l’analyseur, dont le champ est parallèle à la direction ñg, obtenue à partir de 
Oz par une rotation d’angle 6 autour de Oy (figure 8.2a). S'il n’y a pas sur le 
trajet de champ magnétique susceptible de faire tourner le spin, la probabilité 
pour que le spin soit dévié dans la direction ñg est 


(plêg), 54)P 


Effectuons maintenant l'expérience en faisant tourner à la fois le polariseur 
et l’analyseur d’un angle à (figure 8.2b). La probabilité de déviation dans la 
direction a+g est 

(F+ (Âa+s), P+(ña)) | 
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Comme on a fait subir la même rotation au polariseur et à l’analyseur, 
l’invariance par rotation implique que les probabilités sont inchangées 


B+ (ats), Z+ a)? = Ea), 54) (8.3) 


Généralisons (8.3) : si l’on effectue une transformation g sur un état ÿ 
en appliquant cette transformation sur l'appareil de préparation de & pour 
obtenir l’état transformé G, : Ø — @,, et si l’on effectue la même opération 
sur l'appareil de mesure pour ¥ : Ÿ — Xg, alors les probabilités doivent être 
inchangées si la physique est invariante dans cette opération 


Gas Ba) = IG, 9)? (8.4) 


8.1.2 Théorème de Wigner 


La propriété (8.4) sur les rayons se traduit par une propriété sur les 
vecteurs grâce à un théorème d’une grande importance dû à Wigner. 


Théorème de Wigner. Si l’on traduit mathématiquement la loi de 
transformation des états physiques par une loi de transformation sur les rayons 
correspondants : & — Øy lorsque l’on applique une transformation g à un 
système physique, et si l’on suppose que les probabilités sont invariantes dans 
cette transformation 


(Ras La)? = IX, 8) VF, À 


alors il est possible de choisir un représentant |p} de ğg tel que pour tout 
vecteur |p) € H 
le) = U(g)ly) (8.5) 


où l'opérateur U(g) est unitaire ou antiunitaire et est unique à un facteur de 
phase près. W 


La loi de transformation des rayons devient donc une loi de transformation 
des vecteurs, par application d’un opérateur qui ne dépend que de la 
transformation g. Si U(g) est unitaire, le théorème de Wigner implique non 
seulement l’invariance de la norme du produit scalaire, mais aussi celle de sa 
phase, puisque 

(U(g)x|U(g}e} = xip) 


Les opérateurs antiunitaires transforment le produit scalaire en son complexe 
conjugué 
(U(g)x\U(g)e) = Ge)" = lx) (8.6) 


La démonstration du théorème de Wigner ne fait intervenir que des notions 
élémentaires, mais elle est fastidieuse, et nous la renvoyons à l’annexe A. Les 
opérateurs antiunitaires n’interviennent que lorsque la transformation g inclut 
le renversement du sens du temps ; nous en dirons un mot au 8 8.3.3, mais nous 
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en renvoyons l'étude détaillée à l’appendice A. Nous nous limitons désormais 
aux transformations unitaires. 

Le théorème de Wigner a des conséquences particulièrement intéressantes 
si les transformations g forment un groupe G. Le produit g = g2g1 de deux 
transformations, de même que la transformation inverse g-!, sont alors des 
transformations de G. L'ordre des transformations dans g2g1 est important 
car le groupe G n’est pas en général abélien : g291 # g1g2. Si g = gag, les 
rayons ğy et Pyg, doivent être identiques. Par exemple si G est le groupe des 
rotations autour de Oz, et si R,(6) représente la rotation d’angle 8 autour de 
Oz on a 


Rz (8 = 62 + 81) = R:(02)R; (61) (8.7) 


L'état physique obtenu en effectuant une rotation d’angle 0 = 02 +81 doit être 
identique à celui obtenu en effectuant d’abord une rotation d’angle 4; suivie 
d’une rotation d’angle 82. 

Utilisons maintenant le théorème de Wigner pour faire un choix de phases 
sur les vecteurs tel que la correspondance entre |y) et |pg) soit donnée 
par (8.5). Nous avons d’une part 


lpo) = U(g)ly) (8.8) 


et d'autre part 
Pa) = U(g)lpn) = U(g2)U(g)le) (8.9) 


Les vecteurs |9,) et |#y:9,) représentent des états physiques identiques, et ils 
doivent être égaux à un facteur de phase près 


lpo) = er og) (8.10) 


Le facteur de phase dans (8.10) pourrait a priori dépendre de |p), mais en 
fait il dépend uniquement de gı et de g2. En effet, si nous écrivons 


lpg) = eiel Dog) IXa) = | Xg29) 


nous pouvons examiner le produit scalaire {x|) 


(xl) s (XalPa) = eae) log Pg) 
= eP (U (g2)U(g1)xlU (92)U (g1)9) 
= eiA (ly) 


ce qui implique a = 8. Comme le vecteur |y} est arbitraire, (8.10) entraîne 
une relation correspondante pour les opérateurs U (g) 


U (g) = 8) U(93)U (g1) (8.11) 


Cette équation traduit une propriété mathématique : on dit que les opérateurs 
U (g) forment une représentation projective du groupe G. Dans la suite du livre, 
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nous aurons uniquement à considérer deux versions simples de (8.11), l’une 
où le facteur de phase est +1, et dans ce cas on a affaire à une représentation 
vectorielle de G 


U(g) = U(g2)U (g1) (8.12) 


et l’autre où le facteur de phase vaut +1 


U(g) = +U(g2)U (g1) (8.13) 


Nous verrons apparaître ce facteur + dans le cas où G est le groupe 
des rotations ; les représentations (8.13) de ce groupe sont appelées 
représentations spinorielles du groupe des rotations. 


8.2 Générateurs infinitésimaux 


8.2.1 Définitions 


On distingue deux types de groupes de transformations. 


e Les groupes discrets, dont le nombre d’éléments est fini ou dénombrable. 
Comme cas particuliers simples on peut citer la parité, ou opération qui 
change le signe des coordonnés # — —F (cf. § 8.3.3), ou les groupes 
cristallographiques qui jouent un rôle important en physique du solide. 


e Les groupes continus, dont les éléments sont paramétrés par un ou 
plusieurs paramètres variant de façon continue. Par exemple la rotation 
R,(0) autour de Oz est paramétrée par langle 0 qui varie de façon 
continue entre 0 et 27. 


Les groupes continus intéressants en physique sont les groupes de Lie 
(exercice 8.5.4), dont un exemple est le groupe des rotations dans un espace 
à trois dimensions, ou groupe SO(3), le groupe des matrices orthogonales : 
RTR = RRT = I de déterminant +1 dans l’espace à trois dimensions? ; AT 
désigne l'opérateur transposé de A. Ce groupe va jouer un rôle majeur dans la 
suite. C’est un groupe à trois paramètres : on peut par exemple paramétrer 
une rotation par deux angles donnant la direction À de l’axe de rotation 
dans un référentiel Oxyz et l’angle de rotation, donc en tout trois angles 
qui varient de façon continue. Le groupe des rotations possède une infinité 


6. On peut remarquer que dans le cas d’un groupe continu, les transformations U(g) 
doivent nécessairement être unitaires par continuité, si tout élément du groupe peut être 
relié de façon continue à l'élément neutre e du groupe (en d’autres termes si le groupe est 
connexe) : en effet U(e) = I est unitaire. 

7. La relation RTR = I implique que det R = +1. Dans la notation SO(3), S indique que 
l’on doit choisir det R = +1, O qu’il s’agit du groupe orthogonal et 3 désigne la dimension 
de l’espace. Si l’on ajoute aux rotations l’opération d’inversion des axes, ou parité, on 
obtient le groupe (3), qui inclut aussi les matrices de déterminant —1. Le groupe SO(3) 
est connexe, mais non O(3) : on ne peut pas passer de façon continue de det R = +1 à 
det R = —-1. 
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de sous-groupes abéliens, les rotations autour d’un axe fixe. Nous allons 
montrer qu'il suffit de considérer trois sous-groupes abéliens correspondant 
aux rotations autour de Ox, Oy et Oz : le nombre de ces sous-groupes est 
égal au nombre de paramètres indépendants. Les rotations de ces sous-groupes 
sont paramétrées par un angle 0, et selon (8.7), ce paramètre est un paramètre 
additif : le produit de deux rotations d’angles 41 et 0: est la rotation d'angle 
8 = 01 +02. De façon générale, si un groupe de Lie G est paramétré par n 
paramètres indépendants, on dira que la dimension du groupe est n, et on 
pourra se ramener à l'étude de n sous-groupes abéliens (exercice 8.5.4). Soit 
un sous groupe abélien de G, dont les éléments A sont paramétrés à l’aide d’un 
paramètre additif à 

h(a + @2) = hlazjh(a) (8.14) 


D’après (8.12) on doit avoir pour les opérateurs Up (œ) qui transforment les 
vecteurs d'état de H 


Un(a + az) = Un(@œ2)Un(@1) (8.15) 


Le théorème de Stone (§ 7.3.2) implique qu’il existe alors un opérateur 
hermitique Th = T, i tel que 


Un(a) = e72 (8.16) 


L'opérateur Ty est appelé générateur infinitésimal de la transformation 
considérée. Comme 7x est hermitique, cest un bon candidat pour 
une grandeur physique, et de fait à toutes les transformations dont la 
liste figure dans l'introduction de ce chapitre correspondent des grandeurs 
physiques fondamentales. En effet, on établit la correspondance suivante 
entre générateurs infinitésimaux et grandeurs physiques pour ces diverses 
transformations, que nous allons revoir en détail dans la suite de ce chapitre. 


e Translations de temps de t : U(t) = exp(—itH/ħ) : Tah = H = 
hamiltonien : voir le chapitre 4. 


e Translations d'espace de g = aû : U(à) = exp(—ia(P - à)/h) : Th 
P.â= composante suivant à de l’impulsion P. 


e Rotations autour d’un axe ñ : Ua (0) = exp(—ið( J- ñ)/ħ) : J- à= 
composante suivant À du moment angulaire J. 


e Transformation de Galilée de vitesse 7 : U (7) = exp(—i(#-G)/h) : G = 
-mĒ, Ř= position, m étant la masse. 


Dans chaque cas, la présence de A dans l’exponentielle assure que l'’exposant 
est une quantité sans dimensions. Si l’on choisit précisément À, et non 
h que multiplie une constante numérique, alors les expressions précédentes 
définissent les opérateurs représentant les grandeurs physiques énergie, 
impulsion, moment angulaire et position. En fait ces expressions donnent 
la définition la plus générale de ces opérateurs. 
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8.2.2 Lois de conservation 


Nous allons montrer qu'aux lois de conservation de la physique classique 
en présence d’une symétrie correspondent en physique quantique des lois de 
conservation pour les valeurs moyennes de grandeurs physiques. Généralisons 
d’abord (4.26) au cas où l'opérateur A dépend explicitement du temps. Au 
membre de droite de (4.26) on doit ajouter 


eoleo = (Gr), 


et cette équation donne la forme générale du théorème d’Ehrenfest 


a AV ® = ` (|y, Al}e + Fr). | (8.17) 


Lorsque l’opérateur À est indépendant du temps, (04/ôt) = 0 et l’on 


retrouve (4.26) 


d 
S (Abel) = $ (EA) (8.18) 


Comme cette égalité est valable quel que soit |p}, nous obtenons le théorème 
suivant (nous supposons H indépendant du temps). 


Théorème de conservation de la valeur moyenne. Lorsque la grandeur 
physique À est indépendante du temps, la condition d{A4}/dt = 0 implique 
[H, À] = 0 et réciproquement. 


. ðA d 
Si g TO q 4e =0 = H, A] =0 E (8.19) 


Comme application, supposons que les propriétés d’un système physique 
soient invariantes par toute translation d'espace. Ce sera le cas par exemple 
pour un système isolé de deux particules dont l'énergie potentielle dépend 
uniquement de la différence de leurs positions (7; — F2). La valeur moyenne 
du hamiltonien doit être la même dans l’état |p) et l’état lya) = exp[-i(P - 
&)/f]lg) obtenu par translation de &, où & est un vecteur arbitraire 


(yal H |pa) = (p| exp (i ra H exp ( =j ra lp) = (pHo) 


Faisant tendre & vers zéro on en déduit 


Invariance par translation d'espace +> [H, P] = 0 | (8.20) 
La notation [Æ, P] = 0 indique que les trois composantes de l'impulsion 


commutent avec H. D’après (8.18), cette équation implique que la valeur 
moyenne (P) de P est indépendante du temps : l’invariance par translation 
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entraîne la conservation de l’impulsion (en valeur moyenne). Un raisonnement 
identique montre que 


[Invariance par rotation <= [Ħ, J} = 0 (8.21) 


La valeur moyenne (H de J est indépendante du temps : l’invariance par 
rotation entraîne la conservation du moment angulaire (en valeur moyenne). 
Il est également utile de faire les deux remarques suivantes : 


e Si [H, A] = 0, À et H peuvent être diagonalisés simultanément, et 
en particulier on peut choisir pour vecteurs propres de A les états 


stationnaires. 

e La condition [H, A] = O implique que A commute avec l'opérateur 
d'évolution U(t — to) (4.20). Si |p(to)} est vecteur propre de A au 
temps to 


Alp(to)) = alp(to)) 
alors |p(t)} est vecteur propre de À avec la même valeur propre 


Aly(t)} = AU (t — to)l(to)) = U(t — to) Alp(to)} = alp(t)) 


La valeur propre a est conservée : c’est une constante du mouvement. 
On aurait pu déduire ce résultat directement de (8.19), puisque dans ce 
cas (À) =a. 


8.2.3 Relations de commutation des générateurs 
infinitésimaux 


On peut déterminer la plupart des propriétés d’un groupe de Lie en 
examinant le voisinage de l'identité, plus précisément en étudiant les relations 
de commutation de ses générateurs infinitésimaux : l’ensemble de ces 
relations de commutation constitue l'algèbre de Lie du groupe (exercice 8.5.4). 
Cependant, deux groupes de Lie isomorphes dans le voisinage de l'identité 
peuvent différer par des propriétés topologiques globales : nous en verrons 
bientôt un exemple. Examinons plus en détail le cas du groupe des rotationsÿ. 
L'opérateur de rotation R;:(0) d’un angle 0 autour d’un axe À est un opérateur 
orthogonal de l’espace à trois dimensions : RTR = RRT = I. Les rotations 
R;:(8) forment un sous-groupe abélien du groupe des rotations, et toujours 
d’après le théorème de Stone, on peut écrire 


Ra (8) = exp ( - iof. â)) (8.22) 


où T. ñ est un opérateur hermitique : R étant orthogonal et réel, est aussi 
unitaire. Dans une telle rotation, un vecteur V se transforme en V’ (figure 8.3) 


8. Sauf mention explicite du contraire, il s’agira toujours du groupe SO(3) des rotations 
dans l’espace euclidien à trois dimensions. 
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Fig. 8.3 — Rotation de 8 d’un vecteur Y autour d’un axe à. 


V' = (1 — cos8)(À : V)û + cos 8 V + sin9(A x V) (8.23) 
On peut écrire cette loi de tranformation sous forme matricielle 
3 
V; = POIRA V; (8.24) 
j=1 


La détermination explicite de la matrice [Ra(0)]:; est proposée à 
l'exercice 8.5.1. Nous n’aurons pas à nous en servir, car nous allons prendre 
la limite ð — 0, c’est-à-dire la limite des rotations infinitésimales 


V'=V +0(à x V) + 00y (8.25) 


Le développement de l’exponentielle dans (8.22) et la comparaison avec (8.25) 
donnent 


, . 0 -n, Ny Vz 
(T-A)V =i] n 0 -ny Vy 
Ny Nng 0 Vz 


et par identification les opérateurs hermitiques Ty, Ty et T, 


00 0 00i 0 —i 0 
Tz= | 00 -i T,=| 000 T,=|100 (8.26) 
0i 0 —i00 000 


Lorsque 8 est fini, on peut aisément calculer l’exponentielle dans (8.22) en 
remarquant que (T - ñ)? = T'- À (exercice 8.5.1) et vérifier que l’on retrouve 
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FIG. 8.4 — Rotation R;(4)(0). 


bien (8.23). Un calcul direct (exercice 8.5.1) permet de montrer les relations 
de commutation? suivantes, qui constituent l’algèbre de Lie de SO(3) 


ÉTAT Tir. CLIS (8.27) 


ou en reprenant les notations de (3.52) 
[Ti T;] =i} cie Ta (8.28) 
k 


Nous allons donner une démonstration plus rapide et surtout plus instructive 
de (8.27) en utilisant l'expression suivante pour une rotation d’angle 4 autour 
d'un axe ñ($) du plan yOz, obtenu à partir de l'axe Oy par une rotation 
d'angle ġ autour de Oz (figure 8.4) 


Race) (0) = Rel) Ry ORe (0) (8.29) 


En effet la rotation Re(—¢) amène d’abord l’axe A($) sur Oy ; on effectue 
ensuite la rotation d’angle 8 autour de Oy et on revient enfin à la position 
initiale de l’axe par la rotation R;(@). Exprimons Race) (0) et R,(8) sous 
forme exponentielle (8.22) et développons au premier ordre en 0 


T. A(g) = cos Ty + sin ọ T; = e74 T ettT 
En développant au premier ordre en ®, on obtient 
[Tr Ta) = iT; 


et les deux autres relations de commutation (8.27) s’en déduisent par 
permutation circulaire. 


9. Il suffit bien sûr de montrer la première relation, les deux autres s’en déduisant par 
permutation circulaire. 
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Considérons maintenant les opérateurs qui effectuent des rotations sur 
les états physiques dans H. Nous avons vu que l'opérateur qui effectue une 
rotation d'angle 0 autour d’un axe À est 


> 


Ua (0) = exp ( =p +) (8.30) 


Comme ces opérateurs forment une représentation du groupe des rotations, 
on déduit de (8.12) et de (8.29) 


Unco (0) = Ur(é)U,(8)Ux(—d) 


En développant comme précédemment les exponentielles au premier ordre en 
0 puis en 6, on obtient les relations de commutation du moment angulaire 


LL, Jy) =iħJ; [Jy J} = iJe [J,J]=ihJ, (8.31) 


| (Ji, Ji] = ih Y Eijk Jr (8.32) 
k 


Les relations de commutation des J; sont donc, au facteur À près, identiques 
à celles des T;. Les générateurs infinitésimaux des rotations dans H ont des 
relations de commutation identiques à celles des générateurs infinitésimaux 
du groupe des rotations dans l’espace ordinaire. Notre démonstration des 
relations (8.31) ou (8.32) souligne leur origine géométrique. 

Les relations de commutation des opérateurs scalaires et vectoriels avec 
J sont d’une grande importance pratique. Un opérateur scalaire S est un 
opérateur dont la valeur moyenne est invariante dans une rotation. Si U(R) 
est l’opérateur qui effectue la rotation R dans l’espace des états 


lpr) = U(R)|) 


ou 


nous devons avoir 


(prISIpr) = (WIUY(R)SU(R)\) = (plsi) 


et par conséquent pour une rotation R;(4) 


exp (1022) sexp ( — i0 B = $S 


Prenant 8 infinitésimal, nous constatons que $ commute avec J 


Un opérateur scalaire commute avec le moment angulaire. 
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Un raisonnement analogue permet d'établir les relations de commutation 
de J avec À ou P, et plus généralement avec tous les opérateurs vectoriels. Par 
définition, un opérateur vectoriel V est un opérateur dont la valeur moyenne 
se transforme par rotation suivant la loi (8.24). Nous devons donc avoir 


3 
(pr Vlr) = (PUTR) VUR) = È Ri (Vlo) 
j=1 
et par conséquent pour une rotation R;(6) 


J- À 


F JViexp ( — 9 


ARS 3 
exp (io d =) z DU (8.33) 


Prenons ñ = ĉ et 4 infinitésimal ; d’après (8.25) V’ a pour composantes 
(Vz, Vy = 0V2, Vz + OV,) 


et nous avons donc, par exemple pour la composante à = y de (8.33) 


(1+ TAE A = V, - 0V; 


soit i[Jz, Vy] = —hV, et en examinant les autres composantes 


[Je V] =0 Le Vy] =iħV; Je, Va) = iv, 


[Ji Vj] = ih Ý Eijk Ve (8.34) 
k 


Ces relations sont valables en particulier pour lopérateur position Ř et 
l'opérateur impulsion P, qui sont des opérateurs vectoriels. 

Le lecteur attentif aura remarqué que les relations de commutation (3.53) 
du spin 1/2, $ = tħ sont identiques à (8.31), et que le spin 1/2 est donc un 
moment angulaire. Donnons quelques indications permettant de comprendre 
cette identification, sans toutefois entrer dans des détails mathématiques qui 
nous entraîneraient trop loin. L’algèbre de Lie (3.52) des matrices de Pauli 
est celle du groupe SU(2) des matrices 2 x 2 unitaires et de déterminant +1 
(exercice 8.5.2). L’algèbre de Lie de SU(2) et celle de SO(3) sont identiques : 
les deux groupes coïncident dans le voisinage de l'identité. Cependant les 
deux groupes ne sont pas globalement identiques : on le voit en considérant 
une rotation de 27 autour d’un axe À. Compte tenu de (exercice 3.3.6) 


0 0 
exp (189.2) = cos Ê 7 19. sn | (8.35) 


ou sous forme générale 
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on voit que 


exp(—i$#.À) = 1 pour 0 = 2r 


On retrouve l'identité seulement pour 8 = 47 ! À la rotation identité de SO(3) 
correspondent donc deux éléments de SU (2), +I et —I. La correspondance 
entre SU(2) et SO(3) est un homomorphisme, qui à deux éléments de 
SU(2) fait correspondre un élément de SO(3), et on a donc pour un 
spin 1/2 une représentation projective (8.13) du groupe des rotations. Cette 
propriété découle de ce que le groupe SO(3) est connexe mais non simplement 
connexe! : une courbe continue fermée dans l’espace des paramètres du 
groupe ne peut pas toujours être déformée continûment en un point. Cette 
propriété est visible dans les rotations de l’espace ordinaire !! ; elle n’est pas 
propre à la mécanique quantique comme on a parfois tendance à l’affirmer!? : 
la véritable rotation identité pour un objet en relation avec son environnement 


n’est pas la rotation de 27 mais la rotation de 47 ! 


8.3 Relations de commutation canoniques 


8.3.1 Cas de la dimension d = 1 


Plaçons-nous d’abord à une dimension, sur l’axe des x, et soit X 
l'opérateur position. Considérons une particule dans un état |p) où cette 
particule est localisée au voisinage d’une position moyenne zo, avec une 
dispersion Ax 


(lX ly} = (X) = zo (PIX — z0)? lp) = (Ax)? (8.36) 


10. Un disque dans le plan est simplement connexe. Perçons un trou dans ce disque : alors 
la région du plan ainsi obtenue n’est plus simplement connexe, car une courbe encerclant 
le trou ne peut plus être déformée en un point. 

11. cf. Lévy-Leblond et Balibar [1984], chapitre 3.D ; Pargument est dû à Dirac. 

12. Un mot sur les conditions où les représentations projectives sont nécessaires. Deux cas 
peuvent se présenter. (i) Comme pour la correspondance entre SU (2) et SO(3), la nécessité 
d’une représentation projective vient de propriétés topologiques globales. Le facteur de 
phase dans (8.11) prend alors des valeurs discrètes, comme dans (8.13). (ii) Si 


k 


est l'algèbre de Lie du groupe (dont (8.28) pour SO(3) est un exemple, voir aussi 
l'exercice 8.5.4), il se peut que l’on puisse construire une autre algèbre de Lie dont le 
second membre diffère par un multiple de l'identité : 


[T;,T;] = D» CijkTh + iD;;1 Dij = —Dji 
k 


C’est ce que l’on appelle une extension centrale de l'algèbre de Lie initiale. Si le terme D;,1 
peut être éliminé par une redéfinition des générateurs infinitésimaux T}, alors il n’existe 
que des représentations vectorielles (avec éventuellement des facteurs de phase discrets dus 
aux propriétés topologiques globales comme dans (i}). Dans le cas contraire, par exemple 
celui du groupe de Galilée (exercice 8.5.7), il existe des représentations projectives où le 


facteur de phase varie de façon continue : cf. par exemple Weinberg [1995], chapitre 2. 
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F1G. 8.5 — Particule localisée au voisinage de x = zo. 


Elle est par exemple localisée dans l'intervalle [£o — Az, £o + Ax] (figure 8.5). 
Si nous appliquons à cet état une translation a 


le — lga) = exp (1 TE) fe) = Ulol) 


où P est l’opérateur impulsion et U (a) l'opérateur de translation 


U(a) = exp ( — i Ze) U`! (a) = Ut (a) = exp (i Pa) (8.37) 


alors la particule sera après translation localisée dans l'intervalle [xo + a — 
Ax, to + a + Ar] 


(X}a = (Yal X lya) = (IUT (a) XU(a)lp) = zo + a = (X) + a 


Comme l’état |p) est arbitraire, l'égalité des valeurs moyennes entraîne celle 
des opérateurs 
“l(a)XU(a) = X + al (8.38) 


et en faisant tendre a vers zéro nous obtenons la relation de commutation 


canonique entre X et P 
[X, P] = iI (8.39) 


Comme application, calculons le commutateur entre P et une fonction 
quelconque f(X). Développons f(X) en série de Taylor 


F(X) =co + aX? +... +n X" + 
D’après (8.38) 
U`! (a) X?°U (a) = U~ (a) XU (a)U~+ (a) XU (a) = (X + al)? 
et ceci se généralise immédiatement à X” 


U`!(a) XU (a) = (X + al)" 
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Nous obtenons donc 


U (a) f(X)U(a) = f(X + al) (8.40) 
Selon une technique maintenant éprouvée nous faisons tendre a vers zéro 
… Of(X 
P, po = 29/00 (841) 


Comme cas particulier de (8.40) nous pouvons choisir f(X) = exp(iSX}), 8 
réel, et nous obtenons les relations de commutation canoniques sous la forme 
de Weyl 


exp (i Pa) exp(iBX ) exp ( ~i Pa) = exp(iĝX ) exp(iĝa) (8.42) 
La forme de Weyl est plus intéressante mathématiquement que (8.39), car 
les opérateurs unitaires qui interviennent dans (8.42) sont bornés (§ 7.2.1), 
contrairement aux opérateurs X et P. 

On déduit immédiatement de (8.39) linégalité de Heisenberg sur les 
dispersions en position et impulsion ; en effet, d’après (4.10) 


Ar Ap= VA VP Aa 5h (8.45) 


8.3.2 Réalisation explicite et commentaires 


Une réalisation explicite, ou représentation des relations de commutation 
canoniques (8.39), peut être donnée dans l’espace L(? (R) des fonctions y(x) 
différentiables de carré sommable sur la droite dans l'intervalle [—-c, +]. 
Cette représentation est 


[oe = zolz)  (Py)e) = -ih (8.44) 


Dans ces équations, (Xp) et (Pp) sont des symboles de fonctions, par exemple 
(Xp)(x) = g(x) et (Py)(x) = h(x). Vérifions (8.44) 


([XP — PXl]v)(x) = -ihs £ + inZ- (egle) = ihip(x) 


(EX, Ple)(x) = iħp(z) 


Il est légitime de se poser la question de l'unicité de la représentation (8.44) 
des relations de commutation canoniques : l'équation (8.44) est-elle une 
solution unique de (8.39) ? Évidemment deux représentations ne doivent pas 
être considérées comme distinctes si elles sont reliées par une transformation 
unitaire, qui est un simple changement de base orthonormée dans H. Soit U 
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un opérateur unitaire. Les opérateurs P’ et X’ obtenus par transformation 
unitaire 
P' = UPU X'=U'XU 


obéissent aussi aux relations de commutation canoniques 
[X’, P'] = UXUUÞÝPU — UPUUÝXU = UT[X, P]U = iħI 


La représentation (X’, P’) des relations de commutation canoniques est dite 
unitairement équivalente à la représentation (X, P). La grande importance 
de (8.44) vient du théorème suivant, que nous énonçons sans démonstration. 


Théorème d'équivalence unitaire de von Neumann. Toutes les représentations 
des relations de commutation canoniques sous la forme de Weyl! (8.42) sont 
unitairement équivalentes à la représentation (8.44) sur L? (R). De plus, 
cette représentation est irréductible, c’est-à-dire que tout opérateur sur H 
peut s’écrire comme une fonction de X et de P. Tout opérateur commutant 
avec X (resp. P) est une fonction de X (resp. P). Tout opérateur commutant 
avec X et P est multiple de l'identité 7. W 

Ce théorème implique que nous n'avons pas à nous préoccuper du choix de la 
représentation de (8.39), puisque deux choix différents seront reliés par une 
transformation unitaire. 

À trois dimensions, les opérateurs position R et impulsion Ë sont des 
opérateurs vectoriels de composantes X,Y,Z et Prz, Py, Pz, que l’on note 
collectivement X; et Pi, à = x,y,z. Les composantes différentes de Ř 
et P commutent, et seules les composantes identiques ont des relations de 


commutation non nulles 
[X;, P;] = in 6:;1 | (8.45) 


8.3.3 L'opération parité 


L'opération parité consiste à renverser le signe des coordonnées : ¥ — —%. 
On peut aussi la voir comme la combinaison d’une réflexion par rapport à un 
plan suivie d’une rotation de x autour d’un axe perpendiculaire à ce plan. 
Prenons par exemple le plan xOy et appelons M la réflexion par rapport à ce 
plan, R;{x) la rotation autour de Oz 


T = 
ile (8.46) 
Ym? Jra” 
2 —2 =g 


Comme l'invariance par rotation est en général valable, on exprime de 
façon imagée invariance par parité en disant que l’image dans un miroir 
d’une expérience de physique doit apparaître comme physiquement possible. 


13. Cette précision est importante : sinon les opérateurs Ác du § 7.2.2 permettraient de 
construire un contre-exemple au théorème ! 
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L'opération parité agit différemment sur les vecteurs proprement dits, ou 
vecteurs polaires comme la position F, l'impulsion p ou le champ électrique E 


F> -F B= -p E sE (8.47) 


et sur les pseudovecteurs, ou vecteurs atiaux, comme le moment angulaire 7 
ou le champ magnétique B, qui sont associés à un sens de rotation, et non à 
une direction 

7>7 B>B (8.48) 


Rappelons que le produit vectoriel de deux vecteurs polaires est un vecteur 
axial!4 : 7= F x p est un vecteur axial. 

Les interactions faibles (cf. § 1.1.4) ne respectent pas l’invariance par 
parité : ceci a été montré pour la première fois par C.S. Wu, en utilisant 
la désintégration 8 (1.4) de noyaux de cobalt? polarisés en un état excité 
du Ni 

6Co — SONi* te +7 


La valeur moyenne du moment angulaire iD du © Co a une orientation 
fixe (figure 8.6). On constate que les électrons de la désintégration sont 
émis de façon _préférentielle dans la direction opposée à celle du moment 
angulaire : si P est l'impulsion des électrons, (J. P) <0. Mais (J. P}, valeur 
moyenne du produit scalaire d’un vecteur polaire et d’un vecteur axial, est 
un pseudoscalaire, qui change de signe dans une opération parité. L'image de 
l’expérience dans un miroir (figure 8.6) n’apparaît pas comme physiquement 
possible : dans le miroir, les sens de rotation sont inversés, et les électrons 
partent préférentiellement dans la direction de J. 

Le groupe G correspondant à l'opération parité est le groupe multiplicatif 
à deux éléments {+1,—1}, ou groupe Zə. Comme on ne peut pas relier 
continûment —1 à l'identité, il nous faut trouver un argument pour décider 
si l'opérateur II qui représente l'opération parité dans l’espace des états 
est unitaire ou antiunitaire. Soit x et y deux vecteurs arbitraires et 
(x, p) leur produit scalaire (nous revenons provisoirement aux notations des 
mathématiciens). Si la parité est une symétrie 


(Ex, Hy)] = |(x 2) 


Comme dans l'opération parité les opérateurs position et impulsion doivent 
se transformer tous deux comme des vecteurs : 


Ř > 0R = -R P > 0PH > -P (8.49) 


14. L'existence de vecteurs axiaux est une particularité de l’espace à trois dimensions, 
d= 3. Un vecteur axial est en fait un tenseur antisymétrique de rang 2, qui a d(d — 1)/2 
composantes en général. Pour d = 3, ce nombre de composantes est 3, ce qui permet de lui 
faire correspondre un (pseudo)vecteur. À 4 dimensions une telle identification n'est plus 
possible : un tenseur antisymétrique de rang 2 comme le champ électromagnétique a 6 
composantes. 
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FIG. 8.6 — L'expérience de désintégration du cobalt polarisé. 


leur commutateur est inchangé 
H(X, PU! = ih6;;1 
Examinons l'élément de matrice 


(IIx, I[X;, Pijp) E (IIx, IX, PJO Ig) 
= (Ilx, iô; lp) = ihô;;(TIx, Hp) (8.50) 


Mais on a également 


(0x, Xi, P;le) = (Ix, ITiñ6;5) 
ihô;(TLx, I) (8.51) 


si l’on suppose que II est unitaire. En effet, pour un opérateur unitaire 
(Ux, Uig) = (xip) = i(x, +) 

tandis que pour un opérateur antiunitaire 
(Ux. Uig) = (iv, x) = —i(e, x) 


Les équations (8.50) et (8.51) sont compatibles uniquement si II est unitaire. 
En revanche, si au lieu de la parité II on considère le renversement du sens 
du temps O : R—Ret P — —P (cf. annexe A2), alors 


O[X;, P107} = -[x;, Pi] = —ihôi; 


et ce changement de signe entraîne que O est antiunitaire. 
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Si la parité est une symétrie, ce qui dans l’état actuel de nos connaissances 
est le cas pour les interactions fortes et les interactions électromagnétiques, 
alors IJ doit commuter avec le hamiltonien : [II, H] = 0. Comme II? = 1, 
puisque deux opérations parité successives ramènent le système d’axes à sa 
position initiale, les valeurs propres de IT sont +1. Comme II et H commutent, 
on peut trouver un système de vecteurs propres communs jy+) à H et à II 


H|p+) = Elp) oz) = +p) (8.52) 


Les états 4) sont dits de parité paire et les états |p—) de parité impaire. 


8.4 Invariance galiléenne 


8.4.1 Hamiltonien en dimension d = 1 


Nous allons maintenant examiner les conséquences de la dernière 
invariance que nous n’avons pas encore exploitée, l’invariance par changement 
de référentiel d’inertie. Nous nous limitons d’abord à une dimension, une 
particule sur l’axe des x. Les équations de la physique non relativiste doivent 
garder la même forme dans la transformation de Galilée 


z'=x-ut (8.53) 


qui fait passer d’un référentiel d'inertie à un autre référentiel d'inertie 
se déplaçant à la vitesse v par rapport au premier. La loi de 
transformation (8.53) correspond au point de vue passif du changement d’axes. 
Afin de garder la cohérence avec les sections précédentes, nous allons choisir le 
point de vue actif, qui consiste à modifier la vitesse de toutes les particules de 
v ; en bon français!, on « booste » toutes les particules de v. Si la position, la 
vitesse, l'impulsion p et l'énergie cinétique K initiales d’une particule classique 
de masse m sont 

2 


z, t, P=ME, K=zmi 


ces mêmes variables deviendront après le « boost » v 


1 
zt =r+ot, d'=t+u, pamit, K'= 5 m(à')? (8.54) 


Contrairement au cas des translations et des rotations, l'énergie n’est pas 
invariante dans une transformation de Galilée. On doit seulement exiger que 
la forme des équations de la physique reste invariante. 

Venons-en maintenant au cas quantique, en nous plaçant au temps t = 0, 
ce qui correspond à une transformation de Galilée instantanée. La loi de 


15. Il n'existe pas de bonne traduction de ce terme dont l’origine est le « booster » d’une 
fusée. 
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transformation des vecteurs d'état dans une transformation de Galilée sera 
une transformation unitaire U (v) 


U(v) = exp ( — i 2) (8.55) 
où G = Gt est le générateur infinitésimal des transformations de Galilée. 
Les transformations de Galilée à une dimension forment un groupe additif, 
puisque la composition de deux transformations de vitesses v et v’ est une 
transformation de vitesse v” = v +v’. Une fois de plus, le théorème de 
Stone nous garantit lexistence d’un générateur infinitésimal hermitique G. Si 
(A) est la valeur moyenne d’une grandeur physique dans l'état |p}, sa valeur 
moyenne (A), dans l’état transformé |9,) = U (v)|p) sera 


(PulAlge) = (A) = (lUT (v) AU (v)ls) (8.56) 


Nous nous attendons d’après (8.54) (pour t = 0) à ce que les valeurs moyennes 
des opérateurs position X, impulsion P et vitesse X se transforment selon 


(X) > (X) = (IUT) XU(v)|e) = (X) (8.57) 
(X) => Ou = (UT) AU (0e) = (X) +v (8.58) 
(P) > (Ph = (pi (0)PU(0)le) = (P)+mo (8.59) 


L'hypothèse forte!$, même si elle semble naturelle, est en fait (8.58), car X 
est défini comme (i/h)[H, X], et (8.58) conduit à restreindre les hamiltoniens 
possibles. Comme (8.59) est valable quel que soit |p}, on déduit 


exp (i 22) Pexp ( —i 2) = P+mvI (8.60) 
et en faisant tendre v vers zéro 
[G, P] = ~iħmI 
Il est donc possible de choisir G = —-mX. D'après le théorème de von 
Neumann, tout autre choix serait unitairement équivalent. 


Considérons maintenant l'opérateur X décrivant la vitesse, qui, 
suivant (8.18) pour À = X, est défini par 


X = z [H, X] (8.61) 


D’après (8.58) me 0 à 
exp (i T) exp ( —i =) =X +vl (8.62) 


16. Voir H. Brown et P. Holland, Am. Journ. Phys. 67, 204 (1999) pour une évaluation 
critique de cette hypothèse. 
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et en retranchant (8.60) (divisé par m) de (8.62) 


vG\TS 1 vG .. 1 
Tea tes A 
exp (iZ) [X — P| exp ( i) z (8.63) 
ce qui implique que l'opérateur [X — P/m] commute avec G, et donc avec 
X. Toujours d’après le théorème de von Neumann, [X — P/m] doit être une 
fonction de X 


À - P/m = = f(X) (8.64) 


Dans le cas à une dimension, et en général seulement dans ce cas, on peut 
éliminer la fonction f par une transformation unitaire. En effet, soit F(x) 
une primitive de f(x), F’(x) = f(x) ; considérons la transformation unitaire, 
qui est en fait une transformation de jauge locale (8 11.4.1) 


S = exp (: F(X)) (8.65) 


Dans la transformation unitaire X’ = S—1XS, X reste évidemment inchangé : 
X’ = X. Calculons P’. En utilisant (8.41) 


[P, S) = -iÈ = (in ($) s008 = 1008 
d’où l’on déduit 
STIPS — P = S-1(PS — SP) = S-1[P,S] = S!f(X)S = F(X) 


d’où P’ = S-1PS = P + f(X) et d’après (8.64) 
= 
m 


On peut donc toujours choisir comme opérateur impulsion P = mX : ce choix 
est unitairement équivalent à tous les autres. Nous allons utiliser ces résultats 
pour déterminer la forme la plus générale du hamiltonien compatible avec les 
lois de transformation galiléennes. Définissons l'opérateur K, qui sera bien 
sûr la version quantique de l’énergie cinétique, par 


1 s P? 
= =mX?= — 
K > m Fm (8.66) 
et calculons son commutateur avec X 
1 iñ ôP? P 
K, X| = — [P?, X] = -— — = if — 8.6 
[a TA x] 2m ðP Lure (3:67) 
En effet (8.41) implique, en échangeant les rôles de P et de X 
… Of (P 
[x, FPJ = in 20) 


ðP 
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Mais 
1 


À 
—P=X-=-{H,X 
m h xl 
et en retranchant cette équation de (8.67) on obtient 
(H-K,X]=0 


L'opérateur (H — K) est une fonction de X uniquement, que nous désignerons 
par V(X), ce qui donne pour la forme la plus générale du hamiltonien 
compatible avec l’invariance galiléenne 


p? 
H = K + V(X) = + V(X) (8.68) 


On justifie ainsi ce que lon aurait obtenu par le principe de correspondance 
à partir de l’analogue classique de l’énergie, somme de l'énergie cinétique et 
de l'énergie potentielle 


p? 

E= 5— +V(z 

2m (a) 
L’invariance galiléenne est assurée par le fait que le hamiltonien garde la 
même forme après transformation. Si le hamiltonien initial est une fonction 


de X et P, le hamiltonien transformé est la même fonction de X, = X et 
P, = P + mo. 


e État initial : 


P? 
= — X 
H I, +V(X) 
e État transformé : 
P? LS 
Hs = zp t VO) = H + Pv + mu +V(X) (8.69) 


8.4.2 Hamiltonien en dimension d = 3 


En répétant l'argument de la sous-section précédente dans le cas de trois 
dimensions d’espace, on arrive sans difficulté à la généralisation de (8.64) 


FB) (8.70) 


mais on ne peut pas en général éliminer f (À). En effet il faudrait trouver une 
transformation unitaire 


telle que 
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ce qui n’est possible que si Ÿ x f = 017. L'équation (8.70) implique la relation 
de commutation 


. iå 
EX, X;] = Te di (8.71) 
L'énergie cinétique K est définie par 
aR D Ge carre 
= = .72 
K=om(e) =z Ë- (8.72) 


On calcule aisément le commutateur de K et de X;. En effet 


1 , 1 Ne : ei 
[K, X;] = zm XX] = 5m lX; Xi] + [X;, Xi] X 5) = —iAX, 
j i 


En comparant les commutateurs 
[K, X] = -iñ X; et [Ħ, Xi] = -iñ X; 


on déduit 

[H — K,X;] = 0 
(H — K) est donc une fonction de À uniquement : H = K + V(Ř). Le 
hamiltonien le plus général compatible avec l’invariance galiléenne est donc 
de la forme 


H= > - (F- IAY + V(À) (8.73) 


Il est important de o la différence entre P/m et dŘ/dt : Cest cette 
dernière quantité qui donne l'énergie cinétique K 
on es) P? 
dé 2m 
On peut maintenant faire le lien avec la physique classique. En mécanique 
classique, le hamiltonien d’une particule de charge q dans un champ 


magnétique B(F) = Ÿ x A(F) et dans un champ électrique E(F) = —V(F) 
qui peuvent dépendre du temps, estl# 


l 1) 
Ha = z> (B-44) +a) (8.74) 


On obtient donc (8.73) en utilisant le principe de correspondance et en 
identifiant qå = fet q = V. La signification de ce hamiltonien sera examinée 
de façon plus approfondie au § 11.4.1, quand nous discuterons invariance de 
jauge locale : la transformation (8.65) et sa généralisation à trois dimensions 


sont des transformations de jauge locales. Si F (4) peut être éliminé par une 


telle transformation, cela implique que B=0. 


17. Cette condition est nécessaire mais non suffisante dans un domaine non connexe. 
18. cf. Jackson[2001], chapitre 12. 
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8.5 Exercices 


8.5.1 Rotations 


1.Soit Ra(0) la matrice 3 x 3 représentant une rotation d’angle 4 autour de 
à. Montrer que Tr R:(0) = 1 +2cos0. Suggestion : utiliser (8.29). 


2. Écrire explicitement la matrice R:(0) à partir de (8.23) en fonction des 
composantes de à 


à = (a, 8,7) @ +P +l 


3. Vérifier explicitement la relation de commutation [T,,T,] = iT, en utilisant 
les formes matricielles (8.26). 


4. Vérifier que 


et en déduire 
e T8) g isinO(T - À) — (1 — cos) ( Æ à) 


Comparer avec (8.23). 


8.5.2 Rotations et SU(2) 


Le groupe SU(2) est le groupe des matrices 2 x 2 unitaires et de 
déterminant un. 


1. Montrer que si U € SU(2), alors U est de la forme 
z a b 2 2 
U = (i L) lal + |b] =1 


2. Montrer qu’au voisinage de l’identité on peut écrire 
U =I -ir avec r=r 
et que 7 s'exprime en fonction des matrices de Pauli 
1 8 
r=3 D Go: b: —0 


i=1 


3. On pose 6 = (3:,82)!/? et 0i = O ñi, où À est un vecteur unitaire. 
Supposant maintenant les 8; finis, on définit Ua (0) par 


O 
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Montrer que 
U;(8) 2 e102 â/2 


Inversement toute matrice de SU (2) est de cette forme (exercice 3.3.6). 


4. Soit V un vecteur de R3 et V la matrice hermitienne de trace nulle 


AR 
EPA =: )=2-7 


Quel est le déterminant de V ? Soit W la matrice 
W = UVU! 


Montrer que W est de la forme ë -W et que W se déduit de V par une rotation. 
A-t-on entièrement prouvé cette propriété à ce stade ? 


5. On définit V (6) par 


-> eR 


E- V (0) = Ua (0) [2 - V] U7 (8) V(0=0)=V 
Montrer que 
a¥ (0) 
d8 
En déduire que O s'obtient à partir de V par une rotation d'angle 8 
autour de À. Ce résultat établit une correspondance entre les matrices Ra (8) 


de SO(3) et les matrices U:(4) de SU(2). Cette correspondance est-elle 
biunivoque ? 


= à x V(8) 


8.5.3 Relations de commutation entre l’impulsion 
et le moment angulaire 


Cet exercice donne une autre démonstration des relations de 
commutation (8.34) entre l'impulsion et le moment angulaire, si l’on choisit 
l'opérateur vectoriel Ý = P. Soit Ty(a) une translation de a parallèle à Oy 


Tala) =F + aÿ 
Si R;(8) est une rotation d’angle 0 autour de Oy, montrer que 
Ra(8) Ty(a) Rz(—8) 


est une translation le long d’un axe que l’on déterminera. En déduire la 
relation de commutation 


Le, Pl = ihP, 
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8.5.4 Algèbre de Lie d’un groupe continu 


On considère un groupe G dont les éléments g sont paramétrés par N 
coordonnées 0a, a = 1,...,N, g(8, = 0) étant l’élément neutre du groupe. 
Les variables 4, sont notées collectivement 0 : 9 = {0a}. La loi de composition 
est donnée par une fonction f indéfiniment différentiable 


9(8)g(8) = g( F8, 0)) 


À nouveau f est une notation collective pour l’ensemble de N fonctions f : 
f(8,0) = {fa(8b,0c)}. Soit un ensemble de matrices unitaires U (04) dont la 
loi de multiplication est 


U(8)U(8) = U(S@,0)) 


Les matrice U (0) forment donc une représentation du groupe G : voir (8.12). 


1. Montrer que fe (8,0 = 0) = ĝa et que fa(8 = 0,8) = ba. Montrer que pour 
0,0 — 0 fa(0,8) est de la forme 


-= 3 z = a22 23 
fa(0, 0) = Oa T ba + Fabc0b6e + O (e, 8? 0, 06 ,0 ) 
où nous avons utilisé la convention de sommation sur les indices répétés 


fabc050e = + Labc050e 


be 


2. Dans le voisinage de U (0) = I on écrit un développement de U (0) pour 
0—0 


U (0) = I — ibaTa — 5 beTe + O(8)° 

3. Effectuer le produit U (0)U (0) à l’ordre @, 8?) et montrer que légalité 

U(@U (0) = U(f(0,0)) 
pour les termes en 4,8, implique que 

Toc = TeTs — i fabe Te 
Utilisant la symétrie de Tbc, en déduire 

[To, Te] = iCabe Te 

avec Cabe = —Cacw Exprimer Cabe en fonction de fabe. Les relations de 


commutation précédentes constituent l’algèbre de Lie du groupe défini par la 
loi de composition f(8, 8). 
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8.5.5 Règle de somme de Thomas-Reiche-Kuhn 
Soit une particule de masse m dans un potentiel V (7). Le hamiltonien est 
P? > 
H = CE +V(R) 


Soit [ÿ,) un ensemble complet de vecteurs propres de H 


Hlpn) = EnlPn) X lyn) enl =I 


et |ÿo) un état lié, donc normalisable, d'énergie Eo. On pose 


(Yn|X lpo) = Xno 
1. Démontrer la relation de commutation 


(a, x, x] = -Ë 


2. En déduire 


2m|Xh0|? 
D Ml (E, - Bi) = 1 


n 


8.5.6 Centre de masse et masse réduite 


Soit deux particules de masses m1 et m2 se déplaçant sur une droite. On 
note X; et Xə leurs opérateurs position, P} et Pz leurs opérateurs impulsion. 
Les opérateurs impulsion et position de deux particules différentes commutent. 
On définit les opérateurs X et P 

_ m Xi + MoXo 


X = ——— P = Pi + Pr 
Mi + Mao 


et X et P B P 
X= Pi RE ma 
M + M 


1. Calculer les commutateurs [X, P] et [X, P] et montrer que 
[XP] = IX, PI = 0 


2. Écrire le hamiltonien 


P2 P2 
HE EL LE EVANS EX 
D Sma ( i 2) 


en fonction des opérateurs X, P, X, P. En conclure que, comme en mécanique 
classique, on peut séparer le mouvement du centre de masse et de la particule 
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relative de masse réduite p = maim2/(m:; + m2). Généraliser à trois 
dimensions. 


3. L'exemple suivant d'état intriqué a été utilisé dans l'article original 
d'Einstein, Podolsky et Rosen (§ 6.2.1). La fonction d’onde de deux particules 
est écrite 

Y(z1, £2; P1, P2) = (x1 — £2 — L) O(p1 + p2) 


où L est une longueur constante. Pourquoi est-il possible d'écrire une telle 
fonction d'onde ? Quelle est son interprétation physique ? La mesure de x: 
détermine z2, celle de pı détermine p2. Développer l’analogie avec lexemple 
du § 6.2.1. 


8.5.7 Transformation de Galilée 


1. Soit W (a, v) le produit d’une transformation de Galilée et d’une translation 
à une dimension 


Pan maae) eE) 
Montrer que 


mvia2 
ħ 


W (a1, v1)W (a2, v2) = exp(-i )W(& + 42, V1 + v2) 
2. Calculer 
Wi(a,v)W{(-—a, —v) 


et en déduire que l’on doit utiliser des représentations projectives pour le 
groupe de Galilée. 


8.6 Bibliographie 


On trouvera des compléments utiles sur les symétries en physique 
quantique dans Jauch [1968], chapitres 9 et 10 et dans Merzbacher [1970], 
chapitre 16. Le chapitre 2 de Weinberg [1995] contient également un excellent 
résumé de toutes les notions de base. Les relations de commutation canoniques 
et l’invariance galiléenne sont exposées dans Jauch [1968], chapitres 12 et 13. 
Il existe de nombreux livres consacrés à l’utilisation de la théorie des groupes 
en mécanique quantique, parmi lesquels on peut citer M. Tinkham, Group 
Theory and Quantum Mechanics, Mc Graw Hill, New-York (1964). 


Chapitre 9 


Mécanique ondulatoire 


ANS CE CHAPITRE, nous allons étudier une réalisation particulière de la 
mécanique quantique d’une grande importance pratique : il s’agit de la 
mécanique ondulatoire, qui est adaptée à la description du mouvement d’une! 
particule quantique dans l’espace à trois dimensions RÌ. C’est cette réalisation 
qui sert d'introduction aux fondements de la mécanique quantique dans la 
plupart des manuels. Elle consiste à prendre comme base de H les « vecteurs 
propres? » |F} de l'opérateur position À : en d’autres termes, on choisit 
une base où l’opérateur position est diagonal. En mécanique ondulatoire, 
un vecteur d'état peut être identifié à un élément w(F) de l’espace de Hilbert 
L2(R®) des fonctions de carré sommable sur l’espace à trois dimensions R°. Ce 
vecteur d'état est appelé fonction d’onde, et nous verrons que cette fonction 
d'onde s'identifie à l'amplitude de probabilité (7 |w) de trouver la particule 
dans l’état |p) localisée à la position F. Cette fonction d'onde est normalisée 
par la condition de sommabilité (7.10) 


O0 
f črn: (9.1) 
— 00 
Étant donné le rôle symétrique joué par les opérateurs position et impulsion, 
on pourrait aussi bien utiliser les vecteurs propres de P et les « fonctions 
d'onde de l’espace des impulsions » @(p) = {pl}, dont nous verrons que ce 
sont les transformées de Fourier des y(r). Après avoir examiné les principales 
propriétés des fonctions d’onde, nous étudierons plusieurs applications : états 
liés, diffusion, effet tunnel, potentiel périodique. Ces applications seront 
d’abord traitées dans le cas plus simple à une dimension. La généralisation à 
trois dimensions nous permettra de discuter la notion importante de densité 
d'états et son utilisation dans la « règle d’or de Fermi ». 

1. Ou de plusieurs particules : voir la généralisation au § 9.9.3 et au chapitre 13. 

2. Ainsi que nous l’avons vu au 8 7.3.1, ces objets ne sont pas des vecteurs de l’espace 
de Hilbert, ce que nous avons souligné par des guillemets. Cependant, comme nous allons 


faire par la suite un usage intensif de ces « vecteurs », nous supprimerons ces guillemets 
afin d'alléger l’écriture. 
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9.1 Diagonalisation de X et de P ; fonctions 
d’onde 


9.1.1 Diagonalisation de X 


Nous nous proposons d'étudier le mouvement d’une particule quantique 
en nous restreignant pour le moment au mouvement sur la droite réelle R : 
la particule se déplace sur cette droite entre ~co et +oo. Les grandeurs 
physiques pertinentes sont a priori la position et l'impulsion de cette particule, 
représentées mathématiquement par des opérateurs X et P dont nous avons 
établi les propriétés dans la section 8.3. Nous allons d’abord examiner les 
vecteurs propres de X en partant de la relation de commutation canonique 
entre X et P sous la forme (8.40) 


exp (= X exp ( — i22) =X +al (9.2) 


Montrons d’abord que le spectre de X est continu : soit |x) un vecteur propre 
de X 
X |x) = x|x) (9.3) 


et examinons l’action de X sur le vecteur exp(—iPa/ħ)|x} 
. Pa .Pa 
X [exp ( — i= )l)] = exp ( — y) + al)|x) 


= (x + a) [exp ( — ie) 1)| (9.4) 


Nous avons utilisé la relation de commutation (9.2) et la définition (9.3) du 
vecteur propre |z}. Le vecteur exp(—iPa/h}|x) est vecteur propre de X avec 
la valeur propre (x + a), et comme a est arbitraire, cela montre que toutes les 
valeurs réelles de x entre —œ et +oo sont valeurs propres de X. On prouve 
ainsi que le spectre de x est continu, et que par conséquent la normalisation 
doit s’écrire suivant (7.34) avec des fonctions delta de Dirac 


{x'|x) = 8(x — x’) (9.5) 


Compte tenu de la discussion du § 8.3.1, le résultat (9.4) qui peut s’écrire 


exp ( — ie )le) = |x + a) 


ne doit pas surprendre, car exp(—iPa/h) est l'opérateur de translation de a 
qui transforme l’état localisé en x, |x}, en l'état |x + a) localisé en (x +a). Le 
vecteur |x + a) vérifie une condition de normalisation analogue à (9.5) étant 
donné que l’opérateur exp(—iPa/ħ) est unitaire. On peut, si on le souhaite, 
fixer la phase des vecteurs de base |x) par la condition 


x) = exp ( = PE Vlr =0) (9.6) 
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Revenons sur l'interprétation physique : que représente exactement le vecteur 
|£}? D’après les postulats du chapitre 4, |x} représente un état où la position 
de la particule est connue avec une précision absolue : la particule est localisée 
exactement au point x sur la droite réelle. Mais en mécanique quantique un 
tel état est impossible à réaliser physiquement : comme nous allons bientôt 
le voir, un tel état a toutes les impulsions possibles avec la même probabilité 
entre p = —0o et p = +00. À la propriété mathématique : « |£} n’est pas un 
élément de l’espace de Hilbert » correspond la propriété physique : « |x} n’est 
pas un état physiquement réalisable ». Les états physiquement réalisables sont 
toujours représentés par des « vrais » vecteurs de H, c’est-à-dire des vecteurs 
normalisables. 

Nous avons admis implicitement que les valeurs propres x de X étaient 
non dégénérées. Bien sûr ce n’est pas nécessairement le cas : par exemple 
la particule pourrait avoir un spin 1/2, auquel cas il faudrait préciser si la 
particule se trouve dans un état de spin up |+} ou de spin down |—} : chaque 
valeur propre de X serait alors doublement dégénérée. Dans ces conditions, 
l’espace de Hilbert des états serait le produit tensoriel LP (R)®&H2 de l’espace 
des états de position LO(R) et de l’espace à deux dimensions des états de 
spin H2 : une base de cet espace serait par exemple formée des états [x @ +) 
et |£ & —) avec 

(X 8 S,)lx 8 +) = +xlr @ +) 


Bien que l’utilisation de vecteurs propres qui ne soient pas des véritables 
éléments de H soit mathématiquement contestable, elle est extrêmement 
commode et nous nous servirons par la suite de ces vecteurs sans précautions 
particulières. Nous généraliserons aussi la notion d’élément de matrice : 
comme l'opérateur X est diagonal dans la base |z}, nous pourrons écrire les 
« éléments de matrice » de X 


{x'|X x) = x{x'\x) = x (x — z’) (9.7) 
et plus généralement ceux d’une fonction F(X) 
(FO) Ie) = F(e)lr'lz) = F(x)6(x — a) (9.8) 


La relation de fermeture (7.37) s’écrit 


“ |£} dx (x| = I (9.9) 


=09 


Le projecteur Pla,b] sur le sous-espace des valeurs propres de X dans 
l'intervalle [a,b] s'obtient en restreignant l'intégration sur x à cet intervalle 


b 
Pa, b] = f Lx) dx (xl (9.10) 
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Cette expression généralise celle que l’on écrirait dans un espace de dimension 
finie : si À est le sous-espace d’un ensemble de valeurs propres d’un opérateur 
hermitique À, le projecteur P(A) sur ce sous-espace est 


P(A)= $ In}{n| 


ne A 


9.1.2 Réalisation dans LO)(R) 


Nous allons maintenant faire le lien entre le formalisme de Dirac que nous 
venons d’expliciter dans la base où X est diagonal et la réalisation donnée 
au $ 8.3.2 des opérateurs X et P comme opérateurs agissant dans l’espace 
L@(R) des fonctions de carré sommable sur R. Soit |p) un vecteur unitaire 
de H représentant un état physique. En utilisant la relation de fermeture (9.9), 
nous pouvons décomposer |) dans la base |z} 


= f tr) ar tele) (9.11) 


où (z|p) est donc une composante de |p} dans la base |z), ou en termes 
physiques, l'amplitude de probabilité de trouver la particule localisée au point 
x. Examinons les éléments de matrice des opérateurs X et exp(—iPa/ħ) 


[XIe] = (Xzla) = z (zlo) = role) (012) 
(|fe (1) ho)] = (x - alo) = (x — a) (9.13) 


Ces équations montrent que (xly) peut être identifié à une fonction y(x) de 
19 (R) telle que l’action des opérateurs X et P soit donnée par (8.44). En 
effet l’équation (9.12) est 


[Xo] @) = zolz) (9.14) 
tandis que (9.13) s'écrit 
.Pa 
[exp ( — i= )e] (x) = p(x — a) (9.15) 
et en développant au premier ordre en a 
[Po] (x) = —iħ e (9.16) 


Nous retrouvons l’action des opérateurs X et P telle qu’elle avait été définie 
au § 8.3.2. Vérifions que le produit scalaire est correctement donné par (7.11) 
en utilisant la relation de fermeture (9.9) 


(de) = | de (xle)talo) = f "exe (9.17) 


= — 00 
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Tı Q 
To 0 + £ 


FIG. 9.1 — Translation de a d’une particule localisée en zo. 


La fonction y(x — a) dans (9.15) est bien la fonction y(x) translatée de +a, 
et non de —a ! Si par exemple y(x) a un maximum à z = zo, p(x — a) a un 
maximum à x — a = go c’est-à-dire à x = zo + a (figure 9.1). Soulignons que 
le choix palz) = y(x — a) pour la fonction d’onde translatée n’est bien sûr 
pas unique. La fonction 


p, (£) = Oyz — a) 


est tout aussi valable que pa(zx). Le choix y(x—a) est lié à celui du générateur 
infinitésimal des translations, et le changement de phase @a(x) — (x) 
serait obtenu en utilisant un générateur infinitésimal déduit de (9.16) par 
la transformation de jauge locale (8.65) 


P’ = eti? (z) (ne) e7 0x) 
T 


En résumé, l’état physique d’une particule se déplaçant sur laxe des x est 
décrit par une fonction d'onde normalisée y(x) appartenant à LER) 


f. o= (9.18) 


qui s'interprète physiquement comme l'amplitude de probabilité (z|p} de 
trouver la particule localisée au point x. L’action des opérateurs position 
X et impulsion P sur (x) est donnée par (9.14) et (9.16). Le module carré 


p(z)? = | (zl)? 


est appelé probabilité de présence de la particule au point x : en fait il s’agit 
d’une densité de probabilité, dans ce cas une probabilité par unité de longueur. 
La probabilité p([a,b]) de trouver la particule localisée dans l'intervalle [a, b] 
est d’après (9.10) 


b 
plab) = (elPlastile) = f ax lola)? (9.19) 


a 
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Cette probabilité est normalisée à un par construction, puisque {y} = 1, ce 
que l’on vérifie également sur (9.18). Si l’on considère un intervalle [r, x + dx] 
infinitésimal, [p(x)l?dx est la probabilité de trouver la particule dans cet 
intervalle. 

Lorsque la particule possède des degrés de liberté supplémentaires, par 
exemple un spin 1/2, on pourra décrire son état quantique en utilisant les 
fonctions d'onde $+(x) 


p+(x) = (x 8 +y) p-(x) = (z 8 -lv) 


Nous venons de définir ce que l’on appelle habituellement « la mécanique 
ondulatoire en représentation x » : nous avons choisi de partir de la base 
|r) où l'opérateur position est diagonal. Étant donné le rôle symétrique de 
X et P, nous aurions aussi bien pu partir d’une base où P est diagonal, 
c’est-à-dire définir « la mécanique ondulatoire en représentation p ». La sous- 
section suivante est consacrée à cette représentation et à son lien avec la 
représentation x. 


9.1.3 Réalisation dans L®(R) 


Soit |p) un vecteur propre de P 


Plp) = plp) (9.20) 
Nous allons d’abord déterminer les fonctions d'onde correspondantes 
Xp(z) = (xl?) (9.21) 


en représentation x 
(x|[Plp}] = p{xip) = p xp(x) 
= —iħ Ž x(a) 


Nous avons utilisé (9.16) pour obtenir la seconde ligne de léquation 
précédente. Quel que soit p dans l'intervalle [~o0, +00], léquation 
différentielle 


AO. 
—ih 2 Xp(t) = p XplT) 


a pour solution 
Het (9.22) 


si 
Xp(x) = anh e 
ce qui montre que le spectre de P est continu, tout comme celui de x. Le 
facteur de normalisation (2rh)-1/2 dans (9.22) a été choisi de telle sorte que 
Xp(x) soit normalisé par un delta de Dirac 


Lane = fac ef PSE] 60-29 (023) 


— O0 
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tandis que la relation de fermeture s’écrit 


I. dp xplz) xlr) = = j dp exp li PE EN —ô(x-x) (9.24) 


a 700 


On aurait également pu partir de la relation de fermeture sous la forme 


f” hawa (9.25) 


— CO 
pour écrire 


J7 map tt) = (ei) = e — 


et démontrer ainsi (9.24). 

Si jp) est le vecteur d’état d’une particule, la « fonction d’onde en 
représentation p » sera (p) = (pl). Cette fonction d’onde en représentation 
p n’est autre que la transformée de Fourier de la fonction d’onde y(x) = {x|4) 
en représentation x. En effet, en utilisant la relation de fermeture (9.9) et la 
définition (9.22), nous obtenons 


o0 


pp) = ple) = f 


(plz) dz (ele) = -= [are ve ga)] (9:20) 


— O0 


et inversement 


1 z ; 
z) = dpe’ g 9.27 
pla) = =] ape!" eo) (9.27) 
L'action des opérateurs X et P en représentation p s’obtient sans difficulté 
Ô 

X9 =iħh— 9 9.28 

[xa] (p) = ih ggf (9.28) 

[Pē] (p) = p #(p) (9.29) 


Une formule analogue à (9.19) est valable dans l’espace des impulsions : la 
probabilité p([k, q]) pour que la particule ait son impulsion dans l'intervalle 
[k, q] est 


Hede | dpl) (9.30) 


|ĝ(p)|? est une densité de probabilité dans l’espace des impulsions. 


9.1.4 Évolution du paquet d’ondes libre 


Partons de la représentation de Fourier (9.27) de la fonction d'onde y(x) 
d’un état physique. La transformée de Fourier (p) vérifie, tout comme w(x), 
la condition de normalisation 


f. opo (9.31) 


œ% 
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On appelle souvent un tel état physique un paquet d'ondes, car c’est 
d’après (9.27) une superposition d'ondes planes. La position moyenne (X) 
et l’impulsion moyenne (P} se calculent en introduisant deux fois les relations 
de fermeture (9.9) et (9.25)° 


(X) = (elle) = f dzd’ (la) (aX le) l'io) 


= k de (x) (9.32) 


(P) = (elPle) = f apap tolpo PI we) = f 7 dpplglp)i? (9.33) 


Nous avons aussi utilisé (9.7) et une équation analogue dans l’espace des 
impulsions. Les dispersions AX et AP sont données par un calcul similaire 


O0 


(AX)? = NX- = f dee- Pa) (039 


(APP = (eP = (Pl) = f 7 app- (PIE) (0.35) 


D’après la démonstration générale du § 4.1.3. ces dispersions vérifient 


linégalité de Heisenberg 
1 
Az Ap > 5 h (9.36) 


où nous avons utilisé la notation usuelle Agr Ap au lieu de AX AP. Une 
démonstration directe de (9.36) est proposée à lexercice 9.7.1. 

Introduisons la dépendance du vecteur d'état par rapport au temps : le 
vecteur d'état est |p(0)}) = |p) au temps t = 0 et |p(t)) au temps t. La 
fonction d'onde y(x, t) au temps t est donc (z, t) = (xlg(t)). Pour obtenir 
[y(t)}} en fonction de |p(0)}, nous avons besoin de l'équation d'évolution (4.11) 
et donc du hamiltonien H. Nous allons nous restreindre pour l'instant au cas 
où l’énergie potentielle est nulle, et où le hamiltonien se réduit à sa partie 
énergie cinétique K (8.66) 

H=K= 5m (9.37) 
Comme K et P commutent, les états propres de H peuvent être choisis parmi 
ceux de P 


P? p? 
Pip) = plp) Hip) = zp lp) = zm lp) = E()lp) (9.38) 
et par conséquent 
exp |- 12] ip) = exp | - 1222] i (9.39) 


3. Les notations explicites seraient (X), et (P)}p ; nous avons supprimé l'indice p pour 
alléger l'écriture. 
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Il est donc naturel d’exprimer (x|y(t)} en fonction des composantes de |y(t)) 
dans la base |p} 
Ht Ht 
(elett) = (elexp ( - iZ) 1(0)) = f ap (el) plexp ( -F5 ) io) 


= e f dp exp (i E - i EON (7) (9.40) 


Afin d'éliminer les facteurs À on introduit le vecteur d’onde k = p/f et la 
fréquence w(k) 


2 
u= EPD LME EN EC) 


pour écrire y(x, t) sous la forme 


t JAG)P a 
S a E  . 


FIG. 9.2 — Dispersion du paquet d’ondes en k et en z. 


(x, 0)? 


Ge Gesrt z. “AD (kr z iw(k)t) (9.41) 


L’allure qualitative de on et celle de |p(x,0)|? sont représentées sur la 
figure 9.2. La fonction |A(k)|? est centrée à k ~ k avec une largeur Ak. 
L'inégalité de Heisenberg (9.36) se traduit par 


Az Ak > (9.42) 


>: 
Les cas limites sont : 


e Particule de vecteur d'onde (ou d’impulsion) parfaitement défini = onde 


plane 
a E an 
A(k) = ô(k—k ,0) = —— eff 9.43 
=D vie) ne (9.43) 
e Particule localisée en x = zo 
Abse aie yeee (9.44) 
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Rappelons que ni l’onde plane (9.43) ni l’état parfaitement localisé (9.44) ne 
correspondent à des états physiquement réalisables. Dans le cas (9.44) de 
la particule localisée, | A(k)|?, qui est la probabilité d'observer une impulsion 
ħk, est indépendant de k, ce qui fait que la distribution de probabilité ne 
peut pas être normalisée. De même dans le cas (9.43) de l'impulsion fixée, 
lw(x)l? = cste et la probabilité de présence est uniforme sur l’axe des x : à 
nouveau la distribution de probabilité ne peut pas être normalisée. Pour un 
état physiquement réalisable, on doit avoir d’après (9.31) 


I dk | A(k)|? < oo 
— C0 
Examinons maintenant l’évolution du paquet d’ondes au cours du temps. 
Pour évaluer (9.41), nous utilisons l’approximation de la phase stationnaire. 
Définissant A(k) = |A(k)|exp(ig(k)), la phase (k) de l’exponentielle 
dans (9.41) vaut 
8(k) = kz — w(k)t + (k) 


Nous obtiendrons la contribution principale à l'intégrale (9.41) si la phase 0(k) 
est stationnaire dans la région k + k où | A(k)| est maximum : en effet, si 4(k) 
west pas stationnaire, l’exponentielle oscille rapidement et la contribution 
moyenne à l'intégrale (9.41) est nulle. Nous devons donc avoir 


Op eo sd) 2 
aber 7 “dE dir 


Le centre du paquet d’ondes va se déplacer selon la loi 
x =vg(t—-7T) (9.45) 


où v, est la vitesse de groupe, qui n’est autre que la vitesse moyenne v de la 
particule 


dw d Àk? ħk D 
"=? = dklk=k — dk 2m Raz “m m (e36) 
Le temps 7 qui détermine la position initiale zo = —v,7 du centre du paquet 
d'ondes est 
1 d d 
le e: (9.47) 


~ vg dklk=k  dElk=F 


Pour obtenir un résultat plus précis, nous pouvons réécrire la phase en 
développant w(k) au voisinage de k = k 


O(k) = kz — w(k)t — (k — k)vgt — SU = mp t+¢(k) 


= w(E))t + k(£ — vgt) — JU z r2 t+ olk) 


9. Mécanique ondulatoire 269 


On obtient une forme très simple pour (x,t) s’il est possible de négliger le 
terme quadratique en (k — k)? 


AE = = expliw(F)t] Î dkA(E) explik(x — ut)] 
= expliw(k)t]y(z — vgt, 0) (9.48) 


Cette équation montre que, mis à part le facteur de phase expliw(k)t], la 
fonction d’onde au temps t se déduit de celle au temps t = 0 par la substitution 
£ — z — vgt, c’est-à-dire que le paquet d’ondes se propage sans déformation 
dans la direction des x positifs — si vg > 0 — à la vitesse vg. Cependant 
ce résultat est seulement approximatif puisque nous avons négligé le terme 
quadratique en (k — k)?. Ce terme donne une contribution à la phase 


def 
-36-7 t 


qui doit rester « 1 dans le domaine où |A(k)| est appréciable, si l’on veut 
se contenter de l’approximation linéaire. La contribution de ce terme pourra 
être négligée si 
1 — ht 
= (k-k?— «1 
2 ( m 
dans une région d’extension Ak autour de k ; pour que la déformation du 
paquet d’ondes soit faible, on doit avoir 
2m 2mh 
KE = n 9.49 
MARP — (ap? Fe 
Si cette condition n’est pas satisfaite, le paquet d’ondes se déforme en 
s’élargissant, tandis que son centre continue à se déplacer à la vitesse vg : 
c’est le phénomène d'étalement du paquet d'ondes. 

Pour conclure cette sous-section, montrons l'intérêt de l'inégalité de 
Heisenberg (9.36) utilisée comme outil heuristique en estimant l’énergie de 
l’état fondamental de l’atome d’hydrogène (voir § 1.5.2). Si l’électron décrit 
une orbite circulaire de rayon r avec une impulsion p = mv, son énergie 


classique est 
2 2 


p e 

E = ni F (9.50) 
En physique classique, le rayon de l'orbite de l’électron tend vers zéro 
(« Pélectron tombe sur le noyau »), ce phénomène étant accompagné de 
l’émission de rayonnement électromagnétique : en effet, en physique classique, 
l'énergie de l'orbite circulaire E = —e?/(2r) n’est pas bornée inférieurement 
et rien ne s'oppose à ce que le rayon de l’orbite devienne arbitrairement petit. 
La décroissance de l'énergie de l'orbite est compensée par l'émission dans 
l’espace d'énergie sous forme de rayonnement électromagnétique, ce qui assure 
la conservation de l'énergie. Mais sur une orbite de rayon r, la dispersion 
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Ar de la position suivant l’axe des x est de l’ordre de r, ce qui fait que la 
dispersion sur l'impulsion est au moins de ~ h/Azx = h/r. Nous pouvons en 
déduire rp ~ Ā et l'expression de l’énergie (9.50) devient 


h2 e? 
In E ARE 
2mr? r 


Cherchons le minimum de E 


dE R2 M e? zü 
dr mr r? 


ce qui donne un minimum pour 


(9.51) 


soit précisément le rayon de Bohr (1.34) de latome d’hydrogène ! 
Naturellement, le fait que l’on obtienne exactement ao dans ce calcul d’ordre 
de grandeur est un hasard heureux, qui nous permet de retrouver l'énergie de 
l’état fondamental (1.35) 


Eo = on (9.52) 
S'il est bien entendu que ce calcul ne peut donner qu’un ordre de grandeur, la 
physique sous-jacente explique la raison profonde de la stabilité de l’atome : 
en raison des inégalités de Heisenberg, l’électron ne peut pas se trouver sur une 
orbite de rayon trop petit, sous peine d’acquérir une impulsion importante, 
qui fait croître son énergie cinétique. L'énergie de l’état fondamental est 
obtenue en recherchant le meilleur compromis possible entre énergie cinétique 
et énergie potentielle, de façon à obtenir le minimum de l'énergie totale. 


9.2 Équation de Schrödinger 


9.2.1 Hamiltonien de l’équation de Schrödinger 


Nous avons vu au § 8.4.1 que le hamiltonien indépendant du temps le plus 
général compatible avec l’invariance galiléenne en dimension d = 1 était donné 
par (8.68) 


P? 
H=—+vV(Xx 9.53 
= + V(X) (2.53) 
où K = P?/(2m) est l'opérateur énergie cinétique et V(X) l'opérateur 


énergie potentielle, ou plus brièvement le potentiel. Rappelons aussi l'équation 
d'évolution (4.11) 


ih ea = Hly()) (9.54) 
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Muiltiplions à gauche les deux membres de cette équation par le bra (x| en 
utilisant (9.53) comme hamiltonien 


nA (ao) = in Ta) 


2 2 m 
(el P2p(t)) = (P2p)(x,t) = (-n) etat) = P ČET 


(IV (Xet) = V(x)e(xt) 


où nous avons utilisé (9.8) et (9.16). Nous obtenons donc l'équation de 
Schrödinger dépendant du temps 


peeo -o E OEO (9.55) 


ôt 2m Or? 


L’équation de Schrödinger est une équation d’onde pour la fonction d’onde 


p(z, t). 
Comme le potentiel V(X) est indépendant du temps, nous savons qu’il 
existe des solutions stationnaires de (9.54) 
. Et 
-i)ke(0)  Hlp(0)) = Ele(0)) (9.56) 


En multipliant à gauche par le bra (z|, l'équation H|) = Ejyp) devient 
l’équation de Schrödinger indépendante du temps 

h? 0? 

-5 dx? 


lp(t)) = exp ( 


Į ve) PTE (0.57) 


On peut généraliser (9.55) dans deux directions. Tout en restant 
compatible avec l’invariance galiléenne, il est possible de rajouter une 
dépendance temporelle au potentiel : V(x) — V (x,t). On peut aussi utiliser 
des potentiels dépendant de la vitesse, par exemple comme approximation 
d'effets relativistes. Dans ce cas l’invariance galiléenne est perdue, et de plus 
il peut s’introduire des ambiguïtés lorsque l’on doit faire un choix pour l’ordre 
d’un produit d'opérateurs position et impulsion. 


9.2.2 Probabilité de présence et vecteur courant 
À la probabilité de présence [y(x,t)|? on peut associer un vecteur courant 
j(&,t), par analogie avec l’hydrodynamique ou l’électrodynamique. Rappelons 
l'exemple de l’hydrodynamique pour fixer les idées : soit4 p(7,t) la masse 
volumique d’un fluide compressible de masse totale M s'écoulant avec une 
vitesse locale V(r,t) ; le courant J{r,t) est défini par 


KP, t) = p(F,t) (F, t) (9.58) 


4. Nous nous plaçons provisoirement en dimension d = 3. 
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Su 


= 


dS 


FIG. 9.3 — Courant et flux sortant d’un volume V. 


Considérons une surface S limitant un volume V, qui contient une masse M (VY) 
de fluide (figure 9.3). La masse dM(V)/dt de fluide s’écoulant par unité de 
temps hors de V est égale au flux du courant à travers S 


HO i f gaS - fO da 
S y 


où nous avons utilisé le théorème de la divergence. Cette masse de fluide est 
aussi égale à moins la dérivée par rapport au temps de l'intégrale de la densité 


AEN dM(V) d apr, t) 
zad Taegan [ar 260 
ETE FKE rp(r, t) Ja x 


Les deux expressions de dM(V})/dt doivent être égales quel que soit le 
volume Y, ce qui implique que les intégrands doivent être égaux, d’où 
l'équation de continuité 


ðp æ 

Æ+V.7=0 9.59 

a ya (9.59) 
et en revenant à la dimension d = 1 

ôp dj _ 

P 0 (9.60) 


En électrodynamique, p est la densité de charge et 7 la densité de courant, 
qui vérifient aussi une équation de continuité du type (9.59) traduisant la 
conservation locale de la charge électrique. 

En mécanique quantique, on s’attend à trouver une équation de continuité 
du type (9.59), ou (9.60) à une dimension. En effet, si 


b 
f dz |ø(z, t)|? 


est la probabilité de trouver la particule au temps t dans l'intervalle [a,b], 
cette probabilité va en général dépendre du temps. Si par exemple cette 
probabilité diminue, cela veut dire que la probabilité de trouver la particule 
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dans l’ensemble des deux intervalles complémentaires [—co, a] et [b, +00] doit 
augmenter, car quel que soit ¢ l'intégrale 


lo a] 
i dz ylz, t)? 
—00 


est constante et égale à un. De la même façon, l'intégrale sur tout l’espace 
de la densité de fluide reste constante et égale à la masse totale M, ou, 
en électrodynamique, l'intégrale sur tout l’espace de la densité de charge 
reste constante et égale à la charge totale Q. L’analogue de la densité en 
mécanique quantique est p(x, t) = |p(x,t)|? ; cependant il s’agit d’une densité 
de probabilité, et non d’une véritable densité. Nous recherchons un courant 
j(x,t) vérifiant (9.60), qui sera aussi un courant de probabilité et non un 
courant véritable. La forme de ce courant est suggérée par le raisonnement 
suivant : en hydrodynamique, la vitesse moyenne (v(t)} du fluide (ou vitesse 
du centre de masse) est donnée par 


WO) = 37 | ætlad = z [ied 060 
En mécanique quantique, l'opérateur vitesse est d’après (8.61) 
X= IH x] 
et sa valeur moyenne est 
; h Op(x,t) 
WO = VH| j = fargan LE 


où nous avons utilisé (9.9) et (9.16). L’intégrand dans cette équation est en 
général complexe et ne convient pas pour le courant. Une intégration par 
parties permet de construire un courant réel 


DE = F dr (e (x CUS “2 CODES 2) (9.62) 


La comparaison de (9.61) pour M = 1 avec (9.62) suggère la forme suivante 
pour le courant j(x,t) 


p(z, t) 3p“ (x,t) 
= Re (že “(x nee ee) 


Afin de nous familiariser avec cette expression peu intuitive, examinons le cas 


d’une onde plane : 
p(z) = Aërr/ 
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La densité est p(x) = |A|?. Le courant vaut 


. h * —ipz/h ip ej — 2 P 
je)=Re( ËA e [2] Ae = |A| = (9.64) 
et s’interprète donc comme : courant = densité x vitesse. Le courant est dirigé 
vers la droite si p > 0 et vers la gauche si p < 0. Lorsque la fonction d’onde 
est indépendante du temps, comme dans le cas de l'onde plane, le courant est 
nécessairement indépendant de x puisque 0p/ôt = 0 = 0j/0x = 0. Il reste 
à s'assurer que le courant (9.63) est bien le courant qui vérifie l’équation de 
continuité (9.60). D’une part 


ðr Zim Or? Pr? 


= + [p* (He) - p(Hoe)"] 


dj ha ls 3y me] i 
h 


où nous avons utilisé 


h @ọo i 
— <= = [H-V 
2im ðr? À K Vel 
et le fait que V est une fonction réelle de x et t. D’autre part 


a 2 pL Op Lt 2 x 
a let) PT VD [p*(He) - (Hp)e*] 


ce qui montre que 5 5 
PE 2 A; = 5 
a ED + zI) (9.65) 


9.3 Résolution de l'équation de Schrödinger 
indépendante du temps 


9.3.1 Généralités 


Nous nous proposons de chercher les solutions de l’équation de Schrödinger 
indépendante du temps (9.57), c’est-à-dire déterminer les valeurs propres Æ 
et les fonctions propres correspondantes y(x). Commençons par le cas le plus 
simple où le potentiel V(x) = 0. L’équation (9.57) devient 


2 
(2 + To) p{x) =0 (9.66) 


La solution générale de cette équation est bien sûr une combinaison d’ondes 
planes, avec p = V2mE > 0 


p(z) = Aert/h + perirr/à (9.67) 


orientées dans la direction des x positifs avec une amplitude À et des x négatifs 
avec une amplitude B. Bien que la solution (9.67) soit indépendante du 
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temps, elle génère un courant stationnaire composé d’après (9.64) d’un terme 


|A|?p/m dirigé vers les x positifs et d’un terme —|B|?p/m dirigé vers les x 
négatifs. Aux solutions indépendantes du temps exp(+ipx/ñ) correspondent 
des solutions de (9.55) dépendant du temps expli(+px — E(p}t)/À] qui sont 
des ondes progressives se propageant dans les directions des x positifs ou des 
x négatifs. Avec les ondes progressives expli(+pz — E(p)t}/h], on forme des 
paquets d’ondes se propageant dans la direction des x positifs : on dira que 
ces paquets d’ondes proviennent d’une source de particules à x = —o0. Avec 
les ondes progressives expli(—pr — E(p}t)/h], on forme des paquets d’ondes se 
propageant dans la direction des x négatifs : on dira qu’il y a une source de 
particules à z = +00. 


V(x) £ 


FIG. 9.4 — Cuvette de potentiel. 


Passons au cas où V(x) Æ 0 et, pour fixer les idées, supposons que V(x) a 
la forme de la figure 9.4 : V(x) est une « cuvette de potentiel » et V(x) — 0 
si g — +oo. En mécanique classique, suivant la discussion du § 1.5.1, ce 
potentiel a des états liés si Æ < 0 et des états de diffusion si Æ > 0. Pour 
E < 0 la particule classique reste confinée sur un intervalle fini de l’axe des 
x, pour E > 0 elle part à l'infini. La région de l'axe des x qui est permise à la 
particule classique est celle où E > V(x), et où son impulsion p(z) est réelle 


plz) = +V2m{E — V(x)) (9.68) 


tandis que la région E < V(x), où son impulsion est imaginaire 


plz) = +i/2m(V(x) — E) (9.69) 


lui est interdite. Nous allons voir que ce comportement classique se reflète dans 
le comportement quantique : la forme des solutions de (9.57) sera différente 
selon que p(x) est réel ou imaginaire. Cependant la région Vo < E < V{x), 
où Vọ est la valeur minimale du potentiel, ne sera pas strictement interdite 
à la particule quantique. Pour que y(x) soit une solution acceptable, il ne 
suffit pas que (x) vérifie formellement (9.57), il faut aussi que ç(x) soit 
normalisable 


IRTCES 


5. Un exemple de courant stationnaire est le courant continu en électricité. 
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C’est cette condition que nous allons utiliser pour obtenir les états liés. Pour 
les états de diffusion, cette condition est trop forte : nous avons vu que pour 
V(x) = 0 les solutions de (9.57) sont des ondes planes, non normalisables. 
Pour z — +00, nous nous attendons à un comportement d’onde plane pour 
les solutions de (9.57), puisque le potentiel s’annule à l'infini. Pour les états de 
diffusion Æ > 0 du potentiel de la figure 9.4, nous nous contenterons d’exiger 
un comportement d’onde plane à l’infini : il ne faut pas exiger davantage de la 
solution en présence de potentiel que de la solution en l’absence de potentiel ! 


9.3.2 Réflexion et transmission par une marche 
de potentiel 


Dans la suite de cette section, nous allons nous intéresser au cas où le 
potentiel est constant par morceaux : V(x) est constant dans un intervalle et 
saute brusquement à une autre constante en certains points (figure 9.5). Ce 
type de potentiel représente une bonne approximation d’un potentiel réaliste 
dans certains cas, et il peut être utilisé pour approcher un potentiel variant 
continäment dans d’autres cas (figure 9.6). Comme le potentiel présente des 
discontinuités, il est nécessaire d'examiner le comportement de la fonction 
d’onde au voisinage d’une telle discontinuité. Montrons que la fonction d’onde 
y(x) et sa dérivée y’ (x) sont continues si le potentiel présente une discontinuité 
finie Vo au point x = zo (figure 9.7). Comme |y(x)|? doit être intégrable en zo, 
lg(x)| l’est également. Il sera commode de récrire l’équation de Schrödinger 
indépendante du temps (9.57) sous la forme 


2 = 
(2 + mern p(x) = 0 (9.70) 


Au voisinage de la discontinuité, nous pouvons déduire le comportement de 
g'(x) grâce à 


"Bd = [°° [eo 0) 


1 r 
p'(xo+e) —'(xo — €) hi Dr? ee R 
La seconde intégrale est bien définie car y(x} est intégrable ; cette intégrale 
doit donc tendre vers zéro avec £, ce qui montre que p'(x) et a fortiori y(x) 
sont continues tant que la discontinuité Vo reste finie. 

Au lieu d'écrire les conditions de continuité de y(x) et de g'(x), il est 
souvent commode d'écrire celles de p(z) et de sa dérivée logarithmique 
g'(x)/v(x). Une conséquence immédiate de ces conditions est que le courant 
j{x) est égal à la même constante de part et d'autre de zo. Comme application 
de ces conditions de continuité, prenons le cas d’une « marche de potentiel » 
(figure 9.8) 


région] V(x) =0 pour z <0 
région II V(x) = V pour æ>0 
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V(x) 


F1G. 9.5 — Potentiel constant par morceaux. 


V(x) 


FIG. 9.6 — Approximation d’un potentiel par une suite créneaux. 


Pour fixer les idées, on choisit 0 < E < V5. Si l’on définit k et x par 


2mE f2m(Vo — E) 


les solutions de (9.70) s'écrivent dans les régions I et II 


I p(z) = Ae"? + Bet (9.72) 
Il glx) = Ce + De (9.73) 


Si V(x) reste égal à Vo pour tout x > 0, le comportement (9.73) de la fonction 
d'onde reste valable quel que soit z > 0. Il est alors nécessaire que D = 0, 
car dans le cas contraire la fonction [g(r)|? se comporterait comme exp(2Kx) 
pour x — œ : un comportement constant en module comme celui d’une onde 
plane est acceptable, mais pas un comportement aussi divergent. Dans ces 
conditions, la continuité à x = 0 de ọ et celle de sa dérivée logarithmique 
s'écrivent 3 ik(A— B) 
LUS Pi. 2a a 
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XL) — E T 


FiG. 9.7 — Discontinuité de potentiel. 


FIG. 9.8 — Marche de potentiel. 


Les coefficients À et B sont a priori définis à une constante multiplicative 

près puisque l’on n’a fait aucune hypothèse sur la région x > 0. On peut fixer 

arbitrairement À = 1, et la solution pour les deux autres coefficients est alors 
k +ik 2ik 


C=- (9.74) 


B= 
k—ik k—ik 


Nous pouvons déduire de ces expressions le cas limite où Vọ — ©, qui 
correspond à une barrière infranchissable par une particule classique quelle 
que soit son énergie, ou barrière de potentiel infinie. L’équation (9.71) montre 
alors que x — co, et (9.74) que B — —1 et C — 0. La fonction d’onde s’annule 
dans la région II, en restant continue au point x = 0. En revanche sa dérivée 
g'(x) est discontinue en ce point. 

Passons à l’interprétation physique de ces résultats. Nous supposons qu’il 
existe à x = —c une source de particules d'amplitude unité : À = 1. L’onde 
incidente correspondante sera en partie réfléchie et en partie transmise par 
la marche de potentiel. Si nous reprenons le cas ci-dessus : 0 < E < Vo, 
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nous nous attendons à ce que la particule quantique soit réfléchie avec une 
probabilité de 100 %, puisque la particule classique correspondante ne peut 
pas franchir la marche de potentiel. Au contraire, dans le cas Æ > W, 
nous allons montrer que la solution du problème quantique correspond à une 
réflexion et une transmission partielles, alors qu’une particule classique est 
transmise à 100 %. Examinons successivement ces deux cas. 

Marche de potentiel : réflexion totale. Nous sommes dans le cas E < Vo. 
Les fonctions d’onde sont dans les régions I et II 


I y(x) = e? + Beit? 
I glz) = Ce" 


Les valeurs de B et C sont données par (9.74). On remarque que |B| = 1, et 
que B est donc un facteur de phase : B = exp(—i¢ġ). Ceci montre que l’onde 
réfléchie 
Berikz = er ikr—ig 

a une intensité égale à celle de l’onde incidente : il y a donc réflexion totale 
sur la discontinuité de potentiel. Une particule classique arrivant sur la 
discontinuité de potentiel serait aussi réfléchie. Cependant le mouvement 
quantique présente deux différences importantes par rapport au mouvement 
classique. 


e La probabilité de présence n’est pas nulle dans la région II, qui est 
strictement inaccessible à la particule classique : la profondeur de 
pénétration dans la région interdite classiquement est = 1/K. Ce 
phénomène a la même origine ondulatoire que celui d’onde évanescente 
en optique. 


e Si l’on construit un paquet d'ondes incident, la particule sera réfléchie 
avec un retard 7 donné par (9.47) 


tandis que la réflexion de la particule classique est instantanée. 


Marche de potentiel : réflexion et transmission. Passons au cas E > V6, en 
supposant comme précédemment que les particules sont envoyées de la gauche 
et arrivent sur la marche de potentiel : dans la région IT, on trouve uniquement 
des particules se propageant vers la droite. Définissons 


= \/ ~g 


6. Ainsi que nous l’avons déjà souligné, il faudrait en toute rigueur construire des paquets 
d’ondes avec des superpositions d’ondes planes pour avoir un véritable problème dépendant 
du temps, décrivant le mouvement d’une particule quantique. 
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FIG. 9.9 - Conservation du courant à la traversée d’une marche de potentiel. 


Les fonctions d’onde sont maintenant dans les régions I et II 
I elz) = e£? + Be kr 
II p(z) = Ce? 


Les conditions de continuité sont 


… _ik(1— B) 
1+B= EE 
+ C ik iF B 
avec comme résultat 
k-k 2k 
k+k Pre (a 


Une particule classique franchirait automatiquement la marche de potentiel 
en perdant de l’énergie cinétique. Ce n’est pas le cas en mécanique quantique : 
il existe une probabilité |B|? # 0 de réflexion, |B|? = R est le coefficient de 
réflexion et T = 1 — R le coefficient de transmission 


k-—k'\? 4kk' 


Il est important de remarquer que T Æ |C|? ! En effet, ce n’est pas la 
probabilité de présence qui doit se conserver, mais le courant (ou le flux) 
de particules : dans la figure 9.9, le flux de particules entrant dans la zone 
hachurée doit être égal au flux sortant, soit 

ħk č hk ħk' 

— = — |B|? + — jC? (9.77) 

m m m 
ce que l’on vérifie en reportant les valeurs (9.75) de B et C. Le coefficient de 
transmission n’est pas |C|?, mais 


k! 
T = > jC}? 
~ [c] 


Il faut tenir compte de la variation de vitesse au passage de la marche de 
potentiel : v'/v = k'/k. 
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9.3.3 États liés du puits carré 


Comme premier exemple d'états liés, étudions ceux du puits carré infini 
(figure 9.10) 


V(x) =0 O<zx<a 
V(x) = +00 z<0ouzr>a 


Les barrières de potentiel en z = 0 et x = a sont infinies : une particule 
classique est enfermée dans la région 0 < x < a quelle que soit son énergie. 
D'après la discussion précédente, la fonction d’onde de la particule quantique 
s’annule en dehors de l'intervalle [0, a] et une particule quantique est également 
strictement confinée dans [0, a] : sa probabilité de présence est nulle en dehors 
de l'intervalle [0, a]. En raison de l’annulation de la fonction d’onde à x = 0 
les solutions de (9.70) sont de la forme 


g(x) = Asin(kx) k= 


et comme (zx) doit aussi s’annnuler à x = a, les valeurs de k sont de la forme 


n(n +1) 
a 


k= kn = n =0,1,2,3,... (9.78) 


Nous voyons que l'énergie prend des valeurs discrètes étiquetées par un nombre 
entier positif" n 


2 
=) (n + 1)? n = 0,1,2,3,.. (9.79) 


En d’autres termes, nous venons de montrer que les niveaux d'énergie du 
; 8 
puits infini sont quantifiés, et c’est le premier exemple où nous démontrons 


explicitement cette quantification. La fonction d’onde correctement 
normalisée correspondant au niveau E, est 
2, m(n+i)r 
Pnl) = V2 sin norae (9.80) 
a a 


Il est facile de vérifier que deux. fonctions d'onde w,(x) et (x) sont 
orthogonales pour n # m. Les valeurs kn et —kn correspondent au même 
état physique car la substitution kn — —kn conduit à un simple changement 
de signe de la fonction d'onde, qui est un facteur de phase : c’est pourquoi nous 
n'avons pas pris en compte les valeurs négatives de n dans (9.78). Remarquons 


7. Notre convention (qui n’est pas la convention habituelle dans ce cas précis) est choisie 
de telle sorte n = 0 corresponde à l’état fondamental, ce qui permet de se conformer à une 
convention usuelle : en général l'énergie de l’état fondamental est notée Eo. 
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(a) (b) 


F1G. 9.10 — Puits carré infini et fonctions d’onde de ses deux premiers niveaux. 


également que la fonction d’onde w,(x) s’annule n fois dans l'intervalle [0, a] : 
on dit que la fonction d’onde a n nœuds dans cet intervalle. Le nombre 
de nœuds donne une classification des niveaux par valeurs croissantes de 
l'énergie : plus l’énergie est grande et plus la fonction d’onde a de nœuds. Ceci 
est un résultat général lorsque le potentiel V(x) est suffisamment régulier, 
ce que nous supposerons toujours : si En, est l'énergie du niveau n, la 
fonction d’onde correspondante aura n noeuds. La fonction d’onde de l’état 
fondamental Eo ne s’annule pas. Une autre remarque est que l’inégalité 
de Heisenberg permet de trouver l’ordre de grandeur de l'énergie de l’état 
fondamental. En effet p ~ h/x ~ h/L, ce qui donne 


en accord avec (9.79) pour n = 0 à un facteur 7? près. Contrairement au cas 
de l’atome d’hydrogène, le résultat heuristique diffère du résultat exact par 
un facteur ~ 10 : ceci provient de la variation brutale du potentiel à x = 0 et 
zx = a qui oblige la fonction d'onde à s’annuler de façon brusque, avec comme 
conséquence une énergie cinétique importante. En effet, l'énergie cinétique 
moyenne {K), dans l’état est 


(K)o = (IE le) = -7 | da "(LEE 


et elle est d’autant plus importante que la dérivée seconde de y(x) est grande. 
Déterminons maintenant les niveaux d’énergie du puits carré fini 
(figure 9.11) 


V(z) =0 z| > a/2 
V(x) = -Vo |z| < a/2 
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FIG. 9.11 — Puits carré fini. 


On cherche les états liés, et on doit donc choisir l'énergie dans l'intervalle 
[- Vo, 0]. Définissons k et & par 


2mE f2m(Vo + E) 2 — 2MVo 
K= S F2 k = Ka O<K< F2 (9.81) 


Le potentiel V(x) est invariant dans l'opération parité IT : x — —-x. En 
effet V(—x) = V(x), ce qui entraîne l’invariance du hamiltonien dans cette 
opération : H(—x) = H{x). D’après la discussion du § 8.3.3, on peut chercher 
les vecteurs propres |[+) de H qui sont pairs ou impairs dans l'opération parité 


Ulp) = +y) 


En termes de fonction d'onde, si (x[y+) = p4 (x) 


p+(-x) = p(z) p-(-x) = -p-(x) 
En effet, compte tenu de Mjr) = | — x) 


(allo) = (~rlp+) = va(-x) 
= +(z|p+) = +ypa(x) 
Les solutions de l’équation de Schrödinger (9.7) se divisent donc en solutions 
paires et impaires. Écrivons les fonctions d’ondes paires et impaires dans les 
régions I : x < —a/2, II : |x| < a/2 et III : x > a/2 ; la colonne du milieu du 
tableau ci-dessous donne les fonctions d’onde paires, la colonne de droite les 
fonctions d'onde impaires : 


I A e“lzl Z A'e™“lzl 
II Bcos(kz) B' sin(kx) 
m Ae “ A'e"? 
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xja 


FıG. 9.12 — Détermination graphique des états liés du puits carré fini par 
intersection des courbes tan ka/2 et cot ka/2 avec VU — k?/k, où U = 2mVo/f?. 


Les conditions de continuité de @’/ au point x = a/2 donnent 


Solutions paires k = ktan(ka/2) (9.82) 
Solutions impaires k = —kcot(ka/2) (9.83) 


La solution graphique de ces équations est représentée sur la figure 9.12. On 
voit qu’il existe un nombre fini d'états liés, et qu’il existe toujours au moins 
un état lié. 


9.4 Diffusion par un potentiel 


9.4.1 Matrice de passage 


Après l'étude des états liés, nous passons à celle des états de diffusion. 
Nous nous proposons d'étudier le comportement d’une particule quand elle 
traverse un puits carré (figure 9.11) ou une barrière carrée (figure 9.13) de 
potentiel, en utilisant les formules explicites reposant sur la continuité de la 
fonction d’onde et de sa dérivée à la discontinuité du potentiel. Nous en 
profiterons pour établir des résultats généraux importants, car indépendants 
de la forme du potentiel. Commençons par le puits carré de la figure 9.11 : au 
8 9.3.3, nous avions déterminé ses états liés Æ < 0, et nous nous intéressons 
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F1G. 9.13 — Comportement de la fonction en présence de l’effet tunnel. 


maintenant aux états de diffusion £ > 0. Définissant 


je ae = mot R) (9.84) 
les fonctions d'onde dans les trois régions sont 
l:z< L px) = Aer + Be-ikr (9.85) 
I : -3 £r< s p(x) = Ce? 4 De? (9.86) 
H: r> 5 plx) = Fe? + GerXr (9.87) 


Nous examinons d’abord le passage de la région I à la région IT, c’est-à-dire le 
point x = —a/2. Comme l'équation de Schrödinger est linéaire, À et B sont 
reliés linéairement à C et D, ce que l’on peut écrire sous forme matricielle? 


ORG os 


où R est une matrice 2 x 2. Il est possible de déterminer des propriétés 
de R sans écrire explicitement les conditions de continuité. Une première 
observation est que si y(x) est solution de léquation de Schrödinger 
indépendante du temps (9.70), alors son complexe conjugué y*(x) est 
également solution de cette équation parce que le potentiel V(x) est réel. 
Cette propriété est reliée à l’invariance par renversement du sens du temps : 
cf. § 9.4.3 et l’appendice A. La fonction w*(x) dans les régions I et IT est 


I gx) = Aer + p'éike (9.89) 
I  g"(x) = C*e Ke + p'eike (9.90) 


8. On peut aussi remarquer que les conditions de continuité relient linéairement (A, B} 
à (C, D). 
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Comparant les coefficients de exp(+ikr) et exp(+ik’x) avec ceux de (9.85) 


et (9.86), on déduit de (9.88) 
B* D* 
=R 
A e :) 


Ri, = R22 Rio = Ra 


On peut donc écrire la matrice R en fonction de deux nombres complexes & 


et 8 
_ |E (ao B 
R= E Fe A (9.91) 


La raison pour l'introduction du facteur a priori arbitraire 4/k'/k va 
apparaître dans un instant. La conservation du courant dans les régions I 
et II se traduit par la relation (cf. (9.77)) 


soit 


k(IAF — |B|?) = & (IC — |DI’) 


Calculons le courant dans la région I en exprimant À et B fonction de C et D 


E(AË = 18) = kŸ (laC + 8D}? — 18°C + a DP) 
= k (la? Er. 181°) (CP — |D?) 


ce qui implique |a|? — |8|? = 1 : la matrice ,/k/k' R est de déterminant un. 
On voit l'intérêt du coefficient 4/k‘/k dans (9.91) : en raison de la variation de 
la vitesse entre les régions I et II, c’est la matrice 4/k/k' R qui a les propriétés 
les plus simples. 

Revenons au calcul explicite des conditions de continuité, afin de 
déterminer explicitement les paramètres œa et 5 de la matrice R. Il est 
commode de choisir C = 1 et D = 0, ce qui correspond à une situation où il 
n'y a pas de source de particules à x = —o (voir la note 6). Les conditions 
de continuité sont alors : 


eik'a/2 í Aerika/2 4 B eika/2 


k! e~ik'a/2 = kAe”ira/2 — kB eika/2 


On en déduit immédiatement À et B en multipliant la première équation par 
k’ puis en additionnant et en soustrayant les deux équations 


k k + k! i k-k’ a 
B=, E p = EZE Gutrier (9.93) 
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Ces valeurs de æ et 8 vérifient bien |a|?— |8|? = 1. Les conditions de continuité 
à x = a/2 s’obtiennent par la substitution a — —a et k e k’. La matrice À 


telle que 
C =- [F 
(2) z o 
s'écrit a 
=z  Jk f à B 
telea) 
avec 


Etk Rare 
2v kk' | 
Z k-k 4 , 
B = — e A +k Ja/2 = -p* 
2V kk’ 
La matrice de passage M entre les régions I et IH relie les coefficients À et B 
aux coefficients F et G 


(a) -2 (o) -28 (6) ="(a) (9.94) 


et l’on a donc M = RÈ. Les raisonnements utilisés précédemment donnent 
immédiatement deux propriétés de M. 


Q 


(i) Comme w*(x) est solution de (9.57) (invariance par renversement du 
sens du temps), on obtient des relations identiques à celles trouvées 
pour À 

Mı = Ma Mio = M; 


(ii) La conservation du courant implique det M = 1 : il n’y a pas de facteur 
4/k!/k car la vitesse est la même dans les régions I et HI. 


La forme générale de M est par conséquent 
E 2 _ |sl2 — 
M=(}a)  h-Wr=1 (9.95) 


Cette expression de M est indépendante de la forme du potentiel, pourvu que 
celui-ci s’annule suffisamment rapidement pour x — +oo : la forme (9.95) 
est valable par exemple dans le cas du potentiel de la figure 9.4. Calculons 
explicitement M dans le cas du puits de potentiel de la figure 9.11, en utilisant 
les résultats obtenus pour les matrices R et Ř 


ika 
PEN E n2 -ika _ fp _ p/\2 ka 
Mu ==% -8 = iy CE (k — k')?e | 
| 24 x"? 
— pika ; : 
=e fess k'a—i -zp Sin k'a (9.96) 
k? k? 
Mio = 8 = -a +a" 8 = i —#* sink'a (9.97) 


2kk' 
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Il est instructif de s'assurer que, suivant (9.95), les expressions (9.96) et (9.97) 
vérifient |y|? — |6[? = 1. 

Il reste une propriété générale de M que nous n’avons pas encore exploitée : 
lorsque le potentiel est invariant par parité, V (x) = V(-—x), l'opération parité 
z — —7 échange les régions I et III. Si y(x) est la solution initiale et x(x) = 
w(—x), nous avons 


région I ylz) = Fet? 4 Get? 
région HI x(x) = Ae™*? + Be*? 


et la relation entre les différents coefficients est maintenant 


()=#() 
(a) =a le) = (ata ma) (e) 


Nous avons utilisé det M = 1. Comparant avec (9.94), nous en déduisons que 
M est une matrice antisymétrique : Miz = —~Mz1, ce qui joint à Mi = Mz 


implique que à est imaginaire pur, ô = in, ņ réel. Cette propriété est vérifiée 
par (9.97). La forme générale de M pour un potentiel pair (V(x) = V(—x)) 


est finalement | 
y 1 2 2 
M = Na -n =1 9.98 
a z ) a= (9.98) 


ou encore 


avec y complexe et ņ réel. 

Tous ces résultats peuvent être exploités pour calculer les coefficients de 
réflexion est de transmission par le puits de potentiel de la figure 9.11 et en 
discuter le comportement. Nous renvoyons cette discussion à l’exercice 9.7.8, 
car nous allons passer immédiatement au cas de la barrière de potentiel, ce 
qui nous conduira à l'effet tunnel. 


9.4.2 Effet tunnel 
Nous nous plaçons dans le cas de la barrière de potentiel de la figure 9.13 
Va = ris 


(9.99) 
V(x) = 0 x] > 


DIR DIS 


et pour une valeur de l’énergie E < VW, (le cas E > Vi se déduit immédiatement 
des résultats de la sous-section précédente). La quantité k’ est alors imaginaire 


pure 
. 2m(Vo — E 
k = ik R= EE (9.100) 
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et la fonction d’onde dans la région II : |x| < a/2 
plz) = Ce + De (9.101) 


L'élément Mi; de la matrice de passage s'obtient sans calcul en remplaçant 
dans (9.96) k’ par ik, avec par exemple 


1 sr su 1 
sin k'a = A (e ete ; z (e7 "4 — ef) = ish xa 


et de même cos k'a — ch Ka ; le résultat pour M1 est 


| K? — k? 
Mi = e° |chka +i sh xa (9.102) 
2Kkk 
On suppose que la source de particules est située à x = —o et que À = 1 par 


convention. Comme il n’y a pas de source de particules à x = +00, on doit 
avoir G = 0, d’où 
1 F M 
= M PRE 
B 0 Mar 


kfk 
ch Ka +i ee sh ka 


Nous obtenons finalement le résultat physique important, à savoir le coefficient 
de transmission T = |F|? qui vaut 


soit F = 1/Mu 


(9.104) 


en définissant q? = k? +K? = 2mVi/h?. Le point essentiel est que T # 0. Bien 
que la région IT soit inaccessible à une particule classique partant de z = —-co 
avec une énergie E < Vo, une particule quantique possède une probabilité non 
nulle de franchir la barrière de potentiel : c’est ce que l’on appelle l'effet tunnel. 
L'origine de cet effet est facile à comprendre : la fonction d’onde ne s’annule 
pas dans la région |z| < a/2 et peut se raccorder à une onde plane dans la 
région x > a/2 (figure 9.13). 

On peut obtenir une expression approchée de T dans le cas fréquent où 
ka > 1 na 
Ta sie 

q 


Le facteur dominant dans cette équation est l’exponentielle exp(—2Ka). On 
en déduit de façon heuristique une formule approchée souvent utilisée pour 


e7?ra (9.105) 
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une barrière de potentiel de forme quelconque, lorsque que E < Max V(x) : 
décomposant la barrière en créneaux de longueur Ar comme dans la figure 9.6, 
on calcule le facteur de transmission dans l'intervalle [x;, x; + Ax] 


2m(V (z;) a E) 


T{n)se las kaja 2 


et le facteur de transmission total 


Tæ II e-2r(i)Az — exp ES a) 


On reconnaît une somme de Riemann et à la limite Ag — 0 


T = exp (- T y mme) -E ae) (9.106) 


Les points xı et x2 sont définis par V (z1) = V (x2) = E. La démonstration 
que nous venons d’esquisser n’est pas rigoureuse, car le traitement des points 
de rebroussement zı et z2 est délicat. Une observation importante est que la 
dépendance exponentielle dans (9.106) rend le coefficient de transmission T 
extrêmement sensible à la hauteur de la barrière et à la valeur de l'énergie. 

L'effet tunnel a de nombreuses applications en physique quantique. Nous 
nous contenterons d'en examiner deux : la radioactivité œ et le microscope à 
effet tunnel. La radioactivité a est la désintégration d’un noyau avec émission 
d’une particule aœ, c’est-à-dire un noyau d'#He. En appelant Z et N les 
nombres de protons et de neutrons dans le noyau initial (A = Z + N) (en 
général Z 2 80), la réaction nucléaire de désintégration a s’écrit 


(Z, N) > (Z -2,N -2)+ He (9.107) 
Un exemple est la désintégration du polonium en plomb 
214 Pog4 — ?SPbsz + Hez + 7.8 MeV (9.108) 


Dans une théorie approchée de la radioactivité aœ, on admet que la particule 
a préexiste dans le noyau initial et on se ramène pour simplifier au cas à une 
dimension. Si R = 1.2 x A!/3 = 7fm est le rayon du noyau, la particule œ 
sera soumise au potentiel nucléaire et au potentiel coulombien répulsif entre 
le noyau d’#He de charge 2 (en unités de la charge du proton) et le noyau final 
de charge (Z —2) en supposant la distribution de charge à symétrie sphérique. 
Si r est la distance entre le noyau d’helium et le noyau final, nous aurons pour 
r>R 

2(Z — 2)e? 


VC (r) = r2 
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V(r) 


+ 


R=7fm r 


F1G. 9.14 — Barrière de potentiel de la radioactivité a. 


Lorsque r < R, les forces nucléaires attractives emportent largement sur 
les forces coulombiennes que l’on peut alors négliger. On aboutit ainsi à un 
potentiel représenté schématiquement sur la figure 9.14. Il existe donc une 
barrière de potentiel qui empêcherait la particule œ de sortir du noyau si 
son mouvement était régi par la physique classique. C’est l'effet tunnel qui 
permet à la particule a de sortir du noyau. Le raisonnement précédent permet 
en théorie d’estimer la vie moyenne du noyau initial, mais les approximations 
que nous avons faites sont très grossières et l'effet tunnel très sensible aux 
détails : bien que la physique sous-jacente soit indubitablement correcte, il ne 
faut pas s'attendre à des résultats en accord quantitatif avec l'expérience. 
Le phénomène inverse de la désintégration radioactive intervient dans les 
réactions de fusion, par exemple la réaction déjà mentionnée au § 1.1.2 


2H + 3H — He +n +17.6 MeV 


qui fait également appel à l’effet tunnel et est examinée à l’exercice 12.5.1. 


Une application très importante de l’effet tunnel est le microscope à effet 
tunnel. Dans un microscope à effet tunnel, on déplace une pointe très fine 
près de la surface d’un échantillon conducteur (figure 9.15). Les électrons 
peuvent passer par effet tunnel de la pointe à l’échantillon, ce qui produit un 
courant macroscopique, dépendant de façon très sensible de la distance entre 
la pointe et l’échantillon, en raison de la dépendance exponentielle (9.105) par 
rapport à la distance. Cela permet de réaliser une cartographie très précise de 
la surface de l’échantillon, avec une résolution de ~ 0.01 nm. Une extension 
de cette technique permet de manipuler des atomes et des molécules déposés 
sur un substrat (figure 9.16). 
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I 

ı passage tunnel 
I 

cristal 


FIG. 9.15 — Principe du microscope à effet tunnel. On déplace une pointe au 
voisinage de la surface d’un cristal et on ajuste la distance de façon que le courant 
soit constant. Ceci donne une cartographie de la distribution électronique sur la 


surface. 


F1G. 9.16 — Dépôt d’atomes par microscope à effet tunnel. Des atomes de fer (les 
pics) sont disposés en cercle sur un substrat de cuivre et forment des états résonants 
électroniques (les vagues) sur la surface du cuivre. D’après un cliché IBM (droits 


réservés). 
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9.4.3 Matrice S 


Au chapitre 12, nous étudierons la théorie de la diffusion dans l’espace à 
trois dimensions. Nous verrons qu’un outil important de cette théorie est la 
matrice §, que nous allons introduire dans le cas plus simple à une dimension. 
Nous supposons le potentiel de forme quelconque s’annulant® dans la région 
xl > L. Des sources de particules à x = —oo et x = +00 génèrent des 
ondes planes explikx) et exp(—ikx) dans les régions > < -L et x > L 
respectivement : nous appellerons ces ondes les ondes entrantes. Ces ondes 
entrantes peuvent être réfléchies ou transmises et donner des ondes sortantes 
exp(—ikzx) dans la région x < —L et exp(ikxr) dans la région z > L. Par 
définition, la matrice S relie les coefficients B et F des ondes sortantes aux 
coefficients À et G des ondes entrantes (cf. (9.85) et (9.87)) 


COME O vu 


La matrice S peut bien sûr s'exprimer en fonction de M. Cependant, avant 
d'établir les formules de passage de M à S, il est instructif de répéter les 
raisonnements qui nous ont donné les propriétés générales de M. 


(i) Conservation du courant 
JAP — |B}? = |F}? - |G? = |A}? + |G}? = |B?| + |F|? 
Cette équation montre que § conserve la norme, et S est donc unitairet®. 


(ii) w*(x) solution de l'équation de Schrödinger 
A* B* BN pon- f4 
(E) =el) (7) Ele) 


S = EC 2e — Sa à Z (51)* Z ST 
La matrice S est symétrique : S12 = S21. D’opération de conjugaison 
complexe échange les ondes entrantes et les ondes sortantes, ce qui 
correspond à renverser le sens du temps : la propriété de symétrie 
Si2 = S2, est donc liée à l’invariance par renversement du sens du 
temps. 


d’où 


Relions maintenant § et M sous la forme (9.95) en calculant le coefficient B 


B = Su A + S2G = Si (yF + ôG) + Si2G 
= Siy EF + (S110 + S,2)G 


9. On peut généraliser au cas d’un potentiel s’annulant suffisamment vite pour z — +oo. 

10. Le raisonnement ne vaut que pour la dimension finie : nous avons seulement prouvé 
que § est une isométrie, ce qui suffit à en faire un opérateur unitaire en dimension finie. 
Il se trouve que S est unitaire même en dimension infinie, mais il faut un argument 
supplémentaire pour le prouver. 
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Par identification 


(a) 
ô* 
Suy=ð Su = — 
Y: 
(b) A 
S12 + S11 = 7" S12 =" — Sd = T 
soit Er 
* LT 
nr (° 2 (9.110) 
Si le potentiel est pair : V(x) = V(-—x), ô = in avec n réel, et S devient 
_ 1 fin 1 
s= ( i EA (9.111) 


Afin d'écrire $ sous la forme la plus transparente possible, posons 


i 


1 
y = rte" if D = cosû — =sin 


Pl 


La matrice S prend la forme 


__.ié f cosé ising 
der . Ce 


On ne peut cependant pas avoir 0 = 0, ce qui correspondrait à |y| — co. En 
revanche, il est possible d’avoir 4 = +7/2 si ņn = 0. 

Un aspect intéressant de la matrice S est qu’elle permet de relier la 
diffusion aux états liés, et plus généralement aux résonances (exercice 12.5.4). 
Prenant un puits de potentiel de forme quelconque (mais tel que V(x) = 0 
en dehors d’un intervalle fini pour simplifier la discussion), nous choiïsissons 


E < 0 avec & = —ik donné par (9.81). Les fonctions d’onde dans les régions I 
et III sont 
Région I glz) = Ae“? + Be” 
Région III glz) = Fe 4 Ge 


On doit avoir À = G = 0 pour que g(x) soit normalisable. Compte tenu de 
la relation (9.109), si l’on veut avoir (B, F) Æ 0, il faut que S ait un pôlel! 
à k = ix. Cette propriété est générale et on la vérifie sur le puits carré de la 


figure 9.11. D’après (9.96) 
12 k 
qlk) = e7“* |cosk'a — EE sin k'a 
K 


11. Ou plus généralement une singularité, mais on peut montrer qu'états liés et 
résonances correspondent à des pôles. 
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Comme S contient un facteur global 1/7 (cf. (9.111), il faut que y s’annule 
pour un état lié. Posant v = tan(k'a/2), l'équation y = 0 est équivalente à 


Kk'u? +u(k? — k?) — kk! = 0 


dont les solutions sont v = k/k’ et v = —k'/K, c'est-à-dire précisément les 
relations (9.82) et (9.83) trouvées directement pour le puits carré fini. 


9.5 Potentiel périodique 
9.5.1 Théorème de Bloch 


Comme dernier exemple de léquation de Schrödinger à une dimension, 
considérons le cas d’un potentiel périodique de période spatiale ł 


V(x) = V(x +1) (9.113) 


Les résultats que nous obtiendrons sont d’une importance capitale en physique 
du solide : en effet un électron dans un réseau cristallin est soumis à un 
potentiel périodique — à trois dimensions, mais les résultats obtenus ci- 
dessous à une dimension se généralisent à trois dimensions —, provenant des 
interactions de cet électron avec les ions du réseau cristallin. La périodicité du 
potentiel conduit à l’existence de bandes d'énergie qui, jointes au principe de 
Pauli, sont à la base de notre compréhension de la conductibilité électrique. Si 
le potentiel a la forme (9.113), le problème est invariant par toute translation 
z — x +l, et d’après le théorème de Wigner il existe un opérateur unitaire 
T; agissant dans l’espace de Hilbert des états, en l'occurence l’espace des 
fonctions d'onde LP (R) tel que 


(Tys) =z-) T= (9.114) 


Rappelons que la fonction obtenue à partir de y(x) par une translation de } 
est y(x — l). Comme l'opérateur T, est unitaire, ses valeurs propres t; sont de 
module un et on peut les écrire en fonction d’un paramètre q 


tilg) = e it (9.115) 

Le paramètre q n’est défini qu’à un multiple entier près de 27/1 : en effet, si 

27p 
l 


la valeur de t; est inchangée. Comme T; commute avec le hamiltonien en 
raison de la périodicité (9.113) du potentiel, il est possible de diagonaliser 
simultanément T; et H. Soit $,(x) les fonctions propres communes de T, et 
de H 


q—>q' =q+ p=0, +1, +2,... (9.116) 


Tipa(x) = h(q)pa(z) = e~id palz) 


(9.117) 
Hpa(z) = Egpalz) 
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La première de ces équations montre que 
palz — l) = eia Pal) 


et nous en déduisons le théorème de Bloch}? : les états stationnaires dans un 
potentiel périodique (9.113) sont de la forme 


palT) = ÍF usa(x) Ueg(E) = Usa(r + À) (9.118) 


où us4(x) est une fonction périodique de période ł. L'indice s est nécessaire, 
car à une valeur de q correspondent plusieurs solutions possibles : nous verrons 
que s indice les bandes d'énergie. Il est facile d'écrire l’équation différentielle 
que vérifie u,4(x) : comme P = —iħd/dx 


Pat? = hq e2 
Poalx) = e? (P + ħq)usg(z) 
P’pq(2) = es PH hq)”usa(x) 
d'où 


R d Kg d Pe 
=at | ; 
Raa) = | ; 


— igx 
j m dr 2m + V{e) ul = Esqe' T die) 


soit, en divisant par exp(iqgx) 


R2 d? Req d hg? 
ES dre EA fo dz + Om + vœ] Usg(T) > Esqusq(t) (9.119) 


La fonction d’onde dans un potentiel périodique s’obtient en résolvant (9.119) 
par exemple dans l'intervalle [0, {] avec la condition aux limites u,,(0) = us(t). 
La quantité fig a les dimensions d’une impulsion et présente effectivement 
certaines analogies avec une impulsion. Cependant il ne s’agit pas d’une 
impulsion véritable, ne serait-ce que parce que suivant (9.116) q n’est pas 
unique : on appelle ñq une quasi-impulsion. On remarque enfin que si le 
potentiel est pair, V(x) = V(-x), l'équation (9.119) est inchangée dans les 
transformations simultanées x — —x, q > —q ; us,_4(x) est donc solution 
de (9.119) avec la même valeur de l'énergie, Esq = Es,—q, et tous les niveaux 
sont doublement dégénérés. 


9.5.2 Bandes d’énergie 


Examinons maintenant les propriétés des solutions de l'équation de 
Schrödinger (9.119) dans le potentiel périodique de la figure 9.17 : V(x) est 


12. Ce théorème est aussi connu sous le nom de théorème de Floquet quand on traite 
d'une périodicité temporelle. 
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1 
— 0 l 21 z 


FIG. 9.17 — Potentiel périodique de période l à une dimension. 


une suite de créneaux, et V(x) est non nul dans des intervalles centrés autour 
de x = pl, p = ...,—2, —1,0,1,2... et s’annule dans les intervalles! 


( -i)i-arsas( -;)1+ ax (9.120) 


Dans les intervalles (9.120) où V (x) s’annule, une solution y(x) de l'équation 
de Schrödinger est une superposition d’ondes planes de vecteur d’onde 
+k, k = (2mE/h?)!/2. À gauche du créneau n et dans l'intervalle (9.120) 
pour p = n, p(x) s'écrit 


p(z) = A celte +B,e Fr 
et à droite de ce créneau, dans l'intervalle (9.120) avec p=n +1 
p(x) = Aer Brie tre 


Les coefficients (An, Bn) sont reliés aux coefficients (4341, Bn+1) 
suivant (9.94) par la matrice de passage M (9.95) correspondant au créneau 


V(x) 
G) (e7) G) ma 


D’autre part, compte tenu du théorème de Bloch (9.118) 
plz +1) = e p(x) 
et nous avons 


An ek! eFt + Bis ext eikr S ed! (Ane? T Pie ri 


st An) _ fe Anyi \ {Anti -1 (An 
e A =D = DM (9.122) 
Bn ef Bai Bh+1 B, 
13. En fait, il n’est pas nécessaire de supposer cette annulation pour obtenir les résultats 
qui vont suivre, mais cette supposition simplifie argument. 


soit 
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D est la matrice diagonale d'éléments Dı; = exp( ikl), D22 = exp(—ikl) et 


e x eikl 6 eikl 
oaee PE (9.123) 
L'équation ee 122) implique que (4,,B,) est vecteur propre de la matrice 
M = DM! avec la valeur propre exp(iql), qui est de module un. L’équation 
aux valeurs propres À pour la matrice M est (det M = 1) 


— 2ARe (+"el) + 1 = 0 


et posant x = Re (y* exp( ikl)), les valeurs propres À+ sont données par 


Az = rt vVzr-1 {xl > 1 
à+ = m+ivi-x? x! < 1 


Le cas |z| > 1 est exclu car les racines ne peuvent pas être de module un : 
leur produit est égal à un et elles sont réelles. En revanche, les deux racines 
complexes sont bien de module un pour |æ| < 1 ; elles sont non dégénérées si 
|z| < 1 et dégénérées si |x| = 1. 

Pour étudier les valeurs propres de l'énergie, nous pourrions prendre 
comme exemple la barrière carrée V(x) (9.99) de la figure 9.13. Afin 
de simplifier au maximum les calculs, nous allons examiner un cas limite 
de (9.99), le créneau en fonction delta. Les résultats que nous obtiendrons 
se généralisent qualitativement à tout potentiel périodique. Le potentiel 
périodique (9.113) est donc 


Il 


æ 2 
V@)= $ PS ife — p) (9.124) 


p=—o0 


Un potentiel en fonction delta est obtenu en prenant la limite a — 0 de la 


barrière carrée (9.99) en maintenant constant le produit Voa 
k?g 

Voa = — 
2m 


Le facteur arbitraire A?/2m est choisi de façon à simplifier les formules 
ultérieures. Compte tenu de Vo > E, «x (9.100) prend la valeur limite 


AN EL VE 
= = == 
h2 a 


K? = k? k gla 
DL 


2kk 2k 2k 


ce qui donne 
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tandis que y = M11 dans (9.102) devient (cf. également l’exercice 9.7.7) 


. Vg/a f . 9 
y—1+i de vga = 1+isr (9.125) 


On en déduit 
x = Re(y*eikl) = cos kl + A sin kl 


et l'équation aux valeurs propres s'écrit 


x = cos gl = cos kl + j sin kl (9.126) 


Notons que q n’est pas fixé de façon unique par (9.126) : q! = q+2rp/l avec p 
entier vérifie aussi (9.126). Cette équation montre que certains intervalles en 
k, et donc certaines zones d'énergie puisque E = h?k?/(2m), sont exclus parce 
que le membre de droite de (9.126) peut être plus grand que un en module : 
ces zones sont appelées bandes interdites. Montrons-le explicitement dans la 
région k œ 0. Posons y = ki et 


l 
f(y) = cos y + g 


Comme f(0) = 1 + gl/2, on voit qu’un intervalle 0 < y < y ou 0 < k < ko 
est interdit. Supposant gl & 1 pour une estimation analytique, on trouve 


yo © vgl ou ko = Vg/i 
Il existe d’autres zones interdites : en effet si 
y=nr+e fl K1 


alors 


pre 
MOIESE, m 

et on met en évidence une région interdite où |f(y)| > 1 pour 0 < € & 1. 
Ces remarques permettent de tracer qualitativement la courbe f(y) sur la 
figure 9.18. On porte conventionnellement Æ en fonction de q (rappelons 
que hq est la quasi-impulsion), ce qui donne la figure 9.19 où l’on distingue les 
bandes permises indicées par s. Compte tenu de (9.116), on peut restreindre q 
à l'intervalle [0, 2r/{], ou de façon équivalente à l'intervalle [-x/l, m/l], qui est 
appelé première zone de Brillouin. Dans certaines régions on peut exprimer 
simplement Æ en fonction de q. Examinons par exemple la région k œ ko. 
Comme cos gl = 1 pour k = ko, (9.126) devient, compte tenu de f(kol) = 1 


1 
-3 PP ~ (k — ko)l f’ (kol) 
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FiG. 9.19 — Bandes d'énergie : (a) q varie sans restrictions (b) q est limité à la 
première zone de Brillouin. 


Ceci permet d’estimer (E — Eo) 


H?ko(k — ko) 
k? — kå) = — 
( 0) Bz 


h2 
Pes 2m 
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soit 
Relko 2 R? 2 


De S ne 127 
BE IRD 2m HAT) 


Au voisinage de k = ko, le comportement de l'énergie est celui d’une particule 
de masse effective m* 
m| f’ (kol 
lko 
Cette masse effective joue un grand rôle dans la théorie de la conductibilité 
électrique : en première approximation, l'effet du réseau cristallin se traduit 
par un simple changement de la masse. 


9.6 Mécanique ondulatoire en dimension d = 3 


9.6.1 Généralités 


Soit À et P les opérateurs position et impulsion dans l’espace à trois 
dimensions, de composantes! # X; et Pj, j = x,y,2. Rappelons les relations 
de commutation canoniques (8.45) 


[X;, Pa] = ihôj I (9.129) 


Les composantes de À et de P commutent si j # k. On peut donc construire 
l’espace des états comme produit tensoriel des espaces LO(R), LP (R) et 
LPR) 

LÊ (R?) = LË (R) 9 LP (R) 9 LË (R) (9.130) 


Dans cet espace la composante X de RÀ sera l'opérateur 


X@1,@1 


Si gn(x) est une base orthonormée de LËR), on construit une base 
Pnim(&, Y, z) de LP (R) en prenant les produits!’ 


PnimlT, Y, z) = pn (z)Pmly) p(z) (9.131) 


La construction de l’espace des états et des bases orthonormées est strictement 
parallèle à celle de l’espace des états de deux spins 1/2. Nous avons observé 
au § 6.1.2 que le vecteur d’état le plus général de l’espace des états de deux 
spins 1/2 n’est pas en général le produit tensoriel |p; ® 2) de deux vecteurs 
d’état de spins individuels. De la même façon, une fonction Y{x,y,2) de 


14. Les composantes de À seront aussi notées (X, Y, Z) et celles de F (x, y, 2). 
15. Pour la simplicité de l'écriture nous avons pris les mêmes fonctions de base dans les 
espaces (x,y,z), mais nous aurions bien sûr pu choisir trois bases différentes. 
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19 (R?) n’est pas en général un produit y(r)x{(y)n(z), mais Y(x,y, z) peut 
se décomposer sur la base (9.131) 


ylz, y, z) = X Cam Pn(T)Pm(y)pi(2) (9.132) 
n.m,l 
ana 1 dr ph (æ)p5, wei (JU, y, 2) (9.133) 


Il est immédiat d'écrire la généralisation à trois dimensions des formules de la 
section 9.1. Nous nous contentons de donner quelques exemples, en laissant 
au lecteur le soin d'établir les autres formules. 


e États propres |ř} de À 
R|r) = r|r) (9.134) 


ə Relation de fermeture (cf. (9.9)) 
far [Fr = I (9.135) 


e Amplitude de probabilité p(T) pour trouver une particule dans l’état 
|p) au point F, ou fonction d’onde de la particule 


pr) = (fe) (9.136) 


e Densité de probabilité de présence : [w(”)l?d°r est la probabilité de 
trouver la particule dans le volume d°r autour du point F. 


e Action des opérateurs À et P sur (F) (cf. (9.14) et (9.16)) 


(Bo) = (Pe) = nor) (9.137) 


e Transformée de Fourier 


(p) = se Je p(F) ts (9.138) 


_1/2 


On notera le facteur (2rñ) pour chaque dimension d’espace. 


Nous avons établi au § 8.4.2 la forme générale du hamiltonien en dimension d = 
3. Dans la suite de cette section, nous supposerons que À est un gradient : À = 
VA(F). Physiquement cela veut dire qu'il n’y a pas de champ magnétique ; 
le cas d’un champ magnétique non nul sera étudié dans la section 11.3. Le 
hamiltonien (8.74) est simplement 


H = — +V(RÀ) (9.139) 


9. Mécanique ondulatoire 303 


L’équation de Schrödinger indépendante du temps!$ qui généralise (9.57) à 
trois dimensions est 


I(-É 7? +v®) oF) = Ba) (9.140) 


La généralisation du courant (9.63) est 


XF, t) = Re É pF Vol, J (9.141) 


qui vérifie l'équation de continuité (exercice 9.7.10) 


= 2 
dd aili +7- XF, t)=0 (9.142) 


9.6.2 Espace de phase et densité de niveaux 


Dans de nombreux problèmes, il est nécessaire de savoir compter le nombre 
de niveaux d’énergie dans une certaine région de l’espace (r, p) : cet espace est 
appelé espace de phase. Revenons au puits infini du 8 9.3.3 en appelant L, la 
largeur du puits. Les niveaux d’énergie sont étiquetés par un entier positif n, 
et nous allons nous intéresser au cas où n > 1 et où Ly est grand : les niveaux 
d'énergie (9.79) sont alors très resserrés et on pourra remplacer les sommes 
sur n par des intégrales. Soit un vecteur d'onde (9.78) kn = n(n + 1)/La. 
Calculons le nombre de niveaux d’énergie dans l'intervalle en k : [k,, kn + Ak]. 
D'après (9.78) avec a — Lz, le nombre de niveaux An (1 & An & n) dans 
l'intervalle [k, k + Ak] est 


Le 
An = € Ak (9.143) 


Au lieu des conditions d’annulation de la fonction d'onde aux points x = 0 
et x = Ly, il est souvent plus commode de choisir des conditions aux limites 
périodiques : (0) = (Lz), soit pour les fonctions d’ondel? 


E L gs 27n 
= == en kn = — = ,..,—2,—1,0,1,2,... 9.144 
Pn(&) VE. n L n ( ) 
et par conséquent 
L 
An = — Ak 9.145 
E 27 ) 


16. Nous laissons au lecteur le soin d'écrire l'équation de Schrödinger dépendant du 
temps qui généralise (9.55) à trois dimensions. 

17. Ce choix de fonction d’onde est parfois appelé « quantification dans une boîte ». 
Il évite de travailler avec les ondes planes du spectre continu, puisque les « ondes 
planes » (9.144) sont normalisables. (Cependant les intégrales de Fourier sont alors 
remplacées par des sommes de Fourier, ce qui alourdit les calculs. 
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À première vue (9.145) diffère!$ de (9.143) par un facteur 1/2. Cependant 
nous avons déjà observé qu'avec les fonctions d’onde (9.78), les valeurs kn 
et —k, correspondent au même état physique car la substitution kn — —kn 
conduit à un simple changement de signe de la fonction d’onde. En revanche, 
la substitution kn — —k, dans (9.144) conduit à un état physique différent : la 
division par deux dans (9.145) est compensée par le doublement du nombre de 
valeurs possibles de kn. Pour compter les niveaux d’énergie, il est équivalent 
de choisir les conditions aux limites périodiques ou les conditions d'annulation 
(voir aussi la note 19). 

Passons au puits carré infini en dimension d = 3 : les fonctions d’onde 
s’annulent en dehors des intervalles où V (Z) = 0 


0<x<Lz 0<y<Ly 0<z< L: (9.146) 


Ces fonctions d’onde sont de la forme 


8 … (nine +1) 
Pina nyn] (2Y, z) = ED sin E 


San (er) sin (ei) (9.147) 


avec (na, ny, nz) = 0,1,2,... Les valeurs correspondantes de l'énergie sont 


hr? f(ns +1)?  (ny+1)? (ne +1)? 
LEUR AU Rare APR Te RP ESS 14 
2m ( E Ÿ nn ‘ ) (9,148) 


Lorsque Ls = Ly = L, = L, ces valeurs propres sont en général dégénérées 
(exercice 9.7.9). 

Effectuons le décompte des niveaux à trois dimensions. Il sera commode 
d’utiliser des conditions aux limites périodiques 


E(Ng, Ny, nz) E 


p(z, y, 2) = p(z + Lr, y + Ly, z + Li) (9.149) 


Soit AK l'élément de volume Akg Aky Ak, de l’espace des k , tel que l’extrémité 
du vecteur d’onde k se trouve dans AK : les composantes (x, y, z) de ce vecteur 
sont comprises dans les intervalles 


[kz, kz + Akel, [ky, ky + Aky], [kz, kz + Ak.] 


Le nombre de niveaux d’énergie dans AK s’obtient en généralisant (9.145) 


fla Ly L: LsLyLz 
an= (E) ar (Eau, (E) a = leae aso 


18. Comme n > 1, on fait pas de différence entre n et (n + 1). 
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Prenant AK infinitésimal, AX = d°k, on définit la densité de niveaux (ou 
densité d'états) D(E) dans laps des K comme suit : D(k)d°k est le nombre 
de niveaux dans le volume d°k centré en K. D’après (9.150) 


(9.151) 


où V = L,;L,L, est le volume de la boîte de côtés (L,,Ly,L,)%. Compte 
tenu de p= hk, la densité de niveaux? dans l’espace des ø est 


(9.152) 


Ce résultat est fondamental. On en déduit la densité de niveaux par unité 
d'énergie?! ; comme D(p) dépend seulement de p = |p] 


Any 2_ Va 


D | 
La densité de niveaux par unité d'énergie D(E) est 
V dp _ V 
D(E) = 3 P aB 2e 
ou 
D(E) = ym ——(2mE)/? (9.154) 


2r? h3 


Le nombre de niveaux dans [E, E + dE] est D(E)dE. On peut également 
calculer D(E) à partir de aA qui est le nombre de niveaux d'énergie 
inférieure à E : D(E) = P(E) (exercice 9.7.11). La quantité D/V est la 
densité de niveaux par unité de volume, qui est indépendante du volume. 

En remarquant que V = f, d?r, on déduit de (9.152) que le nombre de 


niveaux dans d?r d°p est 


d?°rd?p  d°rd°p 


19. Le résultat est aussi valable pour une boîte qui n’est pas un parallélépipède. Les 
termes correctifs sont en puissance de (kL)=!, où L est une dimension caractéristique de 
la boîte. Le premier terme correctif représente un terme de surface. La différence entre 
conditions aux limites périodiques et conditions d'annulation, qui est un effet de surface, 
se traduit aussi par ce type de correction. Ces corrections sont négligeables dans une boîte 
suffisamment grande. 

20. En toute rigueur nous devrions utiliser une notation différente pour les différentes 
densités de niveaux ; nous avons utilisé la même lettre D dans tous les cas afin de ne pas 
multiplier à l’excès les notations. 

21. Avec des conditions d’annulation de la fonction d’onde, il s’introduirait un facteur 
1/8 dans (9.151) pour tenir compte du fait que les composantes de k sont positives. Le 
résultat final serait toutefois identique, à cause du facteur 1/2 de différence entre (9.143) 
et (9.145) : (1/2)3 = 1/8. 
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d°r d°p est un volume infinitésimal de l’espace de phase (F,p). On peut 
interpréter (9.155) de la façon suivante : le volume élémentaire de l’espace 
de phase est hî, dans le sens où l’on peut placer un niveau d'énergie par 
volume élémentaire. L’inégalité de Heisenberg permet de le comprendre : si 
une particule est confinée dans un intervalle Ar, son impulsion p ~ h/Ax. Ce 
résultat s’exprime sous forme imagée : alors qu’une particule classique dont 
l'état est défini par sa position ř et son impulsion ÿ occupe un point (F, p) 
dans l’espace de phase, une particule quantique doit occuper au minimum un 
volume ~ hê. 

Les résultats (9.153) ou (9.154) sont d’une importance capitale en 
mécanique statistique quantique : la probabilité qu’un système à l’équilibre 
thermique ait une énergie E (voir (1.12) et la note 16 du chapitre 1) est 


p(E) = N'D(E)e PE 


où W est une constante de normalisation fixée par 
Î dE p(E) = 1 


9.6.3 Règle d’or de Fermi 


La notion de densité de niveaux va nous permettre de montrer une des 
formules les plus importantes de la physique quantique, la règle d’or de 
Fermi, qui permet de calculer les probabilités de transition vers les états de 
diffusion, aussi appelés états du continu car appartenant au spectre continu 
d’un hamiltonien, dans le cas présent le hamiltonien H(0) (9.156). Considérons 
un système physique régi par le hamiltonien H(t) dépendant. du temps 


H(t) = HO + w(t) (9.156) 


où H(0) est indépendant du temps et de spectre supposé connu : les valeurs 
propres de l'énergie sont En et les vecteurs propres |n) 


HO jn) = Enln) (9.157) 


Nous nous proposons de résoudre le problème suivant : au temps t = 0, le 
système est dans l’état initial |9(0)) = |i), état propre de H(0) d'énergie E;, 
et nous voulons calculer la probabilité p;_, p(t) de le trouver au temps t dans 
Pétat propre |f) de H (0) d'énergie E t. Pour ce faire, nous devons obtenir le 
vecteur d’état |#(t)) du système au temps t, puisque 


Pip lt) = KFE)? avec yt = 0)) = li) (9.158) 


Nous avons déjà rencontré ce problème dans un cas simple : nous avons 
calculé au chapitre 5 la probabilité de transition d’un niveau à l’autre de la 
molécule d’ammoniac plongée dans un champ électromagnétique oscillant. 
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Le hamiltonien (9.156) généralise (5.27), H(°) étant l’analogue de (5.18). 
Nous suivrons la méthode du $ 5.2.2 en adaptant à un nombre de niveaux 
quelconque. Généralisant (5.28), nous décomposons le vecteur d'état |#(£)) 
sur la base |!) d'états propres de H®) 


WA = D atl (9.159) 
l 


Multipliant à gauche l’équation (9.159) par le bra (n| H conduit à 


HO) = F iE O le) =Y HL alt) 
l l 
= En(nlU(t)) = cn(t)En (9.160) 


Le système d'équations différentielles auquel obéissent les coefficients cn (t) est 
d’après (4.13) 


ihé(t) = Y (a9 + Wau(t)) clt) (9.161) 
l 


Continuant à suivre la méthode du § 5.2.2, on élimine la dépendance triviale 
en t : exp(—iEnt/ħ) de cn(t) induite par l’évolution temporelle due à H en 
posant 

Cn (t) = e iEnt/h (4) (9.162) 


ce qui transforme (9.161) en 


ih (tje En th 4 Bnenlt) = Xo HO alt) + D Wu(t) (tje ith 
l l 


Compte tenu de (9.160), cette équation se simplifie en 


P m E,- E 
iän (t) = X We tnt y(t) wa = 1 (9.163) 
L 


Le système d'équations différentielles (9.163) généralise (5.30) ; les équations 
sont exactes, mais ne sont pas solubles analytiquement, sauf cas particulier. 
Il faut avoir recours à des approximations : nous allons suivre une méthode 
appelée la théorie des perturbations dépendant du temps. Il est commode 
d'introduire un paramètre réel À, 0 < À < 1, qui multiplie la perturbation W : 
W — AW, ce qui permet de faire varier artificiellement la perturbation??. 
La théorie des pertubations consiste à obtenir une solution approchée de 
l'équation de Schrödinger sous forme d’un développement en puissances de 
À et on rétablit À = 1 à la fin des calculs. Dans ce qui suit, nous allons nous 


22. Si la perturbation est due à l’interaction avec un champ extérieur, on peut la faire 
varier en ajustant ce champ. 
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contenter du premier ordre? en À. Au temps t = 0, le système est supposé 
dans l’état |i) 
Yn(0) = ôni 

Écrivons 

Y(t) = ni + V (t) 
Lorsque { est suffisamment petit, KPAI « 1 car le système n’a pas eu 
le temps d'évoluer de façon appréciable. L’équation (9.163) devient en 
introduisant le paramètre À 


in (ni +786)) = > Wale fu + ve] ei tt 


On observe que PA) est d’ordre À, et que le terme $; Wu OIO sera 
donc d’ordre X?. Ce terme est négligeable au premier ordre en À, ce qui donne 
en rétablissant À = 1 

ihy P(t) ~ Wait) eirt (9.164) 


Un cas particulier important est celui du potentiel oscillant 
W(t) = Aevivi + Ateivi (9.165) 


où À est un opérateur. C’est par exemple ce type de potentiel qui décrit 
l'interaction d’un atome avec un champ électromagnétique oscillant 


El) = Eo eTit + Ex ei 


Si nous nous intéressons comme au chapitre 5 à la transition à — f vers un 
niveau final |f} bien déterminé, amplitude de probabilité (f|%(t)} est donnée 


à un facteur de phase près par (ét) = PA qui est solution l’équation 
différentielle (9.164) 


ik fP (t) = Api eTil) + 45, eile+wo) (9.166) 


avec wo = wi = (Eş — E;i)/h. Cette équation différentielle s'intègre 
immédiatement car les coefficients Af; = (f|A|i) sont indépendants du temps 


—i(w—-wo)t _ i(w+wo)t _ 
a) 1 e™ 1 x € 1 
EE A Eu 167 


Cette amplitude de probabilité sera importante si w © +wp, c’est-à-dire, 
comme au chapitre 5, à la résonance. Dans le cas w ~ wo 


Eş > E; + hw 


23. La complexité des formules augmente très rapidement avec la puissance de À. 
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et le système absorbe une énergie w : s’il s’agit de l'interaction avec une onde 
électromagnétique, il absorbe un photon d'énergie w. Dans le cas w ~ —wo 


et le système fournit une énergie w, par exemple en émettant un photon 
d'énergie w. Pour fixer les idées, examinons le premier cas. La probabilité 
de transition p; p(t) vaut 


1 
pi = NÉ OP = 35 Arf (uw — wost) (9.168) 
où la fonction f a été définie en (5.41) 


sin?[{w — wo)t/2] 27 
[@w—wo)t/27 — t 
On retrouve les résultats du § 5.2.4 dans un cas plus général. Compte tenu 
des approximations, une condition nécessaire pour la validité de (9.168) est 
que p; p(t) 1. En utilisant la forme approchée de f, on observe que la 
probabilité est proportionnelle à t, et que Fon peut donc définir une probabilité 

de transition par unité de temps 


flw — wot) = lw — wo) (9.169) 


1 


Cependant, il est en général impossible d'isoler une transition vers un état f 
particulier, et on s'intéresse le plus souvent à une transition vers un ensemble 
d'états finaux d’énergie voisine 


T=S Ti 
7 


La sommation sur f est équivalente à une intégration sur lénergie si on tient 
compte de la densité de niveaux D(E) 


> = Jarre) 


Par exemple, si l’état final correspond à celui d’une particule et si |A;[* est 
isotrope, la densité de niveaux sera donnée par (9.154). Si [A;;|? n’est pas 
isotrope, et dépend par exemple de la direction de l'impulsion ÿ de la particule 
finale, on utilisera 


| 2 


Ym 1/2 dQ 
2r2h3 QE) AT 


où Q repère la direction de p. Compte tenu de (9.168) et (9.169), lPexpression 
de l'est 


D(E) = 


1 sin? [(w — wo)t/2 


[(w — wo)t/2]? 
: fa |A if? D(E) 2r ô(E — (E; + hw)) 


J 
Il 


lè 
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En effectuant l'intégrale on obtient la règle d’or de Fermi 
2 
r= _ [Anl D(Ep) E; = E; + iw (9.170) 


Cette équation est aussi valable dans le cas d'émission d'énergie, en prenant 
E; = E; — hw, et aussi pour un potentiel V(t) constant, avec Ep = F; 
(exercice 9.7.12). 

Les conditions de validité du calcul sont les suivantes. 


e Il est nécessaire que la probabilité de trouver le système dans l’état 
initial (2) soit proche de un, soit 


D Pis Ct) < 1 ou, en termes de T; p : 2 rs) t&1 
fAi fŁi 


ce qui implique que t doit être suffisamment court : t & 72. 


e Dans l'intégrale sur l'énergie E, on doit pouvoir remplacer f{w — (E — 
E;)/ħ; t) par une fonction delta 


E-E; 2r 2r 
[iram (o - st) > fiw E sE- ro) = gE) 
Si AE est l'intervalle caractéristique de variation de g(E) = |A ji? D(E), 
le temps Tı = A/AEF doit être petit par rapport à t : t> T4. 


En résumé, il faut que t vérifie l’encadrement 71 K t K To. Lorsque la 
condition t & 72 n’est pas satisfaite, on peut parfois utiliser l'approximation 
résonante en se ramenant à un problème à deux niveaux, pour lequel il existe 
une solution exacte (exercice 9.7.12). 

Une application importante de la règle d’or de Fermi est la désintégration 
d’un état instable i (état excité d’un atome ou d’un noyau, particule 
instable...) vers un continuum d'états f. La perturbation est alors 
indépendante du temps et Eş œ E; dans (9.170). Pour des temps 
suffisamment courts, la probabilité de trouver le système dans l’état initial 
instable à est 

pult) =1 -Tt ~ e7! t ET (9.171) 


et il est tentant d’identifier I à l’inverse de la vie moyenne r : F = h/r. Le 
calcul que nous venons d’effectuer ne nous permet pas cette identification, car 
il n’est pas a priori valable quel que soit t. On peut cependant généraliser 
la loi exponentielle (9.171) pour des temps longs, grâce à une méthode due à 
Wigner et Weisskopf décrite à l’appendice C. Cette méthode montre que la 
dispersion en énergie AE sur l'énergie Ep des états finaux est AE = AF /2, 
ce qui donne l'inégalité de Heisenberg temporelle (4.27) et son interprétation 
correcte dans ce cas h 


TAE => (9.172) 
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9.7 Exercices 


9.7.1 Inégalités de Heisenberg 


1. Soit p(x) une fonction de carré sommable normalisée à l’unité et (aœ) la 
quantité positive ou nulle 


dy |? 
+a—| > 
Ila) i de |zg(2) Q 0 


a étant un nombre réel. En intégrant par parties, montrer que 
I(a) = (X?) - a +0? (K?) 


où K = —id/drz et 
feo] (ere) 2 
= f a =- [ae TS 


En déduire 1 
(X°) (K°) > 1 

2. Comment faut-il modifier le raisonnement de la question précédente pour 

obtenir l'inégalité de Heisenberg 


Az Ak > 57 


Montrer que Az Ak = 1/2 implique que w(x) est une gaussienne 
(a 
p(z) x exp -37 


9.7.2 Étalement du paquet d’ondes 

1. Montrer que [P?,X] = —2iñP 

2. Soit {X?)(t) la position quadratique moyenne dans l’état [ç(t)) 
(XIE) = (PHIX? lp(t)) 


Montrer que 


—(PX+XP) 


ih p* „3p 
a aoa b% ôx #5] 


Ces résultats sont-ils valables si le potentiel V(x) #0 ? 


~ 
> 
N 
a 
~ 
ch 
Ne 


J 
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3. Montrer que si la particule est libre (V (x) = 0) 
d'y 2 yp2 2 
Po (XP) = = ) = 2uf = cste 


4. Déduire de ces résultats 


(X?) = (X?)(t = 0) + Eot + 07t? ĉo = 


ainsi que l'expression de (Ax(t))? 
(Az(t)}? = (Az(t = 0)) + [£o — 2v0 (X) (t = 0t + (0? — v6)t? 
avec vo = (P/m)} =cste. 


9.7.3 Paquet d’ondes gaussien 


1. On suppose que la fonction A(k) de (9.41) est une gaussienne 


___ 1 (k — k)? 
ARS (ro2)1/4 du |- 20? | 
Montrer que 
1 
A(k)|’dk = 1, Ak = — 
faw zr 
et que la fonction d’onde y(x, t = 0) vaut 
1/2 = 
p(z,t = 0) = a exp Le _ Ti s 


Tracer la courbe représentative de |p(x,t = 0)|?. Quelle est la largeur de cette 


courbe ? Identifier la dispersion Ax et vérifier que Az Ak = 1/2. 
2. Calculer @(x,t). Montrer que si ho?t/m < 1, on a 


p(x,t) = explikr — ivgt) p(z — vgt, 0) v= a 


3. Calculer exactement y(x, t) 


EN = cel 
p(z,t) = (=) d’ exp | — iw(k)t — 3 o’ (x — vt)? 
avec 
1 Z 1 it 
o? È m 
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|?. Montrer que 
1 hot? 
2 = 
Az“ (t) = 202 (1+ m2 ) 


Donner l'interprétation physique du résultat. 


et en déduire |y(x,t) 


4. Un neutron sort d’un réacteur nucléaire avec une longueur d’onde de 
0.1 nm. On suppose que sa fonction d’onde à t = O est un paquet d’ondes 
gaussien de largeur Az =1 nm. Au bout de combien de temps la largeur du 
paquet d'ondes aura-t-elle doublé ? Quelle distance aura parcouru le neutron ? 


9.7.4 Heuristique de l’inégalité de Heisenberg 
1. Si l’électron émis dans la désintégration 8 du neutron 
n—p+e +7 
était initialement enfermé dans le neutron dont le rayon = 0.8 fm, quelle serait 
son énergie cinétique ? Quelle conclusion peut-on en tirer ? 


2. Une particule quantique de masse m se déplace sur l’axe des x dans le 
potentiel harmonique 
1 
V(x) = gme” zr? 
Utiliser l'inégalité de Heisenberg pour estimer lénergie de son état 
fondamental. 


9.7.5 Potentiel de Lennard-Jones pour l’helium 


1. L'énergie potentielle de deux atomes séparés par une distance r est souvent 
bien représentée par le potentiel de Lennard-Jones 


v-oe] 


où € et o sont des paramètres ayant respectivement les dimensions d’une 
énergie et d’une longueur. Calculer la position ro du minimum du potentiel 
et tracer qualitativement V(r). Montrer qu’au voisinage de r = ro 


AGE eh: s (HE) = Et rt + 10 


To 


2. Dans le cas de l’helium € ~ 107% eV et ro © 0.3nm. Calculer la fréquence 
de vibration w et l'énergie ħw/2 du niveau fondamental. Pourquoi l’helium 
reste-t-il liquide même si la température T — 0 ? Le raisonnement vaut-il 
pour les deux isotopes He et tHe ? 


3. Pour l'hydrogène, € ~ 4eV. Pourquoi l'hydrogène se solidifie-t-il à basse 
température ? Que pensez-vous des gaz rares : argon, néon, etc. ? 
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9.7.6 Retard à la réflexion 


1. L’équation (9.74) donne le coefficient B de l’onde réfléchie quand une 
onde incidente exp{ikt) arrive sur une marche de potentiel avec une énergie 
E = R?k?2/(2m) < Vo, Vo étant la hauteur de la marche de potentiel. Montrer 
que |B| = 1 et peut s’écrire B = exp(—it). Déterminer 6 et dé/dE. 


2. On suppose que l’onde incidente est un paquet d’ondes du type (9.41) 


p(x,t) = | A(k)explikz — iw(k)t) 


Quel sera le paquet d’ondes réfléchi ? En déduire que la réflexion se fait avec 
un retard 
dọ 


=-ħ—— >0 
T JE” 


9.7.7 Potentiel en fonction ô 


On considère un potentiel à une dimension de la forme 


V(x) = zg ôl(x) 


m étant la masse de la particule soumise au potentiel. Ce potentiel donne 
parfois une approximation commode. Par exemple il peut représenter une 
barrière de potentiel de largeur a et de hauteur Vo, dans la limite où a — 0 
et Vo — oo, le produit Voa restant constant et égal à h?g/(2m). Dans le cas 
d’une barrière (potentiel répulsif), g > 0, mais on peut aussi modéliser un 
puits (potentiel attractif), auquel cas g < 0. 


1. Montrer que g a pour dimension l'inverse d’une longueur. 


2. La fonction y(x) obéit à l’équation de Schrödinger 


2 
-$a +0800)| ve) = PE ela) 


Montrer que la dérivée de (x) vérifie au voisinage de x = 0 
g'(0*) — (07) = g y(0) (07) = lim, (e) 


Supposant g < 0, montrer qu’il existe un état lié et un seul. Déterminer son 
énergie et la fonction d’onde correspondante. Montrer que l’on retrouve les 
résultats en prenant la limite du puits carré avec Voa — Ř?|g|/ (2m) et a — 0. 


3. Modèle pour une molécule diatomique. Supposant toujours g < 0, on 
modélise très grossièrement le potentiel auquel est soumis un électron d’une 
molécule diatomique par 


V(x) = a. [ô(æ +1) + 6(x — )] 
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La droite des noyaux est prise comme axe des x et les deux noyaux sont situés 
en x = —l et x = +l. Montrer que l’on peut classer les solutions de l'équation 
de Schrödinger en solutions paires et impaires. Si la fonction d'onde est paire, 
montrer qu'il existe un seul état lié donné par 


k= gl (1 + e7?) k=\/ ml 


Tracer qualitativement sa fonction d’onde. 


Si la fonction d’onde est impaire, déterminer l’équation donnant l'énergie des 
états liés 
K= - (1 … go er 


Existe-t-il toujours un état lié ? Sinon, quelle condition faut-il imposer ? 
Tracer qualitativement la fonction d’onde lorsqu'il y a un état lié. 


4. Puits double et effet tunnel. On reprend la situation de la question 3 en 
supposant xl > 1. Montrer que les deux états liés constituent un système à 
deux niveaux dont le hamiltonien est 


ee 
r=(5 S 


et relier À à VT, où T est le coefficient de transmission par effet tunnel entre 
les deux puits. 


5. Barrière de potentiel. On s'intéresse maintenant au cas g > 0, qui modélise 
une barrière de potentiel. Calculer directement la matrice de passage et 
montrer qu’elle est bien la limite de celle de la barrière carrée si Voa — g 
et a — 0. Donner l'expression du coefficient de transmission. 


6. Potentiel périodique. Un électron se déplaçant dans un cristal à 
une dimension est soumis à un potentiel périodique de période l que l’on 
modélise par 
V(z)= $ z $2 — nl) 
n=—00 
Pour fixer les idées, on prendra g > 0. Montrer que la périodicité du potentiel 
entraîne que la fonction d’onde, étiquetée par q, est de la forme 


palz —l)=e mid p (x) 


Suggestion : examiner l’action de l'opérateur T, qui effectue une translation 
de l. On peut donc se restreindre à létude de l'intervalle [~1/2,1/2]. En 
dehors du point x = 0, les fonctions d’onde sont des exponentielles complexes 


l 


5 <r<0 palz) = Ae? + Be ~it? 
0 


<z< palz) = Feit? + Ge kr 


Dis 
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Utiliser les conditions sur g’(z) pour obtenir 


cos gl = cos kl + £ sin kl 


Montrer qu’il existe des régions interdites pour lénergie. Tracer 
qualitativement l'énergie E, en fonction de q. 
9.7.8 Transmission par un puits 


1. Montrer que le coefficient de tranmission T par le puits carré de la 
figure 9.11 vaut 


1 > 2mVo 
T= q = F2 


eV 
2 
1+ (5) sin” k'a 


Montrer que T passe par un maximum si la longueur d’onde de de Broglie 
dans le puits À’ = 27r /k' est de la forme 2a/n, n entier. 


2. Tracer qualitativement les courbes donnant T et le coefficient de réflexion 
1-T. Ce comportement explique, entre autres, l'effet Ramsauer- Townsend?4, 


9.7.9 Niveaux d’énergie du puits cubique infini 
en dimension d = 3 


Déterminer l'énergie des six premiers niveaux d’énergie du puits cubique 
infini en fonction du côté L du cube ainsi que leur dégénérescence. 
9.7.10 Courant de probabilité à trois dimensions 


Montrer l'équation de continuité 


Op 3 > = -> 2 
FPS da p = ler, t) 


pour le courant (9.141). 


9.7.11 Densité de niveaux 


1. Calculer la densité de niveaux d’énergie D(E) en dimension d = 2. Montrer 
qu’elle est indépendante de E. 


2. Calculer directement le nombre de niveaux (E) dont l'énergie est 
inférieure à Æ, en comptant le nombre de niveaux possibles dans une sphère 


24. cf. Lévy-Leblond et Balibar [1984], page 314. 
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de rayon |p| = V2mE dans l’espace des impulsions, et en prenant garde aux 
conditions et aux limites. Retrouver l'expression (9.154) de D(E) par 
d (E) 
D(E) = —— 
(E) = -FF 

3. Calculer la densité de niveaux d'énergie D(E) pour une particule 
ultrarelativiste dont l'énergie est donnée par Æ = cp. Généraliser au cas 
E = (p? + m2c{)1/2, Montrer que d°p/E est un invariant de Lorentz. En 
raison de cette invariance, cette expression est souvent prise comme densité 
de niveaux. 


9.7.12 Règle d’or de Fermi 


1. Comparaison avec la formule de Rabi. Dans un système à deux niveaux, 
la formule de Rabi (5.37) donne exactement la probabilité de transition entre 
deux niveaux sous l'effet d’une perturbation harmonique, par exemple 
| . 1/2 
p} (t) = = sin — V = [(w — wo)? +w?] / 
Montrer que la formule approchée (9.62) s'obtient comme la limite de la 
formule de Rabi si : 


è |w — wo! > w1, c’est-à dire loin de la résonance, 
è ou si wit € 1, c’est-à-dire pour des temps assez courts. 


2. Potentiel constant. Donner l'expression de l’amplitude (9.167) y(t) et 
de la probabilité de transition par unité de temps I lorsque le potentiel W (t) 
de (9.165) est indépendant du temps. 


9.7.13 Étude de l’expérience de Stern-Gerlach 


1. Étude classique. Les notations sont celles du § 3.2.2. La trajectoire des 
atomes d'argent (figure 3.7) est supposée contenue dans le plan de symétrie 
yOz et voisine de l’axe Oy. Montrer que 0B,/0z|:=0 = 0 et que 0B,/0y = 0 
si l’on néglige les effets de bord. Montrer qu’une forme approchée du champ 
magnétique vérifiant les équations de Maxwell dans l’entrefer de l'aimant au 
voisinage de z = 0 et z = 0 est 


B = Boô + b(22 — xû) 


où b = 9B,/dz|. = 0. L'expression classique de la force est F = -V (8 - B). 
En déduire les composantes Fy, F, et F,. Montrer que sous l'effet de Bo 
le moment magnétique  précesse autour de l’axe Oz avec une fréquence 
w = |yBol, où y est le facteur gyromagnétique, et que si 1/w est très petit 
par rapport au temps de transit de l’atome dans l’entrefer de l’aimant, alors 
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la composante 4, donne une force moyenne nulle : tout se passe comme si le 
moment magnétique était soumis à une force effective F = by,5. 


2. Données numériques. Les atomes d’argent de masse m = 1.8 x 107?" kg 
sortent du four avec une vitesse v = 500 m.s71 et une dispersion des vitesses 
Av ~ 10m.s7!. Les fentes collimatrices ont une hauteur Az = 1074m, la 
longueur de l’entrefer est L = 5 x 107? m, le champ magnétique Bo = 1T et 
b = 104 T.m}. Montrer que l'écart ô entre les deux trajectoires correspondant 
à S, = h/2 et S, = —ħ/2 à la sortie de l’entrefer vaut 


2 
ja (£) 
m v 


Évaluer numériquement 6. Calculer le produit AzAp, et montrer que 
AzAp, © h. On peut donc traiter les trajectoires des atomes de façon 
classique. 


3. Description quantique. Soit w4+(r,t) la fonction donde d’un atome dont 
le spin est dans l’état |+). Montrer que y+ vérifie l'équation de Schrödinger 


Ôp+ h? 2 
= DEV FUB) p+ 


On définit la position moyenne (F4)(t) et l'impulsion moyenne (p+)}(t) des 
paquets p+(F,t) d'ondes par 


FNO = f Erroa ol 
0 = f drott) [inoa] 


Écrire les équations d'évolution de ces valeurs moyennes en calculant 
d(r+)(t)/dt et d(p+)}(t)/dt à l’aide du théorème d’Eherenfest (4.26). Montrer 
que l'écart ô entre les centres des deux paquets d’ondes est le même que celui 
calculé à la question 2 pour les trajectoires classiques. 


4. Invariance par parité. Dans une configuration expérimentale où l’on 
analyse un spin dirigé suivant Oz à l’aide d’un appareil de Stern-Gerlach 
tel que À || Ox, on suppose que le spin est dévié préférentiellement dans la 
direction x > 0 ; par exemple (Sz) > 0. En examinant l’image de l'expérience 
dans un miroir situé dans le plan xOy, montrer qu’une telle déviation 
préférentielle est exclue si les interactions pertinentes dans l'expérience sont 
invariantes par parité (ce qui est effectivement le cas). 


9.7.14 Modèle de mesure de von Neumann 


1. Dans le modèle de mesure quantique imaginé par von Neumann, on se 
propose de mesurer une grandeur physique À d’un système quantique S en 
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faisant interagir ce système avec une particule (quantique) II dont opérateur 
d'impulsion est P ; on se place pour simplifier à une dimension d'espace. Le 
hamiltonien d’interaction est supposé de la forme 


H = g(t)AP 


où g(t) est une fonction positive présentant un pic aigu de largeur 7 autour 
de t = 0 et telle que 


co T/2 
j= Í PTEE J „90At 


On suppose que l’on peut négliger l’évolution de S et de IT pendant la durée 
très courte 7 de l'interaction entre S et II, qui a lieu entre les temps t; et tp : 
ti = —T/2 et tp = T/2. En déduire l'opérateur d'évolution (4.14) 


U (tj, ti) = e7igAP/À 
2. On suppose que l’état initial S + IT est 
lb() = Rev) 
où |n) est un vecteur propre de À, dont le spectre est supposé pour simplifier 


non dégénéré, An) = an), et |p) un état de la particule localisé au voisinage 
d’un point x avec une dispersion Ax. Montrer que l’état final est 


Vlt) =n pn) avec pr) = e7isAP/R|&) 


Soit pn(x) = {xlpn) la fonction d’onde finale de la particule. Montrer que 


Pn(x) = p(x — gan) 


La fonction w,(x) est donc localisée au voisinage du point x — gan, et si 
glan — am| > Ar quel que soit n # m, la position de la particule permet de 
remonter à la valeur a, de A et effectue donc une mesure de A. L'état final 
de la particule est parfaitement corrélé à la valeur de À et à l’état final de S 
car les états |pn) et |Pm} sont orthogonaux pour n £M : (nm) = nm- 


3. Quel est l’état final de IT si l’état initial de S est la superposition linéaire 
1x) = D ealn) 


Montrer que la probabilité d'observer S dans l’état final |n) est |c,|? : la 
mesure est idéale car elle ne modifie pas les probabilités |e, |?. 
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9.7.15 Transformation de Galilée 


Considérons une onde plane classique, par exemple une vibration sonore, 
se propageant suivant l’axe des x 


f(x,t) = Acos(kx — wt) 
et une transformation de Galilée de vitesse v 
x'=x+ut t=t 
1. Montrer que pour une onde classique l’amplitude transformée f'(x’, t) 
vérifie 
F (2, t) = f(z,t) 
d’où l’on tire la loi de transformation des vecteurs d’onde et des fréquences 
k'=k w =w+vk 


Quelle est l'interprétation physique de la loi de transformation des fréquences ? 
Supposons maintenant que lon ait affaire à une onde de de Broglie pour une 
particule de masse m. Les relations précédentes sont-elles compatibles avec 
les lois de transformation de l'impulsion et de l’énergie 


1 
p =p+mv E' =E +p +3 mo?? 


2. Montrer que pour une onde de Broglie on ne doit pas exiger 
p'(z',t') = p(x, t) 


mais seulement 


olee) = exp [EED] oe 


En utilisant les relations (à démontrer) 


ð ə ð 
aw ð "3r 
ð ə 
ðs! Or 


déterminer la forme de la fonction f(x,t) en exigeant que si y(x, t) obéit à 
l'équation de Schrödinger, il en soit de même pour p'(x',t'). 


9.8 Bibliographie 


Les résultats de ce chapitre sont très classiques et se retrouvent sous une 
forme voisine dans la plupart des traités de mécanique quantique. Parmi 
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les exposés les plus clairs, on peut retenir celui de Merzbacher [1970], 
chapitre 6. Lévy-Leblond et Balibar [1984], chapitre 6, donnent également 
une discussion très complète et illustrée par de nombreux exemples. Voir 
aussi Messiah [1959], chapitre III, Cohen-Tannoudji et al. [1973], chapitre I 
ou Basdevant et Dalibard [2001], chapitre 2 ; cette dernière référence est 
accompagnée d’un CD réalisé par M. Joffre, qui permet de visualiser le 
mouvement de paquets d’ondes. Pour la règle d’or de Fermi, on pourra 
consulter Messiah [1959], chapitre XVII ou Cohen-Tannoudji et al. [1973], 
chapitre XIII. 


Cette page est laissée intentionnellement en blanc. 


Chapitre 10 


Moment angulaire 


ANS CE CHAPITRE, nous allons développer l’étude des propriétés du 
moment angulaire, que nous avons introduit au chapitre 8. La propriété 
fondamentale du moment angulaire est d’être le générateur infinitésimal des 
rotations. Tous les résultats que nous allons obtenir dans ce chapitre sont des 
conséquences plus ou moins directes de cette propriété. Dans la section 10.1, 
nous construirons explicitement une base de vecteurs propres communs à J ? 
et à J,, qui sont des opérateurs hermitiques compatibles. La rotation d’un état 
physique, que nous avions déjà introduite au chapitre 3 pour la polarisation 
d’un photon et pour le spin 1/2, sera traitée dans le cas général dans la 
section 10.2. La section 10.3 est consacrée au moment angulaire orbital, 
dont l’origine est le mouvement des particules dans l’espace. La section 10.4 
transpose à la mécanique quantique les résultats classiques du mouvement 
dans une force centrale, tandis que la section 10.5 contient des applications 
aux désintégrations de particules et d'états excités. Enfin la section 10.6 
développe l'addition des moments angulaires. 


N.B. Dans tout ce chapitre, on utilisera un système d’unités où ħ = 1. 


10.1 Diagonalisation de J? et de J, 


Nous avons établi au chapitre 8 les relations de commutation (8.31) 
et (8.32) entre les différentes composantes du moment angulaire, que nous 
rappelons ci-dessous dans un système d’unités où À = 1 (rappelons qu’un 
moment angulaire a la dimension de Å, et c’est pourquoi les notations se 
simplifient dans un tel système d’unités) 


JaJa) =i y, J= iJe [Jz Jel = iy (10.1) 


(ki Ji] = à D Extm Jm (10.2) 


ou 
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La seule connaissance de ces relations de commutation va nous permettre de 
diagonaliser le moment angulaire, c’est-à-dire de trouver les vecteurs propres 
et les valeurs propres de combinaisons convenablement choisies de Jp, Jy 
et J,. Comme ces trois opérateurs ne commutent pas entre eux, on ne peut 
évidemment pas les diagonaliser simultanément : les trois composantes de J 
sont mutuellement incompatibles. Une autre observation est que J2 est un 
opérateur scalaire et, d’après un résultat du § 8.2.3, un tel opérateur commute 
avec les trois composantes de JT 


[J2 J] =0 (10.3) 


ce que lon peut vérifier par un calcul explicite (exercice 10.7.1). On choisit 
en général de diagonaliser simultanément J? et J, : c’est ce que l’on appelle 
souvent quantifier le moment angulaire suivant Oz. On dit aussi que l’axe Oz 
est choisi comme axe de quantification du moment angulaire. Il est commode 
de définir les opérateurs J+ = Jt et Jo par 


Ji = Js ti, Jo = Jz (10.4) 


On vérifie immédiatement les relations de commutation et les identités 
suivantes 


(Jo, J+] = +J4 (10.5) 
[4,3] = 2% (10.6) 
J? = AA + Ja J_) + J (10.7) 
JJ- = J? = Ji(Jo — 1) (10.8) 
J-J} = J? — TES PE (10.9) 


Ces relations nous seront utiles pour la diagonalisation. Soit |[jm) un vecteur 
propre de J? et de J,, où j étiquette la valeur propre de J? et m celle de J.. 
Comme J? est un opérateur positif, ses valeurs propres sont > 0, et on les 
écrit sous la forme 7(j + 1) avec j > 0 ; on justifiera bientôt cette écriture des 
valeurs propres de J?. Le nombre m est appelé nombre quantique magnétique. 
En résumé 


J?\ÿm) = jU + 1)lim) (10.10) 
Jolim) = mjm) (10.11) 


D’après (10.5), les vecteurs J+|jm) sont vecteurs propres de Jo avec la valeur 
propre m +1 
JolJaljm)] = (J+ Jo + J+)ljm) = J+(m +1)|jm) 
= (m+1)[(Jilÿm)] 
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De même, comme |J?, J4] = 0 
J’ Ualjm)] = jG + DUzlim)] 


Nous venons de montrer que les vecteurs J4|jm} sont vecteurs propres de J2 
avec la valeur propre j(j + 1) et de Jo avec la valeur propre m + 1. De plus, 
supposant |jm) unitaire : (jm|jm) = 1, on peut calculer la norme de J4|jm) 
à partir de (10.9) 


I? = (jm|J-J+ljm) = (jm J? — Jo(Jo + 1)|im) 
= j(j+1)-mm+1)=(j-m)(j+m+1) > 0 (10.12) 


1J4+1ÿm) 


et celle de J_|jm) à partir de (10.8) 


im) = m| J+J-ljm) = (jm J? — Jo(Jo — 1)|ÿm) 
= j(j+1)-m(m-1)=(j+m)(j -m+1) > 0 (10.13) 


La positivité simultanée des deux normes n’est assurée que si -j < m < 
j. Partant de |ÿm), par application répétée de J4}, on obtient une série de 
vecteurs propres communs à J2 et Jo, étiquetés par (j,m+ 1}, (j,m+2) etc. 
Ces vecteurs propres ont une norme positive tant que m < j, mais la norme 
deviendrait négative pour m > j. Il faut donc que la série s’arrête, ce qui n’est 
possible que si l’un des vecteurs (J,)"|jm) s’annule pour une valeur entière 
de n = nı + 1 telle que m+ nı = j 


(J+) ljm) = 0 
Le même raisonnement avec J_ montre qu’il doit exister un entier ng tel que 
I)" ljm) = 0 
Des relations 
j=m+m -j=m-n 


on déduit que 2j, et donc (2j +1) doit être un nombre entier, d’où le théorème 
de diagonalisation de J? et de J.. 


Théorème : Les valeurs possibles de j sont entières ou demi-entières : 7 = 
0,1/2,1,3/2,... Si |jm) est vecteur propre commun à J? et Jo, m prend 
nécessairement l’une des (2j + 1) valeurs 


m=-j,-j+1,-j+2 =, j-2j-1,j M 


Lorsque j prend les valeurs 0, 1, 2, . . . on dit que le moment angulaire est entier, 
et qu’il est demi-entier! lorsque j = 1/2, 3/2, ... Examinons la normalisation 
et la phase des vecteurs |jm). Partant d’un vecteur |jm) on construit par 


1. Bien que la moitié d’un entier pair soit aussi un demi-entier. . . 
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application répétée de J4 et de J_ une série de (2j +1) vecteurs orthogonaux, 
sous-tendant un sous-espace vectoriel à (2j + 1) dimensions £{(j) de H. Ces 
vecteurs ne sont pas de norme unité, mais si l’on définit |j, m — 1} par 


Im —1) = [jG +1) -mm 1) 1/27 |5m) (10.14) 


alors |j,m — 1) est bien de norme unité d’après (10.13). D'autre part, en 
utilisant (10.8) 


J}J-|jm) = [jG + 1) - mm 1) /2J;15,m — 1) 
= [jG +1) -mim - 1)? ljm} 


soit 
Jiljim-— 1) = [GG + 1) -mm — 1)? ljm) 


ou bien, avec la substitution m — m +1 
Je \jm} = GG +1) — mm +1) "Plim +1) (10.15) 


Les relations (10.14) ou (10.15) fixent complètement la phase relative des 
vecteurs |j, j}, |j, j — 1), .. |j, 3). Une base de £(j) formée de vecteurs |jm) 
qui satisfont à (10. Te ou | (10. 15) est appelée base standard | jm). 

Il peut arriver que la donnée de (j, m) ne suffise pas à spécifier de façon 
unique un vecteur de H : J? et J; ne forment pas un ensemble complet de 
grandeurs physiques compatibles. Nous en verrons un exemple au § 10.4.2 
avec l’atome d'hydrogène : la donnée du moment angulaire (orbital), noté 
dans ce cas l, ne suffit pas à spécifier un état lié, il faut en plus se donner un 
nombre quantique n = l + 1,1 + 2,---, ou nombre quantique principal. En 
général, on doit utiliser un nombre quantique, ou un ensemble de nombres 
quantiques supplémentaires 7 pour étiqueter des vecteurs propres |j,m = j) 
de J? et de J,, normalisés par 


(T, jh SIT", j) = Sre 
Par application répétée de J_ on forme une base standard de E(f, j) 
IT, j j), ÎT, j,j — 1), esse 17,5 —35 +1), ÎT, j, —3) 


Résumons les propriétés essentielles d’une base standard |r, jm) 


F?ir, jm) = j + 1)Ir, jm) JT, jm) = mir, jm) (10.16 


Jir jm) = [jG + D — mm + DP j,m + 1) 10.17 


J_IT, 5, 5) = 0 


Jlr, j, J 


= (10.16) 
J= (10.17) 
J_|r, jm) = i G +1) -mm - Plr, jm- 1) (10.18) 
i) = | ( ) 
(r, j mr, jm) = a 170 j'50m 1m ( ) 
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Nous supprimerons par la suite l’indice r qui ne jouera aucun rôle dans ce 
chapitre. Les éléments de matrice de J ?, Jo et J_ dans une base standard sont 


(mi? \jm) = jG + DE; ;0mm (10.21) 
{j'm'|Jolim) =m Ôj j8mm (10.22) 
{j'm'|Jelim) = [jG +1) — mm] 8 8m mat (10.23) 


Dans le sous-espace €(j) où J? a une valeur propre j(j + 1) fixée, les 
opérateurs Jo et J+} sont représentés par des matrices (25 + 1) x (2j + 1), 
la matrice représentant Jo étant diagonale. Il est instructif (exercice 10.7.4) 
d’expliciter ces matrices dans le cas j = 1/2 et de retrouver les matrices 
2 x 2 (3.47) du spin 1/2, ainsi que dans le cas j = 1, où l’on retrouve les 
générateurs infinitésimaux des rotations dans l’espace à trois dimensions : 
la loi de transformation d’un vecteur est celle d’un moment angulaire j = 1. 
L’équation (10.23) donne pour les générateurs infinitésimaux (exercice 10.7.4) 


Ces générateurs infinitésimaux ont superficiellement une forme différente de 
celle des générateurs T; déterminés en (8.26). En fait, ils y sont reliés par la 
transformation unitaire (10.64) qui fait passer des composantes cartésiennes 
de ĉ à ses composantes sphériques : exercice 10.7.4. 


10.2 Matrices de rotation 


Nous avons vu au chapitre 3 comment faire tourner un spin 1/2 : 
partant d’un état |+) obtenu à l’aide d’un appareil de Stern-Gerlach dont 
le champ magnétique est parallèle à Oz, nous savons construire grâce à (3.57) 
l’état |+,A%) obtenu à l’aide d’un appareil de Stern-Gerlach dont le champ 
magnétique est parallèle à ñ. On fait agir sur l’état |+) un opérateur de 
rotation U[R] qui transforme |+) en |+, à} 


+, À) = U[R]I+) = [+r 


La rotation R amène l’axe Oz sur la direction À ; cette rotation n’est pas 
unique, et nous verrons que cette absence d’unicité correspond à un arbitraire 
de phase dans la définition de |[+,ñ). Un autre exemple de rotation d’un 
état physique a été donné au chapitre 3 dans le cas de la polarisation d’un 
photon : partant d’un état de polarisation linéaire |£}, on obtient un état de 
polarisation linéaire |6) en lui appliquant un opérateur de rotation U[R.(8)] 
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correspondant à une rotation d’angle 0 autour de la direction de propagation 
Oz du photon (3.29) 


l0) = exp(i85.)|r) = UIR. (0)] læ) 
Dans le cas général, l’état |p}r transformé par une rotation R d’un état |p} est 


lp)r = UTR] |p) 


Nous allons donner la forme matricielle explicite des opérateurs de rotation 
UTR] dans la base |ÿm). L'opérateur de rotation U[R] s'exprime en fonction 
des générateurs infinitésimaux Js, Jy et J, : cf. (8.30). (Comme les 
composantes de J commutent avec J?, le commutateur [U(R), J'?] = 0 et 
les éléments de matrice de U sont nuls si j Æ J’ 


(j'm'|UTRI im) x 6; 


Dans le sous-espace £(j), l'opérateur U(R) sera représenté par une matrice 
(2j + 1) x (2j + 1) notée DOTR]. Ses éléments de matrice sont 


DR] = (im'|UIR]Iim) (10.25) 


Les matrices DO) sont appelées matrices de rotation, ou matrices de Wigner. 
Examinons la transformation par rotation d’un état |jm) qui donne le vecteur 


lim})r 
|jmyr = UIR] |jm) = X ljm {jm | UTR] |jm) 


où l’on a remarqué que dans la relation de fermeture 


D m'w] =1 


J'y 


seuls les termes j = j’ contribuent. On peut donc écrire 


ljmr = SDS, (RIlim') (10.26) 


m’ 


Rappelons les propriétés de groupe des opérateurs U[R] : dans le cas d’une 
représentation vectorielle (8.12) 


U[Ra]U Ra] = U[R2Rı] (10.27) 
et dans celui d’une représentation spinorielle (8.13) 
U[R2]U [R1] = HU [RR] (10.28) 


Nous montrerons à la fin de ce paragraphe que (10.27) correspond au cas d’un 
moment angulaire entier et (10.28) à celui d’un moment angulaire demi-entier. 
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FIG. 10.1 — Rotation R(8, 6) amenant l’axe Oz sur ñ. 


À la propriété de groupe pour les opérateurs U correspond une propriété 
analogue pour les matrices de rotation 
G , 
DD Real = + Y DL [RAD [Ra] 
m” 
Revenons à l’étude de la rotation qui amène l’axe Oz dans la direction À 
d'angles polaire et azimutal (8, ġ) 


ñz = sin 0 cos o ñy = sin ĝ sin ġ À = cos 0 (10.29) 


Nous allons choisir par convention la rotation suivante : R, noté R(0,¢), 
sera le produit d’une première rotation d’angle 8 autour de Oy suivie d’une 
rotation de à autour de Oz (figure 10.1). 


[R(E, 6) = R.(6)RA(6)] (10.30) 


Compte tenu de (10.30) et de la loi de groupe, l'opérateur de rotation 
UTÏR(8, &)] est donné en fonction des générateurs infinitésimaux J, et J; par 


UIR(E, 4)] = e "7e (10.31) 


et ses éléments de matrice dans une base |jm) par 


DIRO, p) = (gm le € jm) (10.32) 


Cette équation se simplifie en 


D? (RE, SN = Da (8,6) = e "8 (jm'le lim) (10.33) 
= ee q0) (0) (10.34) 
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Nous avons défini la matrice d@)(4) par 


d) n (0) = (jm le 10% | ÿm) (10.35) 
Les matrices d}? vérifient une propriété de groupe déduite de celle des matrices 
DO) 
2, (82 + 01) =Y dÈ nr (02)d 0), (61) 


m” 


Il n’y pas de signe + dans cette équation car l’angle de rotation peut être 
supérieur à 27. 

Nous avons déjà mentionné l’arbitraire dans le choix de la rotation (6, 6) : 
nous aurions pu effectuer une première rotation d’un angle # autour de Oz 
sans modifier l’axe À final. Le nouvel opérateur de rotation serait 


UIR] = UIR(E, g)e ~ 


et le résultat (10.26) serait modifié par le facteur de phase exp(—im). La 
définition la plus générale des matrices de rotation fait intervenir trois angles, 
appelés angles d'Euler, (9,0,%), et notre convention correspond au choix 
d'angles d’Euler? (9,8, 0). 

Dans la base |jm), iJ, est représenté par une matrice réelle, car 
d’après (10.23) les éléments de matrice de J4} et de J_ sont réels et 


i 
Jy = 3 (+ d-) 
La matrice exp(—i0J,,) est aussi une matrice réelle et la propriété de groupe 
UTIR] = UTHR] = VIRT] 


se traduit par 
[ao] Š [a-e] 


ce qui donne pour les éléments de matrice 


d®?) „(0) = a8? (—0) (10.36) 


Il existe une autre propriété de symétrie (exercice 10.4.12) 


[aE m0) = (y d (8)| (10.37) 


2. La notation habituelle pour les matrices de rotation est 


DG)(6,@) — DU)($,0,4 = 0) 
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Enfin, on peut montrer que les matrices DU) forment une représentation dite 
irréductible du groupe des rotations, c’est-à-dire que tout vecteur de E(f) 
peut être obtenu à partir d’un vecteur arbitraire de cet espace par application 
d’une matrice de rotation DO), et que toute matrice commutant avec toutes 
les matrices DÜ) est multiple de la matrice identité. 

Le test pour la présence du facteur + dans (10.28) est donné par l’examen 
des rotations de 27 : ce facteur apparaît lorsqu'une rotation de 2r est 
représentée par l'opérateur —7 dans l’espace €(j). Examinons une rotation 
de 2r autour de l’axe Oz 
e AT Smm = Omm j entier 


= 67 7 Smm = —0mim j demi — entier 


(ÿm'IU[R:(27)||ÿm) 


Comme le choix de l’axe Oz est arbitraire, l'opérateur de rotation d’angle 2r 
vaut I pour j entier et —7 pour j demi-entier. En revanche les opérateurs de 
rotation d'angle 4r sont égaux à 7 pour toute valeur de j. Examinons deux 
rotations successives d’angles 01 et 82 autour d’un axe À, avec 


6 +892 =0+2rn 0<8<97 nentier > 0 
Des équations 
e-i(@i+82) JA — e iTA) e zinn Tà) — eiO Th) j entier 
= (=1)” e8 A) j demi-entier 


on déduit que (10.27) est valable pour j entier et (10.28) pour j demi-entier. 
En d’autres termes, à toute rotation R correspondent deux opérateurs de 
rotation de signe opposé pour j demi-entier, et un seul pour j entier. 

Dans le cas du spin 1/2, vérifions que nous retrouvons bien la matrice 
DU/2)(0,¢) déjà calculée au chapitre 3. La matrice d(1/2)(8) vaut, d’après 
l'exercice 3.3.6 


0 (z 
d/2)(@) = exp(—i00,/2) = cos 2 Î—io,sin 3 


ou sous forme explicite 


a/2 rp _ ( cos0/2 —sin0/2 
Pre ee cos 0/2 (10.38) 


les lignes et les colonnes étant rangées dans l’ordre m = 1/2,-1/2 ; 
l'équation (10.33) donne alors la matrice DO) (0, $) 


—i¢/2 8/2 —e-i%/2 sj 0/2 
(1/2 = Oe cos0/2 —e Se 
D meg= | eŸ/2sin8/2  eif/?cos8/2 


en accord avec (3.58). 
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La matrice de rotation d) (0) d'un moment angulaire un s'obtient à 
partir de l’expression (10.24) des générateurs infinitésimaux pour le moment 
angulaire un, les lignes et les colonnes étant rangées dans l’ordre m = 1,0, —-1 
(exercice 10.7.4) 


3( + cos À) = 3 sin 3 — cos 0) 
a) (0) = F5 sin Le eu sin (10.39) 


L(1 — cos8) 5 sing À(1+ cos6) 
On vérifie que les matrices d(/2) et qd) obéissent aux propriétés de 
symétrie (10.36) et (10.37). 


10.3 Moment angulaire orbital 


10.3.1 Opérateur moment angulaire orbital 


Considérons une particule dont la fonction d’onde est (7) et faisons-lui 
subir une rotation ÀR,($) d'angle autour de Oz ; soit r’ = RF le vecteur 
transformé du vecteur ř dans cette rotation 

x! = xcos Ÿ — ysin ġ 
y = xsin @ + y cos D 

oz 
La valeur de la fonction d’onde #’(f) de l’état transformé au point F’ doit 
être identique à celle de la fonction d’onde initiale au point r 


AE 7) 
ou encore 
Y (F) = Y (RF) (10.40) 


Cette loi de transformation serait correcte pour un champ (scalaire) classique, 
mais les fonctions d’onde Y(R-IF) et p'(T) pourraient différer a priori par 
un facteur de phase Y’ (F) = ep (RTF) (voir la discussion suivant (9.17)). 
En toute rigueur nous savons seulement que |Y (F')| = |#(r)| et nous devons 
montrer que le facteur de phase éventuel est absent. Le vecteur U(R)|r) 
représente physiquement un état propre de l'opérateur position Ř, obtenu 
à partir de l'état propre |F} de À par une rotation U(R). Vérifions-le 


explicitement en utilisant le fait que À est un opérateur vectoriel dont les 
composantes Xx se transforment suivant (8.33) 


Xk[U(R)IF)] = U(R)U TT (R)XEU(R)F) 


= U(R) (£ Rux) IF) = U(R) (Erua) IF) 
l l 
= (RF) [U(R)IF)] 
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ce qui montre que l’on peut définir le vecteur d'état |RT}, c'est-à-dire fixer sa 
phase, par 
IRT) =U(R)|r) (10.41) 


Si |W’) est le transformé par U(R) de |) : |Y} = U(R)|Y}, alors 
WF) = (FI) = (FIU RIY) = (UHR) (D) 
= (UT (RFID) = (RFID) = YRF) 


ce qui démontre (10.40). À première vue l'argument R! dans (10.40) qui 
s'écrit aussi 


[U (RIF) = Y(R) 


peut surprendre, mais nous avons déjà rencontré une situation analogue pour 
les translations dans l’équation (9.15), écrite ci-dessous dans le cas de la 
dimension 3 avec À = 1 


[Fr] 9 = yra) 
alors que? . 
eP F) = r+) 


La transformée par translation de & de la fonction #(7) est bien y(F — &) et 
non y(r +g) ! Si l’angle de rotation ġ devient infinitésimal pour une rotation 
autour de Oz 

UIR.(9)] CS Mn igJ, 


et d’après (10.40) 


[U —igJ.)#](r) = vx + yg, -zo +y,z) 


= Y(F) — iġ(X P; — Y Pe)b 
d’où 
LZ41(7) = (XP, ~ Y PYF) = (È x P) = (L:#)(N (10.42) 


L'opérateur moment angulaire de la particule décrite par une fonction d’onde 
Y(T) est appelé moment angulaire orbital (car associé au mouvement d’une 
particule sur une orbite dans l’espace), et il est en général noté L 


L=RxP (10.43) 


3. On remarquera que cette équation fixe la phase du vecteur |r+&} relativement à celle 
de |7}, de même que (10.41) fixe la phase de |RF) relativement à celle de |r'). 
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Č a été construit comme générateur infinitésimal de rotations et vérifie 
nécessairement les relations de commutation d’un moment angulaire (10.1) 
u (10.2) 


LL, Lx] = D eje Li (10.44) 
l 


On peut vérifier ces relations par un calcul explicite utilisant les relations de 
commutation canoniques (8.45) : exercice 10.7.5. On note |im) les vecteurs 
propres de L? et de L, 


L?|im) = (L+ 1)|im) (10.45) 
L,llm) = milm) (10.46) 


Ces équations peuvent être transformées en équations différentielles, si l’on 
écrit les opérateurs L; sous forme d'opérateurs différentiels agissant dans 
L@(RS). Le calcul est laborieux si l’on effectue le changement de variables 
(x,y,z) — (r,0, p) mais il se simplifie si l’on utilise la propriété des L; d’être 
les générateurs infinitésimaux des rotations. Le cas de L, est particulièrement 
simple : considérant # comme fonction de (r,0, 6), nous avons 


(eiat: y) = #(r,8,6 — a) 
et en prenant a infinitésimal 
at 
“a$ 


soit La% = —i(0#/06@). Le calcul de Ly et Ly prend quelques lignes de plus, 
car dans une rotation autour de Ox ou autour de Oy les angles 0 et @ varient 
tous les deux ; on trouve (exercice 10.7.5) 


(H — iaL,]#) (r, 8,6) = y(r, 0, ġ) — 


L, = -i5 (10.47) 
Ly = ieti (cot 5 tig) (10.48) 
Po 1 ð ð 1 8 

aS (5% ET) [sine alt sin? 6 0? (4043) 


Les opérateurs L; dépendent seulement des angles, et non de r, d’où la 
dénomination moment angulaire. Les fonctions propres de L? et de L, ne 
dépendent que des angles 8 et ġ ou, de façon équivalente, de f. Ces fonctions 
propres sont appelées harmoniques sphériques 


(0,4) = Yi" (P) = (fllm) (10.50) 
Les équations (10.45) et (10.46) deviennent 


( 
LYC) = (FIL? lm) =+ VE) (10.51) 
[LY] (P) = (ê |Lzlim) = my) (10.52) 
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tandis que (10.15) s’écrit 
La MIE) = (ê Lalim) = [I+ 1) — mm +1) PET (F) 
L'équation (10.52) devient, compte tenu de (10.47) 


ð 
[L:Y;”](0, d) = ET Y” (0, ¢) = mY; (0, 4) 
ce qui implique f 
Yi" (0, p) = e™? fr" (6) (10.53) 


La loi de tranformation (10.40) montre que dans une rotation de 27 la fonction 
d’onde est inchangée et qu’il ne s’introduit donc aucun signe (—) dans une telle 
rotation. Ceci implique que les moments angulaires orbitaux sont toujours 
entiers. 


FIG. 10.2 — Rotateur sphérique. 


Une application simple et importante est le rotateur sphérique 
considérons une molécule diatomique en rotation autour de son centre de 
masse pris comme origine des coordonnées (figure 10.2 et exercice 1.6.1). Son 
moment d'inertie est T = urĝ, où p est la masse réduite et ro la distance entre 
les noyaux {la contribution des électrons est négligeable). Si w est la vitesse 
angulaire de rotation, le hamiltonien classique Hea est 


1 1 (lw)? P? 
Ha = = lu? =- = — 
QE se 
où l = Iw est le moment angulaire. La version quantique du hamiltonien est 
L? 
H = — 
2I 
et les valeurs de l’énergie sont 
(+1 
E = IE (10.54) 


21 
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j=4 
4 
j=3 
3 
j=2 
2 
j=1 
1 
j=0 


Fic. 10.3 — Spectre du rotateur sphérique. Le niveau j est séparé du niveau (j — 1) 
par j/I, ou K?j/I si l'on rétablit A. 


Les fonctions propres sont les Y,” (0,ġ), où les angles 0 et ọ donnent 
l'orientation de la droite joignant les deux noyaux : Y” (0, ¢) est l'amplitude 
pour trouver cette droite orientée suivant la direction (0, ). Le spectre des 
niveaux de rotation est donné dans la figure 10.3, et il reproduit bien les 
données expérimentales sur les spectres des molécules diatomiques. 


10.3.2 Propriétés des harmoniques sphériques 


Nous allons maintenant résumer les principales propriétés des harmoniques 
sphériques, celles qui sont les plus souvent utilisées. 


1. Base sur la sphère unité. Les harmoniques sphériques forment une base 
orthonormée pour les fonctions de carré sommable sur la sphère unité F? = 1 


I sin 4 d0 do [y (6, 6)" Y7” (6, ¢) = | dE (8, 6)" Yi” (0, 6) = SriSm'm 
(10.55) 
On utilise fréquemment la notation angle solide : ( = (8,6) et 


dQ = sin 0 d8 dọ = d?f (10.56) 


Si une fonction f(8,$) est de carré sommable sur la sphère unité, on peut 
écrire un développement analogue à un développement de Fourier 


FO, G) = X cm" (6,6) 
sis (10.57) 
Cm = f d0 "(8,6)" (6,6) 
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2. Relation avec les polynômes de Legendre. Une définition possible des 
polynômes de Legendre P (u) est 


1 q 


PU) = 3 qui 


— (u? 1) (10.58) 
Pi(u) est un polynôme de degré {, de parité (—1)/ 
Pi(—u) = (-1) Pi(u) 


Les polynômes de Legendre forment un système complet de polynômes 
orthogonaux dans l'intervalle [-1,+1]. Les premiers polynômes de 
Legendre sont 

Po(u) = 1 Pı (u) =u P (u) = Te u? i 1) (10.59) 
Les fonctions de Legendre associées P” (u) sont définies par 

d”? 

PP (u) = (1- uw)? P(u) PP (u) = Pilu) (10.60) 

et on montre que les harmoniques sphériques sont reliés aux Pj” par 


(8,6) = (-1)" no TE 


1/2 
| P(cos8)ei"? : m > 0 
(10.61) 
(8,9) = (—-1)71r, (6, #)}* : m<D0 


D'après (10.53), : est indépendant de et est proportionnel à P; (cos 0) 


YP, p) = y Z Pi(cos6) (10.62) 


Comme cas particuliers, écrivons Y” pour l =0etl=1 


l=1 Y=- y> cosð = > fo (10.63) 
3, 


À un facteur de normalisation ,/3/47 près, les Y?” ne sont pas autre chose 
que les composantes sphériques du vecteur unitaire f 


f = (sinf cos @, sin 8 sin ¢, cos 8) 
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FIG. 10.4 — Configuration des angles dans (10.67). 


E |3 frtif I a 
Yp = In Y EF Tn a~ 4x T1 (10.64) 


Ces formules justifient les conventions de phase utilisées pour les polarisations 
droite et gauche dans (3.11). 


3. Transformation par rotation. En multipliant à gauche la relation (10.26) 
écrite pour j = L par le bra (f| on obtient 


m m 


PARTAS DO RIT) (10.65) 


On peut montrer également (exercice 10.7.6) une relation entre harmoniques 
sphériques et matrices de rotation 


DOG) = Ya 1" (0, 6)" (10.66) 


On déduit de ces deux équations le théorème d’addition des harmoniques 
sphériques. En effet, prenant f suivant la direction d’angles polaires (œ, 8), 
soit R la rotation d'angles (8,4) amenant ĉ sur À, et © langle entre f et la 
direction définie par les angles (0,9) (figure 10.4) 


cos © = cos a cos 0 + sin asin 8 cos(B — d) 


L'angle O entre R-!F et l’axe des z est le même que l’angle entre À et f. Il 
suffit alors de faire m = 0 dans (10.65) pour obtenir 


L 


D YO, oN Y (a, 8) (10.67) 


m=—l 


P(cos ©) = mi 


21+1 


Parité des harmoniques sphériques. L’opérateur parité II défini au § 8.3.3 agit 
sur une fonction d’onde #(7) suivant 


Hyl) = yF) (10.68) 
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IT commute avec le moment angulaire orbital È, et plus généralement avec 
J. En effet, la matrice représentative de l'opérateur parité dans l’espace à 
trois dimensions R? est la matrice —I, qui commute avec toute matrice de 
rotation R, d’où 


[U(R), I = 0 = [J,11] = 0 et [Em] = 0 (10.69) 
Ceci implique les équations 
Eny = OL?Y” =1(+1)1Y 
LHY = HL, Y” = mI Y?” 
qui montrent que I Y;™ est proportionnel à Yp” 
IY,” = a(l, m)Y;” 


Y;™ est donc fonction propre de I et comme I? = T, œ(l, m) = +1. Montrons 
l 

que a(l, m) est en fait indépendant de m en utilisant le fait que L} commute 

avec IT 


Il 


a(l, m)L4Y = a(l,m){l(t + 1) — m(m+1)]/2yr#1 
ILLY = [L(+ 1) - m(m+1)/21 "#1 
= [I(l +1) = mm +1)]/2 all, m + Yt! 


LIY” 


ce qui entraîne que a(l, m + 1) = a(l, m) : a(l, m) est indépendant de m et 
EY) = a) = Y-F) 
La transformation f — —f correspond à 
0—7r—-06 —p+r (10.70) 


Si m = 0, Y? x Pi(cos@) ; d’après (10.62) et compte tenu de P(—u) = 
(—1)!P(u) on trouve a(l) = (—1)! et 


[V7 (, 6) = CNY- 8,9 +7) où YA = CDA] a071) 


10.4 Particule dans un potentiel central 


10.4.1 Équation d’onde radiale 


Nous allons utiliser les résultats précédents pour montrer que l’équation de 
Schrödinger à trois dimensions, qui est une équation aux dérivées partielles, 
se ramène à une équation différentielle ordinaire lorsque le potentiel est un 
potentiel central, c’est-à-dire un potentiel invariant par rotation 


V(F) =V(F) = V(r) 
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Dans ce cas, comme l'énergie cinétique est un opérateur scalaire, le 
hamiltonien total pour une particule de masse M 


> 


2 


P 
H= > + VC) (10.72) 


est invariant par rotation : [H, J = 0. Dans notre problème, seul intervient 
le moment angulaire orbital, puisque les seuls opérateurs dont nous disposons 
sont P et R 


[H,Ī]=0 ou [H, La] = [H, Ly] = H, L] = 0 (10.73) 


Dans l’espace AS (R$), l'opérateur énergie cinétique est proportionnel au 
laplacien V? 


P? = (iv) = 
_1 8? l 1 à ð 1 8? 
-ipata msaa) aae) O 


en écrivant le laplacien en cordonnées polaires. Comparont avec (10.49), on 
reconnaît dans la partie angulaire du laplacien l'opérateur L? 


V? =- r- L? (10.75) 


Cette équation confirme la relation de commutation [Ħ, E] = 0, puisque 
[E2 D] = 0 et que la partie radiale du laplacien, qui ne dépend pas 
des angles, commute manifestement avec Č. Nous pouvons donc écrire le 
hamiltonien (10.72) 


1 1 æ 


Her où r+ 


L?+V(r) (10.76) 


Compte tenu de leurs relations de commutation, nous savons qu’il est possible 
de diagonaliser simultanément H, L?et L,. Soit Vim(r) une fonction propre 
commune à ces trois opérateurs. Comme il n’existe qu’un seul harmonique 
sphérique (l, m), si 


Lim I(l + 1)Dim et Lim = MÉ M 


alors ım doit être proportionnel à Y,” 


Var, 0,9) = AYO, d) = MO v (0,6) (10.77) 


4. Nous anticipons sur le fait, prouvé quelques lignes plus bas, que f; ne dépend pas 
de m. 
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Il est commode de factoriser 1/r : u(r) est la fonction d'onde radiale. 
Examinons l’action de H sur Yim 


Z u(r 
Hml 0 d = [572 uo (LE vo) MO vreo 


L’équation aux valeurs propres 
H Pim = Er Ÿim 


devient 


| dd: (l+1) 


3M d2 où * ve] u(r) = Eru(r) (10.78) 


La fonction d’onde radiale et l'énergie sont affectées uniquement d’un indice 
L, et non m, car elles sont indépendantes de m d’après (10.78). Chaque valeur 
de l’énergie aura donc — au moins — une dégénérescence (2l + 1). Ceci aurait 
pu être prévu à partir de la relation de commutation [H, L4] = 0: si 


Him = ErmVim; 


en utilisant un raisonnement analogue à celui qui nous a permis de montrer 
que a(l, m) est indépendant de m, on déduit que Em est indépendant de 
m (exercice 10.7.7). Pour chaque valeur du moment angulaire l, ou pour 
chaque onde partielle l, nous avons réduit l'équation de Schrödinger à une 
équation différentielle ordinaire dans la seule variable r. Suivant une tradition 
historique, les ondes partielles sont étiquetées s, p, d, f,g,h,... 


l=0: ondes; Î=1:ondep; {=2: onde d; {= 3 : onde f 


et ensuite par ordre alphabétique : { = 4 : onde g, etc. Dans chaque onde 
partielle, équation (10.78) montre que le potentiel V(r} doit être remplacé 
par un potentiel effectif Vi(r) (figure 10.5) 


it +1) 
2Mr?2 


Le terme (l + 1)/(2Mr?) est appelé terme de barrière centrifuge. Ce terme 
est aussi présent en mécanique classique, où l’énergie peut s'écrire 


Wir) = V(r) + (10.79) 


1 1 
E=; ME? +V(r)= > M(v? + w?r?) + V(r) 


v, est la vitesse radiale et w la vitesse angulaire. Comme? ! = Mur? et que T 
est constant dans le cas d’une force centrale 
pa mep et 
= = Mv + — r) = = Mu 
2 "2Mr? Un 0 


5. Suivant notre convention habituelle, les lettres minuscules désignent des quantités 
classiques (nombres), ou des nombres quantiques. 
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FIG. 10.5 — Potentiel effectif. Les lignes en trait plein représentent les potentiels 
V(r) et la barrière centrifuge I(l + 1)/(2mr?) et les tirets leur somme, le potentiel 
effectif Vi(r) dans londe partielle de moment angulaire ł. 


Le terme {?/(2Mr?) correspond à la force centrifuge 


df Ê 12 x 
-$ (ara) = pe = Mo’r 


Ce terme tend à éloigner la particule du centre de force et correspond à un 
potentiel répulsif. En mécanique quantique, on remplacera pour chaque valeur 
de } l'opérateur Č? par sa valeur propre {(1+1), et au potentiel V(r) s’ajoutera 
un potentiel répulsif I(l + 1)/(2Mr?). 

Toutes les fonctions #1 (7) de type (10.77) avec u(r) solution de (10.78) ne 
sont pas acceptables physiquement. En effet, si la fonction Yim (T) représente 
un état lié, elle doit obéir à la condition de normalisation 


| d?r [Bon (P)? = 1 (10.80) 


Si Yim(T) représente un état de diffusion, un comportement à l'infini en onde 
plane +exp{ikr)/r est acceptable (cf. (10.81)). Dans le cas d’un état lié, 
l'équation (10.78) possède en général à / fixé plusieurs solutions : en effet, cette 
équation est identique à celle d’un problème unidimensionnel dans l'intervalle 
[0, +co|, car 0 < r < œ, le potentiel effectif étant le potentiel V; (r) (10.79). La 
fonction d’onde radiale et l’énergie sont étiquetées par un nombre quantique 
supplémentaire n’ : n’ = 0,1,2,... La fonction d'onde et l'énergie seront 
notées Un(r) et Eni. Si le potentiel V (r) est suffisamment régulier, on montre 
que n’ est égal au nombre de zéros, aussi appelé nombre de nœuds, de la 
fonction d'onde radiale u(r) (cf. § 9.3.3). Le nombre quantique n’ classe 
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les valeurs de l'énergie par ordre croissant 
P 
ni > ns > Er > Et 


Nous verrons au chapitre 12 que les fonctions d'onde des états de diffusion 
sont étiquetées par le vecteur d’onde k 


e Hikr 


r — 00 : pgr) © ere f(8, 6) (10.81) 


F 
Il est possible d’analyser le comportement des fonctions d’onde w,14(r) pour 
r — 0. En effet, dans tous les cas d’intérêt physique, le terme de barrière 
centrifuge est le plus singulier lorsque r —> 0 et il contrôle le comportement 
de ur) dans cette limite. Si l’on suppose un comportement en loi de 
puissances 

r—0 : w(r)xr* 


et que l’on reporte dans (10.78), on obtient pour les deux termes les plus 
singuliers en r7? 


(l F 1) r22 


2M A 


= — a(a — 1)r%2 + 
ce qui implique 
a(aæ—1}={(t+1) 
soit œ = |+ 1 ou œa = —l. La seconde valeur est exclue car l'intégrale 
dans (10.80) divergerait à l’origine, sauf si l = 0. Cependant, pour ! = 0, 
une solution up(r) este, soit (7) x 1/r, bien que normalisable, n’est pas 
acceptable car elle ne peut pas être solution de l’équation de Schrödinger ; en 
effet 1 
V?- = —Amô(r) 
r 


En résumé, le comportement des fonctions d'onde radiales pour r — 0 est 


r 0 : u(r) ært! (10.82) 


La fonction d’onde radiale s’annule à l’origine. Ceci peut se comprendre 
intuitivement : comme 0 < r < œ, tout se passe comme s'il y avait une 
barrière de potentiel infinie à r = 0, et nous savons que dans ce cas (voir 
§ 9.3.2) la fonction d’onde doit s’annuler. Toutefois, les solutions en r ! 
peuvent être utiles dans la résolution de l'équation de Schrödinger lorsque 
l’on se trouve dans une région où r est strictement positif. 

L'exemple de l’atome d’hydrogène, étudié dans la sous-section suivante, 
conduit à redéfinir le nombre quantique radial 


n'—n=n +l+1 (10.83) 


6. La loi de puissances donnant le comportement à l’origine ne dépend pas du nombre 
quantique n’ ou de k, et nous supprimons la dépendance en n’ ou en k. 
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10.4.2 Atome d’hydrogène 


Les résultats de la sous-section précédente permettent d’aborder le calcul 
des niveaux d'énergie et des fonctions d'onde de l’atome d’hydrogène, un 
des quelques problèmes physiques pour lesquels on dispose d’une solution 
analytique. La masse M dans (10.78) est la masse de l’électron me, ou plus 
exactement la masse réduite u (exercice 8.5.6) 


MeMp 

= —— — xm 10.84 

H Me + Mp e ( ) 

où Mp est la masse du proton. Nous conserverons néanmoins Me dans les 

équations, afin de souligner l’ordre de grandeur (à 0.1 % près !) de la masse 

pertinente dans ce problème. Le potentiel V(r) est le potentiel coulombien 
attractif entre l’électron et le proton 


2 2 
de e 
V(r)= = 10.85 
(r) 4TEoT r ( ) 


et l'équation (10.78) devient 


1 d? +1) e 
2e 42 = À | unr) = Enr un(r) (10.86) 
e e 


Il est toujours conseillé en physique de rendre les équations adimensionnelles 
par des changements de variables appropriés. Dans le présent problème, 
l'unité de longueur naturelle est le rayon de Bohr (1.34) ao = 1/(mee?) et 
l'unité d'énergie le Rydberg (1.35) R = e?/(2ao) = meet /27. Ceci suggère 
de définir les quantités sans dimensions x et Eni 

2 En 2 2a0 Eni 


r 
gz = — = mefr Enl = —=— = 


= T : (10.87) 


Dans la suite du calcul, nous nous limitons aux états liés pour lesquels En, < 0 
et donc € > 0, ce qui explique le choix du signe moins. Définissant également 


Uni(T) = Uni (T) = unm (aox) 


nous obtenons après simplification par (2m.aÿ) ! 


d? (+1) 2 h 
hits r Vn (T) = —Ent Vu (T) (10.88) 


Nous nous contenterons de déterminer la solution dans le cas ! = 0, c’est-à-dire 
dans londe s, en renvoyant le cas général à l'exercice 10.7.9. Afin d’alléger 
les notations, nous posons 


Uno(x) = v(x) Eno =E 


7. Rappelons que nous avons choisi un système d'unités où À = 1 : si l’on rétablit À, 
ao = R? / (mee?) et Roo = meet /(2R2). 
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et (10.88) devient 
d’v(x) 2 
———={e--}v 
dx? T (æ) 
D'après la sous-section précédente, nous savons que v(x) x x pour x — 0. 
Cherchons le comportement dominant pour x — œ en négligeant le terme en 
2/x. Nous avons alors 
v(x) ~ exp(+VE x) 
Le comportement en exp(4/€ x) est inacceptable car la fonction d’onde 
ne serait pas normalisable, en raison de la divergence exponentielle. 
Le seul comportement possible est en exp(—4Æ x). Afin d'intégrer 


l'information contenue dans le comportement à linfini, définissons une 
nouvelle fonction f(x) par 


v(x) =e% f(x) o =e 

Ce changement de fonction transforme l'équation différentielle pour v(x) en 
da? f 7 df 

dz? “dr 


Cherchons pour f(x) un développement en puissances de x, sachant que 
f(z) x x pour z — 0 


2 
+=f=0 (10.89) 


Go 
f(z)= Sas} (10.90) 
k=1 
L’équation (10.89) détermine une relation de récurrence sur les coefficients ag 
OO oO SO 
5D k(k — 1)agx* 22 2a X kaps" 142 X agg =0 
k=1 k=1 k=1 


En remarquant que pour k = 1 le premier terme de l’équation précédente 
s’annule et en réétiquetant k 


XO [klk + ljas — 2(ak — 1ax]2* 7! = 0 (10.91) 
k=1 
L'annulation du coefficient de x*-! donne une relation entre ax41 et ap 


_ 2(ak—1) 


Si l’on fixe arbitrairement a, tous les a; se déduisent de a1. Pour k > 1 la 
relation de récurrence est approximativement 


2a (2a)* 
AR X —— ak > ak © 
k+1 © EU © k El 


8. En fait ce comportement n’est déterminé qu'à un polynôme multiplicatif près. 
q p 


ai 
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et 


LL 2ax 
Dust ~ > az" ~ae 


Ce comportement entraîne pour æ — co 


v(x) + ee ar E aje?" 
qui rend la fonction d’onde non normalisable. La seule façon d'éviter la 
divergence exponentielle est que développement (10.90) s'arrête pour une 
valeur entière k = n, ce qui ne peut se produire que si an = 1. Les valeurs 
possibles de £ sont donc étiquetées par un entier n 


me 1 Re 
Te me (9a) 


L'exercice 10.7.9 montre que les énergies possibles pour l Æ 0 sont de la forme 


En = peie 


5 n=1+1, 1+2: (10.93) 


Les fonctions d’onde radiales v,9(x) pour n = 1 et 2 des états liés de l’atome 
d'hydrogène dans londe s, normalisées à un, sont données par 


vio(x) = 2e * (10.94) 
1 T 
E D eA —g/2 | 
v(x) 3 ( >) e (10.95) 
La fonction dďd’onde radiale de l’état n = 2, l = 1 (onde p) est 
va (T )= = z ze” 7/2 (10.96) 


En conclusion, nous avons obtenu le spectre de l'atome d’hydrogène 
(figure 10.6). On remarque que les niveaux sont dégénérés, sauf dans le cas 
n = 1. Pour une valeur donnée de n, toutes les valeurs de l comprises entre 
l= Q et l =n — 1 sont possibles, et la dégénérescence est 


n—i 


= (2+1)=n? 
1=0 


Cette dégénérescence est propre au potentiel coulombien. Le spectre de 
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ij E (eV) spectre continu 
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FIG. 10.6 — Spectre de l’atome d’hydrogène. 


Pélectron externe d’un alcalin est qualitativement semblable à celui de 
latome d’hydrogène (figure 10.7), mais il n’y a plus de dégénérescence. En 
mécanique classique, le potentiel coulombien présente aussi une particularité 
remarquable : il est le seul, avec le potentiel harmonique V(r) œ r?, pour 
lequel les trajectoires se referment sur elles-mêmes®. Dans les deux cas, cette 
propriété du mouvement classique, ainsi que les dégénérescences associées du 
problème quantique, ont pour origine une symétrie supplémentaire. Cette 
symétrie conduit à une loi de conservation supplémentaire, celle du vecteur 
de Lenz dans le cas coulombien. 


9. Les deux comportements peuvent être reliés : cf. Basdevant et Dalibard [2001], 
chapitre 11, exercice 3. 


348 Physique quantique 


fundamental 


—2 4 


principal 


5, 


F1G. 10.7 — Spectre de l’atome de sodium. 


10.5 Distributions angulaires 
des désintégrations 


10.5.1 Rotations de +, parité, réflexion 
par rapport à un plan 


Dans cette section, nous nous proposons d'étudier les désintégrations d’une 
particule C en deux particules A et B | 


C—A+B (10.97) 


Nous choisissons un référentiel d’inertie où la particule C est au repos ; 
les particules A et B partent donc avec des impulsions opposées p et -p 
respectivement. Les processus (10.97) comprennent les désintégrations (ou 
transitions) radiatives, avec émission d’un photon : un niveau excité A* d’un 
atome, d’une molécule ou d’un noyau atomique émet un photon y tandis que 
le système passe dans un niveau d'énergie inférieure À, qui peut être ou non 
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l’état fondamental 
A — A+ (10.98) 


Les états A* et À peuvent aussi correspondre à des particules différentes, 
comme par exemple dans la désintégration (exercice 10.7.17) 


oA +y (10.99) 


où les particules X° et A° sont des particules neutres formées d’un quark up, 
un quark down et un quark étrange. 

L’invariance par rotation du hamiltonien responsable de la désintégration 
entraîne la conservation du moment angulaire, ce qui conduit à des contraintes 
sur les amplitudes de désintégration et à des conséquences importantes sur la 
distribution angulaire des particules finales. Si le hamiltonien responsable de 
la désintégration est invariant par parité, ce qui est le cas pour les interactions 
électromagnétiques et fortes, mais non pour les interactions faibles, on 
obtiendra des contraintes supplémentaires. Il est commode d’introduire 
l'opérateur Y, produit d’une rotation de m autour de laxe Oy et de l'opération 
parité IT ($ 8.3.3) 


Y=e ir Y =Y I = e7" I = Ie (10.100) 


Cette opération n’est autre qu’une réflexion par rapport au plan rOz : Yy est 
l'opérateur de réflexion par rapport à ce plan. Etudions tout d’abord l’action 
de Y. Cet opérateur transforme Jy en —Jz, Jz en —J, et laisse Jy inchangé 


YTIJ,Y = —J, VLAV = -J+ (10.101) 
Examinons l’action de Y sur un état |jm) 
JY ljm}) = -YJ.\jm) = -m(Y|im}) 
L'état |jm) est donc égal à |j, —m) à un facteur de phase près 
Ylim) = ei) |j, -m) 


car Y est unitaire et conserve la norme. Ce résultat n’est pas surprenant car 
l’action de Y équivaut à renverser la direction de laxe de quantification du 
moment angulaire. Suivant une stratégie déjà mise en œuvre dans le cas de 
la parité, on utilise l’action de J4 pour relier a(j,m) à a(j,m +1) 


JY ljm) = e20 J lj, -m = VIG + D — mm — 1) e20 |j, =m + 1) 
= -YJ-|jm) = -viU +1) -m(m- 1) Y|ÿm — 1) 
= -Vilj +1) -m(m-— 1) em) |; -m +1) 


soit 
eisGm-1) — etUm) 
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Comme Y est une rotation de +, Y? est une rotation de 2r, Y? = (—1)2 et 
Y?|jm) = eG eiam jm) = e #80) (1) jm) = (1) ljm) 
d’où les deux solutions possibles 
eim) 2 (1) ou em) 2 (jtm 


Les deux solutions sont identiques pour j entier, et pour j = 1/2 on vérifie 
sur (10.38) que la première solution est la bonne ; on peut montrer que c’est 
aussi le cas pour tout j demi-entier. En fin de compte 


Y\ÿm) = (175, -m) Y= jm) = (—1)5%|j,-m)| (10.102) 


10.5.2 Transitions dipolaires 


Nous examinons dans cette sous-section les transitions radiatives du 
type (10.98). Revenons tout d’abord sur la description de la polarisation 
d’un photon que nous avions étudiée au chapitre 3, en la replaçant dans le 
cadre général du moment angulaire. Nous avions déterminé le générateur 
infinitésimal des rotations de la polarisation lorsque la rotation se faisait 
autour de la direction de propagation, prise comme axe Oz. Dans la base 
des états de polarisation linéaire |z} et |y}, ce générateur infinitésimal est 


donné par (3.26) 
0 —i 


En effet nous avons vu en (3.29) que exp(—i0£,) effectue une rotation 
d'angle 0 de la polarisation dans le plan zOy, et on peut identifier X, et 
la composante z du moment angulaire du photon : X, = Jz. D’action de 
l'opérateur exp(—i0%,) sur les états de polarisation circulaire droite |D} et 
gauche |G} (3.11) est d’après (3.27) 


exp(—i85,)|D) = e~? |D) exp(—i85,)|G) = eî? |G) 


ce qui prouve que les états |D} et |G} ont des nombres quantiques magnétiques 
m = let m = —1 respectivement!?. Par ailleurs la description du champ 
électromagnétique par un potentiel vecteur montre que le photon a un 
caractère vectoriel, et donc un spin 1, ce qui permet l'identification de |D} et 
|G} avec des états |jm) (figure 10.8) 


ID) = |j = 1,m = 1) = |11) IG} = |j = 1,m = —1) = |1, —1) (10.103) 


l'axe de quantification Oz du moment angulaire étant pris le long de la 
direction de propagation du photon. La valeur de m est appelée l’hélicité 


10. Un argument équivalent consiste à remarquer que Z.|D} = |D) et que 5,|G) = —|G). 
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FIG. 10.8 — (a) Polarisation circulaire droite (b) Polarisation circulaire gauche. 


du photon : m = +1 correspond à une hélicité positive, m = —1 à une 
hélicité négative. Comme à un moment angulaire 1 correspondent trois valeurs 
possibles du nombre quantique magnétique, m = +1, m = 0, m = —1, on 


peut se demander ce que devient la valeur m = 0 dans le cas du photon. 
Une analyse générale due à Wigner montre que pour une particule de masse 
nulle et de spin j, les seules valeurs propres permises de J, sont m = j 
et m = —j, laxe Oz étant pris le long de la direction de propagation de 
la particule. Lorsque la parité n’est pas une symétrie du hamiltonien, les 
deux valeurs possibles sont indépendantes : si le neutrino avait une masse 
nulle! !, le neutrino, particule de spin j = 1/2, aurait toujours m = —1/2, et 
l’antineutrino, particule différente, m = +1/2. Les interactions du photon, 
qui sont les interactions électromagnétiques, conservent la parité, ce qui fait 
que la même particule peut avoir m = 1 et m = —1. 

Il reste à vérifier que la définition (10.103) correspond bien à une base 
standard du moment angulaire. Nous allons utiliser l'opérateur Y = 
exp(—irJ,) qui change la direction de propagation du photon. Son action 
sur les états de polarisation linéaire est (figure 10.9) 


Yix) = x) Yly) = |y) 
On en déduit l’action sur les états de polarisation circulaire |D} et |G) (3.11) 


-1 f 1 à 

yip) =y [EE (tr) +i))] = (0 ii) —1@ aoo) 
La phase relative des états |D} et |G) correspond bien à celle d’une base 
standard puisque d’après (10.102) 


YID) =Y|1,1) =(-1)" "11 —1) = |G} 
Le choix (3.11) est aussi confirmé par le fait que |D} et |G} sont donnés par les 
mêmes combinaisons que composantes sphériques f1, f—1 et fo (10.64) de f. 


11. Ce qui a longtemps semblé probable, mais apparemment n’est pas le cas : 
exercice 4.3.6 et la note 4 du chapitre 1. 
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ly) -jæ}) 


FIG. 10.9 — Action de Y sur les états de polarisation linéaire. 


Appelons ÿ l'impulsion du photon, que nous choisissons comme axe Oz, 
soit |jm) l’état de moment angulaire de A* — on dit souvent que l’état excité 
a un spin j —, |j/m’) l’état de moment angulaire du niveau final À, ou spin du 
niveau final À, et |[1u) celui du photon. En raison de l’invariance par rotation, 
le moment angulaire est conservé dans la transition 


J=-F+S+L 


où S est le spin du photon et L le moment angulaire orbital. Projetant cette 
équation sur Oz donne 
Mm=m+u+mM 


Il est facile de se convaincre que le nombre quantique magnétique du moment 
angulaire orbital est nul : my = 0. En effet, la fonction d’onde spatiale du 
photon est une onde plane 

eiT =Z eP? 
qui est invariante par rotation autour de Oz : la composante suivant Oz 


du moment angulaire orbital doit être nulle. On peut aussi remarquer que 
d’après (10.47) 


: Ô . 
L,e? = ji e? = 0 
e iz F e 
La conservation du moment angulaire suivant Oz donne donc 
photon droit final m=m +1 
photon gauche final m=m —1 (10.106) 
Si A et A* ont un spin nul (j = ÿ = 0), alors m = m’ = 0 et les 


équations (10.105) n’ont pas de solution : il n’y a pas de transition radiative 
à un seul photon j = 0 — j’ = 0, souvent appelée transition 0 — 0. Les 
transitions radiatives 0 — 0 ne sont possibles qu’avec l'émission d’au moins 
deux photons, et la probabilité d’une telle transition est défavorisée par une 
puissance de la constante de structure fine à œ 1/137. 

Un cas plus intéressant, et qui se présente souvent en pratique, est celui 
où j = 1 et j’ — 0. Si le photon est émis suivant Oz avec une hélicité y = +1, 
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deux cas sont possibles, compte tenu de 7’ = m’ = 0 


photon droit final m=1 u=1 (10.106) 
photon gauche final m=-—] u=-1 (10.107) 


Soit a l’amplitude de probabilité de (10.106), b celle de (10.107). Il faut 
bien comprendre qu’il s’agit de l'amplitude de probabilité d’une transition, 
analogue à celle calculée en (9.167), et non des amplitudes de probabilité 
telles qu’elles sont définies dans le postulat II du chapitre 4. Le module carré 
d’une amplitude de transition donne la probabilité de transition par unité 
de temps. Les amplitudes a et b peuvent être vues comme les éléments de 
matrice d’un opérateur T, appelé matrice de transition, calculable, au moins 
formellement, en fonction du hamiltonien et qui a les mêmes symétries que 
le hamiltonien. Anticipant sur ce qui va suivre, on définit un angle 0 qui 
est l’angle entre la direction d'émission prise dans le plan xOz du photon et 
l’axe Oz, et on écrit les amplitudes de transition a et b (dans (10.105) m’ = 0 
puisque j’ = 0)) 


a = (D,0 =0|T|j = 1,m = 1) = (D,8 = 0JT|11) 


(10.108) 
b = (G,0 = 0|T|j = 1,m = —1) = (G, 8 = 0|T|1,—1) 
Si la parité est une symétrie du hamiltonien responsable de la transition, T 
commute avec } (10.100) : comme les deux amplitudes a et b correspondent à 
des transitions qui se déduisent l’une de l’autre par une réflexion par rapport 
au plan xOz (figure 10.10 (a) et (b)), on doit avoir |a| = |b|. Pour déterminer 
la phase dans cette relation, on utilise 


a = (D,8=0|Y TY]|1, 1) = nynana: (G, 0 = OT IL, —1) 
= Mynana b (10.109) 


F1G. 10.10 — Émission de photons avec p || Oz. Les amplitudes (a) et (b) se 
déduisent l’une de l’autre par réflexion par rapport au plan æOz. (c) Polarisation 
linéaire du photon final. La charge q effectue un mouvement oscillant le long de Oz. 
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où 7x = +1 est la parité d’une particule X : si la particule X a une impulsion 
pet que l’on écrit son vecteur d'état |X, p) 


IX, p) = nx|X, -p (10.110) 
La description du champ électromagnétique par un potentiel vecteur, qui est 
un vecteur polaire, montre que la parité du photon est 7, = —1. Soit 7 = 
nana» ; il y a deux cas possibles 
L. n = —1 a=b 
2. n = +1 a = —b 


Nous allons montrer que le premier cas est celui d’une transition dipolaire 
électrique, le second celui d'une transition dipolaire magnétique!?, par 
comparaison avec le cas classique le plus simple, le rayonnement d’une charge 
se déplaçant le long de de Oz avec un mouvement harmonique. Le moment 
angulaire classique de cette charge par rapport à l’origine, et en particulier 
sa composante suivant z, est toujours nul, et le cas quantique se rapprochant 
le plus de cette situation est celui où l’état excité A* possède un moment 
angulaire nul suivant Oz, c’est-à-dire qu’il est dans l’état |j = 1,m = 0). Afin 
de comparer la distribution angulaire du photon avec celle du rayonnement 
classique, il nous faut envisager le cas où l’angle d'émission du photon 8 Æ 0, 
l’état initial de atome étant |10}. On obtient l’état |D, 0) (|G, 0}) du photon 
par une rotation d’angle 0 autour de Oy à partir de [D,0 = 0) (|G,0 = 0)) 


|D, 0) = UIR;5(8)]1D,8 = 0) 

1G,8) = U[R;(0)11G,0 = 0) 
L’amplitude d'émission dans la direction 8, par exemple pour un photon droit 
et un état initial |j = 1,m = 0), est 

ap™ (0) = (D, 0 |T110) = (D,9 = OU'[R;(0)TI10) 
= (D, 8 = 0[TU'[R;(8)]|10) 

(D,8 = 0|T|L1)G1Ut[Ra(0)10) 
adh (0) = = sin@ (10.111) 


V2 
Nous avons utilisé l’invariance par rotation de T, introduit un ensemble d'états 
intermédiaires dans le sous-espace j = 1, $n |1m}(1m] et obtenu l'élément de 
matrice de rotation grâce à (10.39). Un calcul analogue donne pour émission 
d’un photon gauche 


a2=0(6) = bd (8) = bd sin (10.112) 


V2 


12. Ce résultat dépend des conventions de signe utilisées pour les états |D} et |G} ; on 
trouve le signe opposé dans Feynman et al. [1965], volume III, section 18.1, en raison d’une 
convention de signe différente dans la définition de | D). 
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Si la polarisation finale est linéaire, on peut la décomposer sur les états!’ |x} 
polarisés dans le plan xOz et |y) polarisés suivant Oy (figure 10.10 (c)) 


1 i 


k= (+10) w= lD +16) (10.113) 
on déduit 


a%-0(0) = (x, 01T110) = -$ (a + b) sind 
(10.114) 


ay™=°(0) = (y, 07/0) = 5 (a — b) sino 
Dans le cas dipolaire électrique a = b les photons sont polarisés suivant Oz ; 
dans le cas dipolaire magnétique ils sont polarisés suivant Oy. C’est bien ce qui 
correspond au cas classique : si l’on prend par exemple une charge animée d’un 
mouvement d’oscillation harmonique suivant Oz, avec un moment angulaire 
nul suivant Oz, le rayonnement est polarisé dans le plan Oz. Au contraire, 
un dipôle magnétique donnerait un rayonnement polarisé suivant Oy. Une 
transition dipolaire électrique correspond à 7 = —1, et donc à un état initial et 
final ayant des parités opposées, tandis qu’une transition dipolaire magnétique 
correspond à un état initial et un état final ayant la même parité. Dans les 
deux cas, la distribution angulaire est en sin? 0. 


10.5.3 Désintégrations : cas général 


Revenons à la désintégration générale à deux corps (10.97), en appelant 
ja, je et jo les spins des particules À, B et C. Définissons les amplitudes de 
transition pour un état initial |[jcmc) de la particule C vers les états finaux 
ljama) et |jpmp) des particules A et B, et supposons la particule À émise 
avec une impulsion ÿ dirigée suivant une direction (8, @) 


amSmp (0,9) = (mamB; (0,6)|T|Imo) (10.115) 
Si la particule A est émise dans la direction 5 = (8,6), l’état 
Imamp:;(8,6)) = U(R)|ma msg; (0 = 0,9 = 0)) 


est le transformé de Imamg; (8 = 0, = 0)) par la rotation (8, @) qui amène 
l’axe Oz sur la direction p. Il faut souligner, que dans cet état, nous avons 
choisi l'axe de quantification du moment angulaire suivant Ñ, et que mA et 
mg sont les valeurs propres de (J. p), et non J; (figure 10.11). Lorsque la 
particule À est émise dans la direction Oz : 0 = ÿ = 0, la conservation de la 


13. Les états |z) et |y) sont définis par rapport à la direction ø de propagation : 
figure 10.10(c). 
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FIG. 10.11 — Désintégration Č — A + B. 


composante z du moment angulaire implique, comme dans le cas de la sous- 
section précédente, que mc = ma +mpg. Les seules amplitudes de transition 
non nulles sont 


bmaime = (Mame; (0 = 0,0 = 0) T|mc = ma + mp} (10.116) 
En reprenant le raisonnement utilisé dans (10.111) 


amS mp (0,9) = (mame; (0,6)|T|mc) 
= (ma,mp;(0 = 0,6 = 0)UT(R) Timo) 
= (ma,mp;(0 = 0,6 = 0)T|me = ma + mp) 
x(mo = ma +mglU'(R)|mc) 


bmame és (8, 6) (10.117) 
duc) (p)eimcé (10.118) 


= bmame mc;ma+tmp 


Si la parité est conservée dans la désintégration 


bma,ms = (ma, mpg; (0 =0,¢ = 0)DITYIme = MA +mMB) 
= 7 (1) AIE b ma, m5 (10.119) 


où n = nan Bye est le produit des parités des trois particules. La conservation 
de la parité divise par deux le nombre d’amplitudes indépendantes. 
Les amplitudes définies dans (10.118) sont appelées amplitudes d’hélicité. 
Toutefois, il faut prendre garde au fait que l'axe de quantification du 
moment angulaire de la particule B est souvent pris suivant la direction 
de son impulsion, soit —ÿ, ce qui fait que mp — —mp. Les nombres 
quantiques magnétiques mA et -mp (avec notre définition) sont les hélicités 
des particules À et B. 
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10.6 Composition de deux moments angulaires 


10.6.1 Composition de deux spins 1/2 


> 


Nous avons construit au § 6.1.2 l’espace à quatre dimensions Hı @ Hə 
produit tensoriel des espaces à deux dimensions de deux spins 1/2, S et 52. 
Une base possible de cet espace est formée des vecteurs propres le; a Ee=+, 
de Sı; et de Soz 


++), [+—), |[-+) et |--) (10.120) 
Les grandeurs physiques diagonales dans cette base sont $2, 52, S1, et 52, 
22 3 
S11€1€2) = À le1€2) S12l€1€2) = €1|€1€2) (10.121) 
z 3 
S2le1E2) — 4 le1€2) S221€1€2) = E2|E1E2) (10.122) 


Cette base correspond au choix suivant d’un ensemble complet d'opérateurs 
compatibles: {592,82 S1,,S2,}. Il est possible de former une autre 
base intéressante en considérant le moment angulaire total Š obtenu en 
additionnant Š et CA S 

S= +s (10.123) 


Š est bien le moment angulaire total, car il permet de construire le générateur 
infinitésimal dans l’espace produit tensoriel Hı @ H2 d’une rotation Ra(0) 
d'angle 8 autour d’un axe À 


U (Ra (0)) = e ISEA) € 102) © 65 A) (10.124) 


où nous avons utilisé (Si, S2] = 0. Comme $? et $2? sont des opérateurs 
scalaires, la commutent avec 5, et un autre ensemble d'opérateurs compatibles 
est 152, 52 92,5, } ; nous vérifierons ultérieurement que cet ensemble est 
aussi ont. CherchoNs les vecteurs de base de ce nouvel ensemble. Posant 
(1,1) = | + +) on vérifie 

S,11,1) = |1,1) 

S+11,1) = (Si+ + S2+)| + +) = 0 

S_11,1) = (S1- + 82-)| ++) =]+-)+1-+) = v2 |1,0) 


Cette dernière équation définit le vecteur unitaire |1, 0), qui vérifie 
1 
S-|1,0) = Siz + Se) (1+ - 4 -+))=0 


Enfin 


$_|1,0) = (Siz +S) (i+ -+1 -+) = v2- -) = v2 1-1) 


Gide S_|1,-1)=0 


358 Physique quantique 


Ces équations montrent que les trois vecteurs 


{11, 1), |1, 0), |i; =1}} 


forment une base standard pour un moment angulaire 1. Il suffit de vérifier 
les propriétés de la base standard pour S; et S_, car S4} = Si et 52 = 
(845 + S_S,)+ S2. Le calcul ci-dessus montre que l’on a bien construit 
une base standard, par exemple 


S_[1,1) = Vj +1) — mm — 1) [1,0) = V2 |1,0) 


Il faut enfin, pour obtenir une base de Hı @ H2, construire un quatrième 
vecteur orthogonal aux trois autres 


2a 


z (+-)-1-+)) 


Ce vecteur n’est autre que le vecteur |) (6.15). Ce vecteur étant invariant 
par rotation correspond à un moment angulaire zéro, et on peut vérifier 
explicitement que 


10,0} = 


S.10,0) = 0 S210,0) = 0 


En résumé, en composant deux moments angulaires 1/2, nous avons obtenu 
un moment angulaire s = 1 et un moment angulaire s = 0. Une base standard 
de $? et de S, est formée des vecteurs correspondant à s = 1 


(1,1) =|+ +) 
s=1 ÀLO=4%(I+-)+1-+#) (10.125) 
11, —1) T | a =) 
etàs—=0 7 
s=0 00s (1+-)-1-+)) (10.126) 


Comme nous avons trouvé quatre vecteurs orthogonaux, ces vecteurs forment 
une base de H1 QH et l'ensemble des opérateurs compatibles {82, S2, 52, S2}, 
ou simplement {5 2 5,}, est bien complet. Les états s = 1 sont appelés états 
triplets et l’état s = 0 état singulet. 

Comme application, retrouvons les résultats de l’exercice 6.4.5, où nous 
avions à diagonaliser l'opérateur (61 : #2). Cet opérateur est diagonal dans la 
base {52, S}. En effet 


Fi * O2 (10.127) 


ou 
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L'opérateur © -O2 est égal à I dans l’état triplet et à —-31 dans l’état singulet. 
On en déduit les projecteurs Pı et Po sur les états triplet et singulet 


Po + Pi = 1 O1 - 2 = —3 Po + Pi 


d’où 


(10.128) 


L'opérateur ĝ1 -02 est un opérateur scalaire qui commute avec $ , Mais non avec 
les opérateurs de spin individuels $; et S>. On remarque aussi que les états 
triplets sont symétriques (c’est-à-dire qu’ils ne changent pas de signe) dans 
la permutation des spins 1 et 2, tandis que l’état singulet est antisymétrique 
dans cette permutation. 


10.6.2 Cas général : composition de deux moments 
angulaires Jı et Jz 

Nous allons généraliser ce qui précède à la composition de deux moments 
angulaires Jı et J2. Le raisonnement utilisé en (10.124) peut être répété pour 
montrer que J= Ti +h est le moment angulaire total. Suivant la sous-section 
précédente, nous construisons l’espace produit tensoriel à (2j1 +1) x (2j2 + 1) 
dimensions 

E = E(j1) & E(ÿ2) 


Une base possible de cet espace est constituée des vecteurs propres 
lijamimo) = | jim) Q |jama) (10.129) 
communs à J2, J2, Jiz et Jo: 


Flfijemaime) = ji (jı + 1) (jijamima) 

Bljjomimo) = j2(j2 + 1) |jijzmımə) 

Jieljijamim) = m |jijzmmo) 

Jaz|jijzmiım2) = mə |jijamım2) 
Cette base correspond à l’ensemble complet d'opérateurs qui commutent 
LE J2, Jiz, J2z}- Nous allons construire une autre base de £, celle où 
les opérateurs {J2, J2, J2, J.} sont diagonaux. Nous partons des deux 


observations suivantes : 


e Tout vecteur |j1j2Mm1m2) est vecteur propre de J, avec la valeur propre 
m = mı + Mo. 


e Si une valeur de j est possible, on doit avoir par application de J4 et J_ 
une série de (2j + 1) vecteurs |jm). A priori, on pourrait même avoir 
plusieurs séries de vecteurs de ce type, et nous noterons N (j) le nombre 
de ces séries pour une valeur de j donnée. 
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F1G. 10.12 — Composition de deux moments angulaires. 


Soit n(m) la dégénérescence de la valeur propre m de J,. Comme m 
apparaît si et seulement si j > |m], on aura (figure 10.12) 


nilm) = $ NG) 
j> 


et par conséquent 

N(j) = n(j) — nfi +1) 
Mais n(m) est égal au nombre de couples (m1, M2) tels que m = m1 + mo. 
En supposant par exemple 71 > j2 


0 si m| > jı + jo 
n(m)= 4 j +j2+1-|m| si j= jz < m< j + je 
2j2 +1 si 0< [m| < ÿ1 — j2 


On en conclut 


N(j)=1 pour jı — j2 Sj Sj + ja 
et N(j) = 0 dans tous les autres cas. Pour tenir compte du cas j2 > ji, 


il suffit de remplacer (jı — j2) par |jı — j2|. Nous pouvons donc énoncer le 
théorème suivant. 


Théorème de composition des moments angulaires. Dans l’espace produit 
tensoriel E = E(j1) & E(j2) 


1. Les valeurs possibles de j sont 
|j — jl, lji — jel +1, +... sji +t j2- 1, jı + TS (10.130) 
2. À chaque valeur de j correspond une seule série de vecteurs propres | jm) 


J?ljm) = jG + 1)lim) Je\im) = mlim) @ (10.131) 


10. Moment angulaire 361 


Il est instructif de vérifier que la dimension de E est bien correcte (jı > j2) 


dim£ = SJ (5+1) 

Ji —f2 Siji +j2 

(ji + j2)(ja + j2 + 1) — (j1 — j2 — 1)(ja — j2) 
Ah + j2) — (jı — j2 — 1) 

= (2jı + 1)(2j2 + 1) 


On passe de la base orthonormée |jijzmımz2} à la base orthonormée |jm) 
par une transformation unitaire. Les éléments de la matrice unitaire qui 
effectue cette transformation sont appelés coefficients de Clebsch-Gordan (C- 


G) c} j2 


mımz;jm 


m= X Ch. lame) (10.132) 
Mi +tm=m ' 
qui ne peuvent être différents de zéro que si m = mı + mz et si |j1 — jol < 
j S j1 + 2. On choisit la convention de phase suivante 


one réel > 0 


MimMa2:jMm=i 


et on peut alors montrer par application de J_ que tous les C-G sont réels. Les 
coefficients de Clebsch-Gordan sont les éléments d’une matrice unitaire réelle, 
les indices matriciels état (m1m2) et (jm). Ils vérifient donc les conditions 
d’orthogonalité 


jı 2 

> Gih ONI ig jim T = jj Om’ (10.133) 
mi=~jı Mm2=— j2 

et inversement 
jiı+jz kj 

D OD nm mm = mm imm (10.134) 


= —j2| m=- 


Les équations (10.125) et (10.126) donnent des exmples de C-G 


Comme application de la composition des moments angulaires, étudions le 
couplage spin-orbite : en raison d'effets relativistes, le moment angulaire 
orbital et le spin d’un électron atomique, par exemple l’électron de l’atome 
d'hydrogène ou l’électron de valence d’un alcalin, ne sont pas indépendants, 
comme nous le verrons au § 14.2.2. Le moment angulaire total de l’électron 
est la somme de son moment angulaire orbital L et de son spin Si 


J=L+5 (10.135) 
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Les valeurs possibles de j sont donc j =! + 1/2 et j = l — 1/2 (sauf si l = 0, 
auquel cas j = s = 1/2). Le moment angulaire orbital et le spin sont couplés 
par un potentiel spin-orbite 


Vo(r) = V(r)L.S (10.136) 


Ce potentiel prend des valeurs différentes selon que j = {+1/2 ou j = l—1/2; 
en effet 
(L+SŸP =J?zL2+$2+2L.5 
soit i 
B.S = 5—0 +D -+1 -sls + 1)] (10.137) 


ce qui donne pour le potentiel spin-orbite 


: LV(r)l : j=1+1/2 
Vo(r) an j=i-1/2 (10:198) 


10.6.3 Composition des matrices de rotation 


La loi de composition des moments angulaires se reflète dans une loi de 
composition des matrices de rotation. Considérons les éléments de matrice de 
lopérateur de rotation U (R) entre les états |jm) et |jm’} du type (10.132) 


(jm]U(R)|jm) = DY? (R) 


= Ÿ > ) Ca ci? 
mMmimz;jm Cmi mijm 


mim mi 1m5 


x (jijamımo|U(R)|jijzm{ ma) 


d'où 
DORE NS SC OR. 2 D DO AR} (10180) 


mima mjm 


Compte tenu des relations d’orthogonalité (10.133) et (10.134) des C-G, on 
peut inverser (10.139) 


| jiti 
D aD R O a O DË (R) (10.140) 
191 —j2l 


Cette équation peut être interprétée de la manière suivante : dans l’espace 
EG) @ E(j2), on forme la matrice A(R), produit tensoriel de DU (R) et 
D (2) (R) 

Amımaimim (R) = Diim (R) © Diem, (R) 


mimi mms 
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Par un changement de base effectué grâce à une matrice unitaire dont les 
212 > 17132 . 
éléments sont les coefficients de C-G Chimz:;jm> là matrice 


A'(R) = CA(R)CT! 


devient une matrice diagonale par blocs 


DGi+i2) 0 7. 0 
CA(R)C! = 0 Déiti-1) 
0 0 ve : 
0 E 0 DüÜñ-i| 


En termes mathématiques, ceci s'appelle réduire le produit de deux 
représentations DÜ1) et D2) du groupe de rotation en composantes 
irréductibles 


DOV @ DO) = DÜitir) 4 Dhi-f2-1) 4... + pÜñ-il) (10.141) 


10.6.4 Théorème de Wigner-Eckart 
(opérateurs scalaires et vectoriels) 


Nous avons donné au § 8.2.3 la définition d’un opérateur scalaire S : c’est 
un opérateur qui commute avec J : JS, F) = 0. Examinons les éléments de 
matrice (j'm'|S|jm) de S dans une base standard du moment angulaire 


S, F?1=0> j =) [S,J]=0>m =m 
De plus 
[S, J+] = 0 = (jm|S|jm) = (jllS||j) indépendant de m (10.142) 


La quantité (j||S||j) est appelée élément de matrice réduit de S. 

Nous passons maintenant aux opérateurs vectoriels Ÿ, dont nous avons 
donné la définition en (8.33) : les composantes cartésiennes V4 d’un opérateur 
vectoriel se transforment par rotation suivant la loi 


UR) Vk U(R) = 2 Ru (10.143) 


En considérant des rotations infinitésimales, nous en avions déduit les relations 
de commutation avec les composantes du moment angulaire 


Le, Vi] =i X ErtpVp (10.144) 
p 
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Les équations (10.143) et (10.144) sont strictement équivalentes et peuvent 
servir l’une comme l’autre pour définir un opérateur vectoriel. Il est commode 
d'utiliser les composantes sphériques V} de V 


vi = (Ve + iV) ne Vis 
Ces composantes sont aussi appelées composantes standard de V, car dans 
le cas où V est l'opérateur position, y= Ř, les composantes f1, fo et F1 
du vecteur f ne sont autres que les harmoniques sphériques yt et YP à un 
facteur „/3/4r près (cf. (10.64)). Ceci implique d’après (10.65) la loi de 
transformation 


V; — iV) (10.145) 


(Ré = Y DnR fm (10.146) 


m' 


La loi de transformation des composantes sphériques de V est doncl4 


U(R) V U (R) = X DO(R)Vy (10.147) 


P 
On pourrait naturellement vérifier cette expression en utilisant les formules 
explicites pour D?) et la définition des composantes sphériques. 

Notre objectif est de relier les éléments de matrice des diverses 
composantes d’un opérateur vectoriel entre des états |jm). Pour ce faire, 
examinons les propriétés de transformation par rotation du vecteur |[1jgm) = 
Valim) 


U(R)|Ljgm) = U(R)V U’ (R)U(R)|jm) 
= D DRD m (R)15a/m') 


Les vecteurs |[1jgm) se tranforment par rotation exactement de la même façon 
que les vecteurs |j172Mm1m2) avec jı = 1, j2 = j, Mı = q, M2 = M. On peut 
donc construire des vecteurs 


In = JX Chaza llian) (10.148) 


m+g=m 


qui se transforment par rotation suivant la loi 


U(R)JM) = X Daali M’) 


m’ 


Cette équation montre que les vecteurs |j} m) forment une base standard de 
l’espace £(5), à un facteur global multiplicatif près. Ces vecteurs ne seront 


14. On remarquera que l'ordre U, UÌ, ainsi que l'ordre des indices, sont différents de 
ceux de (10.143). 
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pas en général normalisés à un, mais ils auront une norme identique, quel que 
soit m 
(Fmi) = Syy mal) 
Inversant (10.148) 
j+1 
Valim) = ligim) = $ Chmlim) 
j=j—1 


d’où 


(j'm'|Valim) = > CH gm (JIM) 
-X OH gm pbm OT, 5) = Chj m BG) 


Définissant l'élément de matrice réduit (j’||[V,||5) par 


(IVI = 85,5) 


on obtient le théorème de Wigner-Eckart pour les opérateurs vectoriels 


(j'm'Valjm) = Core GS) (10.149) 


gm;j'm" 


Toute la dépendance dans les nombres quantiques HASIAUES m,m’ et q est 
contenue dans le coefficient de Clebsch-Gordan C1 ae 1m que l’on trouve dans 
des tables. À j fixé, les seules valeurs possibles de j’ sont j! = j — 1, j, j + 
1. Ce théorème se généralise aux opérateurs tensoriels irréductibles : voir 
Pexercice 10.7.18. 

Comme application, calculons les éléments de matrice d’un opérateur 
vectoriel lorsque j = j’, en utilisant le fait que J est un opérateur vectoriel 
dont les éléments de matrice obéissent à (10.149) 


. $ 1 . 
mali) = Co jmer GII) 
Il en découle une relation de proportionnalité pour les composantes 
cartésiennes Vy 
(jm'|Ve|jm) = K (jm'|Jrljm) 
Pour évaluer la constante K, nous calculons le produit scalaire J-V, qui est 
un opérateur scalaire 


Gm (T: ljm) = X (m| Jeljm") jm" Velim) 


kym” 
K D (m|Jiljm” jm" Jeljm) 
kım” 


= K (jm| J” jm = K j(j +1) 


Il 
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En combinant ces équations on obtient pour les éléments de matrice de V4 


(10.150) 


Comme (J - V) est un opérateur scalaire, (jm|(J'+ V)|ÿm) est indépendant de 
m et égal à l’élément de matrice réduit (j|[(J - V)[|5). 


10.7 Exercices 


10.7.1 Propriétés de J 


Vérifier par un calcul explicite que [J 2,J,] = 0. Vérifier également les 
identités (10.5) à (10.9). 


10.7.2 Rotation d’un moment angulaire 
Soit R la rotation (10.30) d’angles (8, ¢). Vérifier que le vecteur 
U(R)|jm) = e 71977 e7#%v| jm) 


est vecteur propre de l’opérateur 


> 


Jasin 0 coso + J, sin 0 sino + Jz cos0 = J- ñ 


avec la valeur propre m ; À est le vecteur unitaire dans la direction (8,6). 
Suggestion : adapter (8.29). 


10.7.3 Rotations (6, D) 


Montrer que l’on peut écrire la rotation (10.30) R(8, 6) sous la forme 
R(9,9) = Ry(8)R.() 


où Oy est l’axe obtenu à partir de Oy par une rotation de 6 autour de Oz. 
Suggestion : montrer 


Ry (8) =R; (Ry (8)R2 (—-d) 


10.7.4 Moments angulaires 7 = i et j=1 
1. Retrouver à partir de (10.23) les opérateurs Sy, Sy et S; du spin 1/2. 


2. Toujours à partir de (10.23), calculer les matrices 3 x 3 représentatives de 
Jz, Jy et Jz pour le moment angulaire j = 1. 


3. Montrer que pour j = 1, Jz, Jy,Jz sont reliés aux générateurs 
infinitésimaux (8.26) Ty, Ty, T; par la transformation unitaire qui fait passer 
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a 


des composantes cartésiennes de ° à ses composantes sphériques (10.64) : 
Ji = UT;U avec 


GILEA 
EEEE PRE EE 
v2 0 v20 


4. Calculer la matrice de rotation d(1)(8) 
d™ (0) = exp(—ib Jy) 


et vérifier (10.39). Suggestion : montrer que J} = Jy. 


10.7.5 Moment angulaire orbital 

1. Utiliser les relations de commutation canoniques 
(XP = tél 

et l'expression L = Ř x P pour montrer 
(Le, Ly] = iL; 


2. Démontrer les équations (10.47) à (10.49). Suggestion : montrer que pour 
une rotation infinitésimale d'angle da autour de Ox, les angles 0 et ġ varient 
de 


; cos ġ 
dé = — sin pda dọ = — na da 
En déduire Ly et Ly = ilL, L2]. 
3. Comme L, = —i9/06, on pourrait s'attendre à une inégalité de Heisenberg 


AÿAL, > 5 


Or dans un état propre de L, où m est fixé, AL, = 0, tandis que Ad < 27, 
puisque 0 < ġ < 2r et l'inégalité de Heisenberg est violée dans cet état. Où 
est la faute de raisonnement ? Suggestion : voir lexercice 7.4.3, question 2. 
Pourquoi le raisonnement de l'exercice 9.7.1 est-il en défaut ? 


10.7.6 Relation entre les matrices de rotation 
et les harmoniques sphériques 


1. Soit w(r) = (z, y, z) la fonction d'onde d’une particule. Montrer que 
(e FRE) (0,0, z) = (0,0, 2) 


et en déduire que si une particule est localisée sur Paxe Oz, la composante 
z de son moment angulaire orbital est nulle. Interpréter qualitativement ce 
résultat. 
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2. On suppose que le moment angulaire orbital de la particule est ! et on 
écrit sa fonction d’onde comme le produit d’un harmonique sphérique et d’une 
fonction d’onde radiale g(r) qui ne dépend que de r = jF] 


Vim(r) = Y7" (8, 8)g(r) = (8, éllm)a(r) 
On s'intéresse uniquement à la partie angulaire. En utilisant 
18,9) = U(R)I8 = 0,4 = 0) 


où R est la rotation d’angles (8, &), montrer que 
Yp” (8,9) x [Dh (8, 6)| 


On peut montrer que le coefficient de proportionnalité est y (21 + 1)/(47) 


10.7.7 Indépendance de l’énergie par rapport à m 


En supposant le potentiel V (r) invariant par rotation, soit Yım une solution 
de l’équation de Schrödinger indépendante du temps 


Him = EtmVim 


Utiliser la relation de commutation [L;, H] = 0 pour montrer que l'énergie 
Eim est en fait indépendante de m. 


10.7.8 Puits sphérique 
1. Soit le potentiel V (7) à symétrie sphérique (voir la figure 12.4) 


V(r) = -V O<r<R 
= 0 r>R 


appelé puits sphérique. Établir l’équation donnant les états liés dans londe s 
(L = 0). Y a-t-il toujours un état lié ? Comparer avec le cas du puits à une 
dimension. 


2. On modélise le potentiel neutron-proton par un puits sphérique de rayon 
R ~ 2fm. Il existe un seul état lié neutron-proton dans l’onde s, le deutéron!5, 
dont l'énergie de liaison est B œ 2.2 MeV. Calculer la profondeur W du puits 
nécessaire pour qu'il y ait juste un état lié. Comparer W avec l'énergie de 
liaison et montrer que W > B. 


3. Trouver les niveaux d'énergie dans londe s d’une particule dans le potentiel 


Vh=s-— A, B>0 


15. En fait le deutéron a ausssi une petite composante d’onde d. 
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10.7.9 Atome d’hydrogène pour l 0 


1. Écrire l'équation qui généralise (10.89) lorsque le moment angulaire orbital 
1 #0. En déduire que l’on doit rajouter à (10.91) le terme 


DO 
—i(l + 1) s — Saniat 
k=1 


2. Montrer la relation de récurrence 


PA 2(ak — 1) 
k+l = EEE) F) 


ak 


et en déduire 


1 
ea = — 

n 
ek>l+1 


et par conséquent {+1 < k < n. Montrer que le spectre de l’atome d’hydrogène 
est donné par (10.93). 


10.7.10 Éléments de matrice d’un potentiel 


L’électron externe d’un atome est supposé dans un état p (l= 1). Sa 


fonction d’onde est (r) 
5 ulr 
Pam(F) = YP 0, 6) + 


Il est plongé dans un potentiel extérieur de la forme 
V(F) = Ar? + By? — (A + B)z°? 


où À et B sont des constantes. 


1. Montrer sans calculs que la matrice représentative de V dans la base |im) 


est de la forme 
a08 


Vni = 070 
ba 


les lignes et les colonnes étant rangées dans l’ordre m’, m = 1,0, —1. 


2. Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de V. Montrer que 
(Lz) = 0 dans un état propre de V. 


3. Utiliser (10.63) pour calculer explicitement a, 8 et y en fonction de A, 


B et _ 
I =f lui(r)|?r? dr 
0 
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10.7.11 Équation radiale en dimension d = 2 


On se propose d'écrire l'équivalent de l'équation (10.78) lorsque l’espace 
est à deux dimensions et le potentiel invariant par rotation. L’équation de 
Schrödinger indépendante du temps est 


1 2 s 
|- +v #0 = Eu) 
On utilise les coordonnées polaires dans le plan Oy 
z = r cos y = rsing 


On rappelle l'expression du laplacien en coordonnées polaires 


as 1823 3 1% 
e E aT 


et l'expression du moment angulaire 


ð 
L, = XP- YP; = -i 


1. Montrer que les fonctions propres de L, sont de la forme exp(imð). 


2. On cherche des solutions de l'équation de Schrödinger de la forme 
Pam (F) = -= e unm (r) 
nm ed yT nm 


Montrer que Unm(r) et Enm vérifient léquation radiale 


1 d m? + 1/4 


can an + VO) + pe] val) = Eunn(r) 


Quelle est l'interprétation de n ? Quel est le comportement de unm(r) lorsque 
r—0? 


10.7.12 Propriété de symétrie des matrices d0) 


En utilisant l’opérateur Y (10.100), démontrer la propriété de symétrie 
des matrices de rotation dU)(B) 


da (8) = (TT dm (8) 
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10.7.13 Diffusion de la lumière 


1. On reprend l'étude de la transition radiative A* — À + y avec j = 
j(A*) = 1 et j! = j(4) = 0. Déterminer dans le cas dipolaire électrique 
les amplitudes de transition pour un état initial m = 1 lorsque les photons 
polarisés circulairement sont émis dans le plan xOz avec une impulsion ÿ 
faisant un angle 4 avec laxe Oz 


an 1(0) = sul + cos 0) 
a=1(0) = Zall — cos 0) 


2. On suppose que des photons d'impulsion p || Oz arrivent sur l’atome dans 
son état fondamental A. L’atome absorbe le photon et est porté dans son 
état excité A*; il revient dans son état fondamental en émettant un photon 
dans une direction du plan xOz faisant un angle 0 avec Oz. On appelle b 
amplitude d’absorption d’un photon de polarisation circulaire droite D 


b= (j =1,m = 1|T'|D}) 
Montrer que si les transitions sont dipolaires électriques, on a aussi 
b= (j =1,m= —1|T'|G}) 


Soit cp— p (0) l'amplitude de transition pour la diffusion d’un photon initial de 
polarisation circulaire P (P = D ou G) sous un angle 0 avec une polarisation 
finale P’. Montrer que 


cpp (0) = ra + cos 8) 


où le signe (+) correspond à P = P' et le signe (—) à P # P'. En déduire 
pour une polarisation linéaire |z} du photon initial et pour des polarisations 
linéaires |x’) ou |y) du photon diffusé, définies par rapport à la direction de 
propagation de ce photon 


Cx—x (0) = abcos0 
Cxy(8) = 0 


Donner une analogie classique qui conduit également à une distribution 
angulaire en cos? 8 avec un rayonnement polarisé dans le plan xOz. 


10.7.14 Mesure du moment magnétique du A° 


La particule A? est une particule de charge nulle, de masse M = 
1115 MeV/c?, de spin 1/2 et de vie moyenne T © 2.5 x 10-!0s. Un de ses 
modes de désintégration principaux (66 % des cas) est 


A? — proton + méson 77 
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où le proton a spin 1/2 et le méson x spin 0. 


1. Dans le référentiel où le A? est au repos, on suppose le proton émis avec 
une impulsion g dans la direction Oz, choisie comme axe de quantification du 
moment angulaire. Soit m la projection suivant Oz du spin du A? et m’ celle 
du proton. Pourquoi doit-on avoir m = m’ ? Soit a et b les amplitudes de 
probabilité des transitions 


a : A? (mn = 5) — proton (r = zi F || oz) 


1 
b: A? (m= -;) — proton (m = -5 P |l oz) 


Montrer que |a| = ļb| si la parité est conservée dans la désintégration. 
Suggestion : examiner l’action d’une réflexion par rapport au plan xOz. 


2. Le proton est maintenant émis avec une impulsion ÿ parallèle à une 
direction À du plan xOz, faisant un angle 0 avec Oz. Soit m’ la projection du 
spin du proton sur la direction À et äm'm(@) l'amplitude 


ammlð) : A? (m = z) — proton (m'; p || À) 


Exprimer 


23,4 (0) = a+4(8) et a; (0) = a-4(8) 


11 
22 
en fonction de a, b et 6. 
3. On suppose que le A? est produit dans un état de spin m = 1/2. Montrer 
que la distribution angulaire du proton est de la forme 
w(8) = wo(1 + a cos) 
Calculer a en fonction de a et b. L’expérience montre que 
a © —0.645 + 0.016 

Que peut-on en conclure sur la conservation de la parité dans la 
désintégration ? 
4. Le A? est produit en bombardant une cible de protons au repos par un 
faisceau de mésons m7 dans la réaction (figure 10.13) 

méson m~ + proton — A? + méson K° 


Par conservation de l'impulsion, p,-, Dao et Pgo sont situés dans un même 
plan. On choisit pour axe Oz une perpendiculaire à ce plan 
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FIG. 10.13 — Cinématique de la production du A°. 


et comme axe Oy la direction p'ho de l'impulsion du A?. Sachant que la parité 
est conservée dans la réaction de production et que les protons cibles ne sont 
pas polarisés, montrer que si Š est l'opérateur de spin du A9, alors les valeurs 
moyennes des composantes Sy et Sy sont nulles: (S+) = (Sy) = 0. 


5. On suppose pour simplifier !$ que (S+) = 1/2 et que tous les A? ont la même 
durée de vie 7 et se désintègrent au même point. Le système est plongé dans 
un champ magnétique B uniforme et constant parallèle à Oy. Le A? possède 
un moment magnétique ji relié à son spin 5 par un facteur gyromagnétique y: 
Ë = ys. Décrire qualitativement le mouvement du spin du A°. Déterminer 
son orientation au moment de la désintégration en fonction de 7, de B et y. 
Montrer que la distribution angulaire du proton émis dans la désintégration est 


w(0, p) = wo(1 + acos O) 


avec 
cos © = cos À cos 0 + sin À sin ĝ cos ġ 


où les angles 0 et @ sont les angles polaire et azimutal de l'impulsion du 
proton. Quelle est la valeur de l’angle À ? En déduire que la détermination 
de w(0,ġ) permet de mesurer le facteur gyromagnétique y. On négligera la 
courbure de la trajectoire du proton due au champ magnétique ainsi que les 
transformations des angles dues au mouvement du A. 


10.7.15 Production et désintégration du méson pt 


1. Le méson p* est une particule de spin 1 qui se désintègre en deux mésons 7, 
particules de spin 0 
pt mt +0 


16. En fait |(S,)] < 1/2 et on doit faire appel au formalisme de l'opérateur densité. 
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On choisit de se placer dans un référentiel où le méson p* est au repos ; 
on suppose que son spin est quantifié suivant l'axe Oz et qu’il se trouve 
initialement dans l’état de spin |1m), m = —1,0,1. Soit 


Am (9, $) = (8, ÉIT|1m) 


l'amplitude de transition pour la désintégration du méson p+ dans l’état 
initial [1m) avec émission du méson 7* dans la direction d'angles polaire 
et azimutal (4,4). Montrer que l’on peut écrire 


m(8, 9) = a [D0)(6,6)] 


Quelle est la signification physique de a ? En déduire la distribution angulaire 
Wn(8,9) du méson x!, c’est-à-dire la probabilité d'émission du méson m* 
dans la direction (8, ) lorsque le méson p* est initialement dans l’état |1m). 
Montrer que W,,(0,@) est indépendant de @ (pourquoi ?) et donner son 
expression explicite en fonction de @ pour les trois valeurs de m, m = —1,0,1. 


2. Si l’état initial du méson p* est une combinaison linéaire d'états |1m) 
|A) = 5 Cml1m) 5 lent? = 1 
m=—1,0,1 m=-—1,0,1 
quelle sera la distribution angulaire W, (0, d) ? 


3. En général le méson p* n’est pas produit dans un état pur, mais dans un 
mélange décrit par un opérateur densité p 


p= pal px > 0 D pa=1 
À À 


Montrer que la distribution angulaire est alors 
1 
W(®, o) = poo cos? 0 + 2 sin? 0(p11 + P-1,-1) 


1 3 | | 
+ —= sin 28 Re (p_i0e Ÿ? — p10 ei?) — sin? 0 Re (p1,-1e%°) 
v2 
4. Le méson p™ est produit dans la réaction : méson n* (ÿi)+proton(p = 0) 
— méson p*(p2)+proton(ÿs), où p; dénote l'impulsion des particules. On 
choisit pour axes Oz la normale À au plan de la réaction 


. _ Pi XP? 

Rs 

|51 x pal 
La parité IT est conservée dans cette réaction et on suppose que les protons 
cibles ne sont pas polarisés. Montrer que la valeur moyenne (J J= Tr(poJ ) du 


spin du méson p* est dirigée suivant ñ : (J) = cñ. En déduire 


Tr (PJs) = Tr (pJ) = 0 
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Utiliser le fait que l’état initial de la réaction de production est invariant dans 
l'opération 
Z=Te 


pour montrer que p commute avec les rotations d’axe Oz 
[o,e] =0 


ce qui peut s’écrire 
4 
m-m 
Pmm' = (—1) Pmm’ 


p ne dépend en fait que de quatre paramètres réels et a la forme d’un damier 


pu 0 pit 
0 poo 0 
Pi- 0 Pu 


10.7.16 Interaction de deux dipôles 


Le hamiltonien d'interaction de deux dipôles magnétiques portés par des 
particules de spin 1/2 s'écrit 
K fara Aya a a a K 
H = 73 EG -P)(2- f) — 1 -õa = +3 912 

où F est le vecteur joignant les deux dipôles et g} et d2 les matrices de Pauli 
des deux particules. Soit 

Sons se 

D = z? 1 +82) 
le spin total. Montrer que 

S12 =2 [30° - Ž?] Q=(È. °} 


et que Qt = Q? : Q? est un projecteur. En déduire que S?, = A? — 25 et 
que les valeurs propres de S12 sont 0, 2 et —4. 


10.7.17 Désintégration du X? 


La particule X°, formée d’un quark up, d’un quark down et d’un quark 
étrange, de masse 1192 MeV /c? et de spin 1/2, se désintègre par une transition 
radiative en une particule A°, également formée d’un quark up, d’un quark 
down et d’un quark étrange, de masse 1115 MeV/c? et de spin 1/2 


20 A+ 


Le X° est supposé au repos, son spin quantifié suivant Oz et la projection de 
son spin sur cet axe est m; l’impulsion ÿ du photon est située dans le plan 
xOz et fait un angle 8 avec laxe Oz. 
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1. On suppose d’abord que le photon est émis dans la direction Oz (8 = 0). 
Si m’ est la projection du spin du A? sur Oz, montrer que les amplitudes non 
nulles sont (T est l'opérateur de transition) 


1 1 

=e fi > = = 
a = (D, m = z? OT|m 5 
1 1 

= l=- -:ĝ= = —— 
b = (G,m 30 O[T|m z 


tandis que 


1 1 
= (D, m = =;0 = 0|TIm=— =)= 0 
c= (D,m = 358 = Tim = 5) 
’ 1 1 
d = (G, m = —=;0 = 0|T|m = -=)= 0 
2 2 
autrement dit m’ = m est interdit et les transitions permises correspondent 


à m’ = —m quand 9 = 0. La notation (D, G) spécifie l’état de polarisation 
circulaire droite (D) ou gauche (G) du photon. 


2. L'opérateur de transition T est invariant dans l’opération parité. En 
déduire |a| = |b|. Si ņ est le produit des parités du X° et du A?, aussi appelé 
parité relative des deux particules 

N = NENAD 
montrer que a = mb. L'expérience montre que ņ = 1, et donc a = b. 


3. On suppose que la valeur initiale de la projection du spin du X est 
m = 1/2. Soit a% (0) et a% (0) les amplitudes de transition où m’ est la 
projection du spin du A° sur la direction de ÿ : c’est donc la valeur propre 
de S. p. Calculer aw et ag en fonction de a et 8. Quelles sont les valeurs 
permises pour m ? 


10.7.18 Opérateurs tensoriels irréductibles 


Un opérateur tensoriel irréductible d’ordre k, TF) possède (2k + 1) 
composantes TP 


et se transforme par une rotation R suivant 


U(RITEUT(R) = Y DË (RIT 
g 


Montrer que le vecteur 
lkigm) = TP ljm) 
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se transforme par rotation comme un vecteur |j172Mm1m2) avec jı = k, j2 = 
j, mi =q, Mm = M. En passant par l'intermédiaire des vecteurs 


kiih) = XO Ci snlkiam) 


g+m=m 
montrer la forme générale du théorème de Wigner-Eckart 


G'm'IT{9 im) = Ce 


qm;j'm' 


GITP jm) 


et en déduire 
|j- k| <7 <j+k 
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Chapitre 11 


Oscillateur harmonique 


JOSCILLATEUR HARMONIQUE est un système d’une grande importance en 
mécanique classique, car il décrit les petites oscillations de systèmes 
physiques autour d’une position d'équilibre stable ; son importance n’est pas 
moindre en mécanique quantique. Pour fixer les idées, et afin de prendre 
l’exemple simple d’un mouvement à une dimension, examinons le cas d’une 
molécule diatomique dont les deux noyaux ont des masses m1 et m2. On 
prend pour axe des x la droite joignant les deux noyaux et on note x = 
æ1 — Z2 la coordonnée de la particule relative (exercice 8.5.6). À l’équilibre, 
les deux noyaux se trouvent à une distance x = x. En physique classique, le 
hamiltonien de la particule relative s’écrit 


2 
P 
Ha = =— +V 11.1 
cl 9m T (x) ( ) 
où Mm = MmıMm2/(Mmı + M2) est la masse de la particule relative. Développons 
V(x) au voisinage de x = zo : 


VV) rE E 5 EE E EN 


La constante V (xo) est en général sans intérêt et on peut la prendre égale 
à zéro par une redéfinition du zéro d'énergie. Comme xo est une position 
d'équilibre, V’ (zo) = 0, et si cette position d'équilibre est stable, V” (zo) > 0. 
Posant 


C 
q=2- T0, C = V” (z0), w= — 
m 
le hamiltonien (11.1) devient 
2 
1 
Ha = Ča Lu? 01.2) 
2m 2 


où w est la fréquence des oscillations autour de la position d’équilibre. 
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Nous venons d'introduire l'exemple le plus simple, celui d’un oscillateur 
isolé, dont le traitement quantique fera l’objet de la section 11.1 dans une 
base particulière, celle des états propres de l’énergie. Une autre « base », celle 
des états cohérents, sera examinée dans la section suivante. Elle trouve de 
nombreuses applications en optique quantique. Un cas un peu plus complexe 
est celui des oscillateurs couplés, qui jouent aussi un rôle important. Un 
exemple en sera donné dans la section 11.3, où sera étudié un modèle simple 
de vibrations dans un solide qui permettra d'introduire le concept de phonon. 
La généralisation aux photons sera également traitée dans une configuration 
simple. 

Il peut sembler surprenant de trouver dans la dernière section de ce 
chapitre l’étude du mouvement d’une particule chargée dans un champ 
magnétique. Nous verrons que dans le cas d’un champ magnétique constant, 
les équations du mouvement se ramènent à celles d’un oscillateur harmonique. 
L'étude des niveaux d'énergie dans un champ magnétique, ou niveaux 
de Landau, sera précédée d’une définition de l’invariance de jauge locale, 
qui fixe la forme de l'interaction d'une particule chargée avec le champ 
électromagnétique. 


11.1 L’oscillateur harmonique simple 


11.1.1 Opérateurs de création et d’annihilation 


Notre point de départ sera le hamiltonien (11.2). Ce hamiltonien se 
transpose en mécanique quantique si l’on interprète les quantités p et g comme 
des opérateurs : p — P, q — Q et si l’on impose les relations de commutation 
canoniques 


[Q, P] = ihl (11.3) 


Comme souvent en physique, il est utile de définir des quantités sans 
dimensions, et nous introduirons les opérateurs P et Q par 


h 1/2 X 
Q= (à) Ô P = (mhw)'/2P (11.4) 
mu 


qui obéissent à relation de commutation 
[Â, À] = ir (11.5) 


Nous allons construire les vecteurs propres de H par une méthode algébrique, 
suivant l'esprit de celle qui a été utilisée pour le moment angulaire. Le 
principe de cette méthode consiste à introduire des opérateurs a et at, appelés 
respectivement opérateur d’annihilation (ou de destruction) et opérateur de 
création de l’oscillateur harmonique, qui feront passer d’une valeur propre de 
H à une autre, tout comme J_ et J+ font passer d’une valeur propre de J, à 
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une autre. Nous définissons donc les opérateurs! 


a= 5 (Q +iP) (11.6) 
ae (Q—i) (11.7) 


Un calcul immédiat permet d'établir les relations de commutation de a et at 
[a,at] = T (11.8) 


ainsi que trois expressions utiles de H 


2 


H= iw (P+ Q?) =ru (ata+ 3) =ro( N+) (11.9) 


Nous avons introduit l'opérateur N, ou opérateur nombre de particules? 
N =aa (11.10) 
qui vérifie les relations de commutation suivantes avec a et at 
[N, a] = —a [N, aï] = a' (11.11) 
Compte tenu de (11.9), il est équivalent de diagonaliser N ou H. 


11.1.2 Diagonalisation du hamiltonien 


Supposons que nous ayons trouvé un vecteur propre |v} de N, 
normalisable, mais pas nécessairement unitaire, de valeur propre v 


Nv) = vlv) 
On doit avoir v > 0 : en effet 
0 < |lajv)]? = {vla'alv) = (Nr) = v{vlv) 
ce qui implique que si v = 0, alors alv} = 0. Dans le cas contraire, av) est 
un vecteur de norme carrée v(v|v), et c’est un vecteur propre de N avec la 


valeur propre (v — 1), car, en utilisant (11.11) 


Na[lv)] = a(N -= Dv) = (v —-1){alv)] 


1. Afin de nous conformer aux notations usuelles, nous dérogeons à notre règle selon 
laquelle les opérateurs sont notés par des lettres majuscules. 
2. Cette terminologie sera justifiée au § 11.3.1. 
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Enfin at |v) est certainement un vecteur non nul, de norme carrée (+1)(v|v}, 
et c’est un vecteur propre de N avec la valeur propre (v +1). En effet, d’une 
part 

0 < latul]? = (vlaaile) = GI(N + Div) = (v +1) 


et d’autre part 
N{aï|v}] = at(N +1)lv) = w +1) {at|v)] 
Si v > 0, nous avons vu que alv) est vecteur propre de N avec la valeur propre 
(v—1). Si(v—1) = 0, a?|v) = 0. Si (v—1) > 0, on peut construire le vecteur 
non nul a?|v), de valeur propre (v—2), et continuer le processus si (v — 2) > 0. 
La suite des vecteurs 
av}, a!|v},a?|v),...,aP|v)... 

est une suite de vecteurs propres de N correspondant aux valeurs propres 

v,v—1l,...,(v—p)..…. 


Ceci montre que y est nécessairement un nombre entier. Sinon, pour p 
suffisamment grand, (v — p) deviendrait négatif et le vecteur a?|v) serait de 
norme négative. Il est donc nécessaire que la série s’arrête pour une valeur 
entière v = p telle que le vecteur aP*1|v) = 0. 

La suite des vecteurs 


(at) lv), (ab) lv), (aï)?lv),.…, (at)Ple)… 
forme une suite de vecteurs propres de N correspondant aux valeurs propres 
v,v+1,...,(v+p)..… 
En résumé, les valeurs propres de N sont des nombres entiers : 
m= 0; 2h 
On note |n) les vecteurs propres de N correspondant à la valeur propre n 
Nn) = atajn) = njn) (11.12) 


ou de façon équivalente pour H 
Hn) = hu (» + 5) In) (11.13) 


Les valeurs propres En de l'énergie étiquetées par l’entier n sont de la forme 


En =ho(n+;) (11.14) 
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Contrairement au cas de l’oscillateur classique, le niveau d'énergie Eo du 
fondamental n’est pas zéro, ce qui correspondrait à une particule immobile à 
l'équilibre, mais Eo = fw/2 : c’est l'énergie de point zéro de l’oscillateur 
harmonique. On peut en donner une explication qualitative grâce aux 
inégalités de Heisenberg (exercice 9.7.4). Il ne faut surtout pas confondre le 
vecteur propre |0} de l’état fondamental et le vecteur nul de l’espace de Hilbert 
H, lp} = 0 ! On remarque aussi que les niveaux d'énergie sont équidistants : 
c’est bien ce que l’on constate expérimentalement, en première approximation, 
pour les niveaux de vibration d’une molécule. 

Les vecteurs |n} sont bien sûr orthogonaux si n Æ n’ et nous les supposons 
désormais unitaires. Il reste à montrer qu'ils ne sont pas dégénérés, qu'ils 
forment une base de l’espace de Hilbert H, et avant tout que N a au moins un 
vecteur propre, ce qui n’est pas garanti pour un opérateur, même hermitique, 
dans un espace de dimension infinie ! Nous construirons explicitement dans 
la section suivante le vecteur |0} et nous montrerons qu’il est unique. Cela 
suffit à montrer que la série de vecteurs 


10}, (at)110}, (a*}210),…, (at}" 10) … (11.15) 


est unique. En effet nous pouvons raisonner par récurrence eñ supposant le 
vecteur |n} non dégénéré. Soit |n + 1) un vecteur propre de N correspondant 
à la valeur propre (n +1) : N\n +1} = (n+1)in+1). Alors, c étant un 
nombre complexe Æ 0, 


ajn + 1) = cjn) = afaln + 1) = cat[n) = jn +1) = 5 I jn) 
ce qui montre que |n + 1) x at|n) : si |0) est unique, le vecteur |n) est aussi 
unique à un facteur de phase près. 

Comme dans le cas de la base standard |jm} du moment angulaire, il est 
commode de fixer une fois pour toutes la phase relative des vecteurs propres 
de H. Si |n) est de norme unité, le vecteur aï|n) est de norme y'n +1 et par 


conséquent 
ajn) =e vn+1|n+1) 


Le choix de phase le plus simple est aœ = 0 et on a alors 


ailn} = Vn+1/n+1) (11.16) 
aln} = yn jn- 1) (11.17) 


Les équations (11.16) et (11.17) mettent en évidence le rôle de création et de 
destruction de at et a : af augmente n d’une unité, a diminue n d’une unité. 
Les vecteurs |n} se déduisent de |0) par 


In) = == (ai)" 0) (11.18) 


Il reste à montrer que les vecteurs |n} forment une base de H : nous renvoyons 
ce point de rigueur à l'exercice 11.5.1 
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11.1.3 Fonctions d’onde de l’oscillateur harmonique 


En mécanique ondulatoire, le hamiltonien de l’oscillateur harmonique 
s’écrit à 
R d 1 22 
-— — += 11.19 
2m dg? z zoea ( ) 


En définissant comme dans (11.4) la variable sans dimension u 


hN d 172 d 
E A RE 12, 
q ( ) u er i(imuw) Ja (11.20) 


le hamiltonien (11.2) devient 
g2 
hw -i te (11.21) 


On aurait pu obtenir directement cette forme de H à partir de la première 
des équations (11.9) en remarquant que u et —id/du ne sont autres que les 


réalisations dans l’espace LPR) des opérateurs À et Ê. Il serait possible de 
chercher directement les solutions de 


2 


Honlu) = Shw |- sal pnlu) = Enpnlu) (11.22) 


avec gn(u) = (u[n), mais nous nous limiterons à montrer l’unicité du vecteur 
|0) dont nous nous sommes servi ci-dessus. Comme (u|0) = ço(u), l'équation 
a|0) = 0 devient 


(ulal0) = Ê + Z polu) =0 


qui s'intègre immédiatement en 
fps (11.23) 
Po FE 71/4 $ 


Le facteur 77!/{ assure que ọọ est normalisé à l'unité. Cette solution est 


unique, ce qui prouve que les vecteurs propres donnés par la série (11.15) sont 
non dégénérés. Il est immédiat de vérifier que wo(u) obéit à (11.22) avec la 
valeur propre hw/2. La fonction wo(u) vérifie bien la propriété caractéristique 
de la fonction d’onde d’un état fondamental : elle ne s’annule pas, ou de façon 
équivalente, elle n’a pas de nœuds. 

Déterminons enfin la forme explicite des fonctions d’onde pn (u) = {uln). 
Multiplions à gauche (11.18) écrit sous la forme 


pr) = == (ô 1)" jo) 


2 n! 
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par le bra (ul 


Pn(u) = (uln) = = (u — $) eu°/2 (11.24) 


Les fonctions wA(u) sont orthogonales pour n # n’ et normalisées à l’unité 
en raison de (n|n’} = nn’. Les fonctions définies dans l’équation (11.24) sont 
reliées aux polynômes de Hermite H,(u) 


n 
e%Ÿ/2 H (u) = (e = Ž) e72 (11.25) 
du 
par 
Lol war 1.26 
Pn(u) = Pay mu e n(u) (11.26) 
Les premiers polynômes de Hermite sont 
Ho(u) =1 Hi(u) = 2u H(u) = Au? — 2... 


En résumé, on peut établir un « dictionnaire » permettant de passer de 
la « représentation n » du § 11.1.2 à la représentation du § 11.1.3 des états 
propres de À en termes de fonctions d’onde pn(u). Dans le résumé ci-dessous, 
la première équation est écrite dans la base |n), et la seconde est l'équation 
équivalente en mécanique ondulatoire. 


© —————— 
e Équation aux valeurs propres 


z (P+) m= (n+ 3) + 


1 q? s 1 
9 (5 +u ) Pn(u) = (z+ 5) Pn(u) 
e Relations d’orthonormalisation 
oo 
nm) = ônm => J du p} (u)pm(u) = fnm 
—00 
e Relation de fermeture 


Y Inin = I = VS pntu)pr(u) = ôu — v) 


La conjugaison complexe est en fait superflue car les fonctions w,(u) sont 
réelles. 
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11.2 États cohérents 


11.2.1 Définition et propriétés des états cohérents 


Les états cohérents, ou états semi-classiques, sont des états quantiques 
remarquables de l’oscillateur harmonique : dans ces états, les valeurs 
moyennes des opérateurs position et impulsion ont des propriétés aussi proches 
que possibles des valeurs classiques de la position q(t) et de l'impulsion p(t). 
L'exercice 11.5.3 montre que l’expression des états cohérents découle de cette 
propriété. Nous les définirons ci-dessous a priori. Soit z(t) un nombre 
complexe, combinaison de q(t) et p(t) 


Mw i 
z(t) = + ——— pit 11.27 
O = y Ot r (11.27) 
À partir des équations du mouvement classique 
dg(t) _ 1 dp(t) 2 
-2 =n 11. 
Dept) BE maali) (11.28) 
on montre que z(t) vérifie l'équation différentielle 
dz . 
di —iwz(t) (11.29) 


qui a pour solution i 
z(t) = 20e it 

Le nombre complexe z(t) décrit une trajectoire circulaire dans le plan 

complexe en z avec une vitesse uniforme. On déduit de z(t) la position q(t), 


l'impulsion p(t) et l'énergie de l’oscillateur 


q(t) = yZ Rez(t) 


p(t) = V2mħw Im z(t) (11.30) 
E = ħw|zol? 


Il est facile de montrer que la valeur moyenne (a)(t) de l'opérateur 
d’annihilation a obéit à la même équation différentielle que z(t) 
(exercice 11.5.3). Ceci suggère de chercher les vecteurs propres de 
l'opérateur a, dont nous allons montrer qu’ils existent®, car les valeurs 
propres correspondantes obéiront alors à (11.29). Ces vecteurs propres sont 
précisément les états cohérents. Un état cohérent |z} est défini par 


lz) = RS En) = e712 68210) (11.31) 
n=0 : 


3. Il n’est pas évident a priori que a, qui n’est pas un opérateur hermitique, ait des 
vecteurs propres, et encore moins que ces vecteurs propres forment une base de H. 
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Énonçons quelques propriétés des états cohérents et vérifions tout d’abord que 
|z} est vecteur propre de a. 


e L'état cohérent |z} est un vecteur propre de l’opérateur d’annihilation 
(non hermitique) a avec la valeur propre z 


alz) = 2/2) (11.32) 


Pour le montrer, on peut utiliser directement (11.31), mais on peut aussi 
se servir de l'identité (2.54) de l'exercice 2.4.11 qui s'écrit ici 
e% zae? —0+ zlat, a] =a- z 
e%Za = (a — z}e®* 
Il suffit d'appliquer les deux membres de cette dernière équation sur le 
vecteur |[0) pour obtenir (11.32). 


e Le vecteur |z} est unitaire : (z|z) = 1 et le module carré du produit 
scalaire {2|z'} 
|{212")? = exp (-lz - 2'i’) (11.33) 


est une mesure de la « distance » entre les deux états cohérents. 


e La distribution des valeurs de n suit une loi de Poisson 


p(n) = Mala = Et (11.34) 


ce qui donne pour la valeur moyenne (n) = |z|? et pour la dispersion 
An = |z]. 


e L’action de exp(AN) sur un état cohérent, où À est un nombre imaginaire 
pur (|exp À] = 1}, redonne un état cohérent 


Le n 99 n 
eòNjz} = eòNe7l2l?/2 D» Le In) = e7l2l1?/2 5y ee en) 
n=0 Va! n=0 vnl 


= e7l21?/2 y ea In} = |e*z) (11.35) 
azo Vi 
La relation | exp À| = 1 a été utilisée uniquement pour obtenir la dernière 
égalité. 
e Les états cohérents forment une base « surcomplète » 


[= aeei (11.36) 


T 
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Pour montrer cette identité, on la prend en sandwich entre le bra {n| et 
le ket |m}; posant z = pexp(i8) 


dRe zdIm z k 27 g znz*m a 
JE haem = f of Ee 
0 


où nous avons utilisé le changement de variables p? — u et 


[o +) 
Î duu"e “= mn! 
0 


Une conséquence directe de (11.36) est que les « éléments de matrice 
diagonaux » (2|A|2) suffisent à définir complètement un opérateur À 
(exercice 11.5.3). 


Ces propriétés permettent de calculer aisément les valeurs moyennes 


Ql = 1 = (z| (a+ a) 12) = 4/ Ea Rez 


{zlPl2) = V2ħmw Imz (11.37) 
Cle) = ho (1e? +3) 


Ceci est le résultat classique (11.30), si Pon ignore l’énergie de point zéro hw/2 
dans l’expression de (AH). De plus, si l’état de l’oscillateur harmonique est un 
état cohérent au temps t = 0, cette propriété est conservée par l’évolution 
temporelle. Supposons en effet que l’oscillateur se trouve au temps t = 0 dans 
l’état cohérent |y(t = 0)} = |20) et calculons |p(t)) 


lelt) = e`iHt/h |zo) = e iwt/2 e ivNt |z0) = e iwt/2 |[zoe it) (11.38) 


où nous avons utilisé (11.35). Au facteur de phase exp(—iwt/2) près, on 
retrouve l’évolution classique z(t) = zoexp(—iwt). Si l’on part d’un état 
cohérent au temps t = 0, l’évolution des valeurs moyennes (Q), {P\ et (H) 
suit très exactement l’évolution classique de q(t), p(t) et E. Nous avons 
donc montré que les valeurs moyennes dans un état cohérent suivent les lois 
classiques. 

Il est également instructif de calculer les dispersions. Évaluons par exemple 
(Q?) dans l’état cohérent |z) 


ñ 
(Q?) = ; {zja? + (at)? + aat + atalz) = (zla? + (at)? + 2ala + 1/2) 


Mw 2mw 
sim *\2 CR 2 
Dr [1+ (z +2*)}] = FA [1 + 4(Rez)°] 
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Un calcul analogue (exercice 11.5.3) donne {P?} et {H?), d’où l’on déduit les 
dispersions‘ dans l’état cohérent |2) 


h mħw 
AR = V Smg AP = ra A-H = alz (11.39) 


La dispersion A, H peut être obtenue en utilisant AH = hwA,N et A;N = 
An = |z| d’après (11.34), mais il est équivalent de calculer directement 
(z|N°|z)}. On note que Pinégalité de Heisenberg est saturée dans un état 
cohérent : A-Q À,P = ħ/2 et que pour |z| > 1 


AH 1 
(H) Hl 


En résumé, pour |z| > 1, les dispersions autour des valeurs moyennes sont les 
plus faibles possible. 


— 0 si |z| — œ 


11.3 Introduction aux champs quantifiés 


11.3.1 Ondes sonores et phonons 


Lorsque les amplitudes de vibration sont faibles, un système d’oscillateurs 
couplés peut être décomposé en modes normaux et être mis sous la forme 
d’une somme d’oscillateurs harmoniques indépendants. Un cas intéressant est 
celui des vibrations dans un solide, que nous allons utiliser pour introduire 
les champs quantifiés. Le premier modèle quantique de vibrations dans 
un solide cristallin est dû à Einstein, qui suppose que chaque atome peut 
vibrer indépendamment des autres autour de sa position d’équilibre avec une 
fréquence w. En physique quantique, à chaque atome est donc associé un 
oscillateur harmonique quantifié de fréquence w. Ce modèle fut le premier 
à expliquer qualitativement le comportement de la chaleur spécifique des 
solides à basse température : alors que la loi de Dulong et Petit prévoyait 
une chaleur spécifique indépendante de la température, l'expérience montrait 
au contraire que cette loi n’était valable qu’à une température suffisamment 
haute, et qu’en réalité la chaleur spécifique diminuait avec la température. 
Cependant le modèle d’Einstein ne donne pas des résultats quantitativement 
corrects, ce qui n’est pas surprenant, car l'hypothèse selon laquelle les atomes 
vibrent indépendamment n’est pas réaliste : si tel était le cas, les vibrations ne 
pourraient pas se propager dans un solide et il n’y aurait pas d’ondes sonores ! 

Nous allons étudier le modèle le plus simple possible de chaîne 
d’oscillateurs couplés, en nous limitant au cas à une dimension. À l’équilibre, 
N atomes sont disposés à intervalles réguliers } sur une droite : les N positions 


4. Nous utilisons indifféremment pour les dispersions les notations (AP, AQ) ou (âp, Ag) 
car aucune ambiguïté n’est possible. 


390 Physique quantique 


An—1 qn Qn+1 In+2 
= + + 
I I 
3 A Í s 
F l I l I l I 
[l I L 1 
RER sé Eare iR à >T 
Tn—1 Tn Tn+1 Tn+2 


FIG. 11.1 — Modèle pour les vibations dans un solide : chaîne de ressorts. 


d'équilibre ont pour abscisses x, = nl, n —0,1,...,N — 1. Il sera commode 
d'utiliser des conditions aux limites périodiques thin = £n, mais il serait 
également possible de supposer des conditions aux limites d’annulation : 
zo = tn+1 = 0. Comme précédemment, on appelle qn l’écart à l’équilibre de 
l'atome n. Le couplage entre les atomes n et n + 1 est décrit par un terme 
(K/2)(qn — Gn+1)?, où K est une constante, et le hamiltonien classique de 
l’ensemble est 


(qn+1 — Qn)? (11.40) 


Ce hamiltonien est en fait celui de N masses identiques m reliées par des 
ressorts identiques de raideur K (figure 11.1). Dans (11.40), m est la masse 
des atomes, Pn = Mån leur impulsion. Le premier terme de Ha est l’énergie 
cinétique, le second l'énergie potentielle. Les équations du mouvement 
correspondant au hamiltonien (11.40) s’écrivent 


Mn = -K [(qn = Gn-1) F (Qn E An+1)| (11.41) 


Commençons par le problème classique : pour découpler les modes qn, nous 
allons chercher les modes normaux, ce qui se fait en prenant la transformée 
de Fourier sur réseau des gn et des pn 


N-1 
1 n 27 
ity s U k = 35 — i= 0,..., N —1 
dk = JN 2. An = È knQn J *X NI J 


(11.42) 
Afin d’alléger les notations, nous n’avons pas utilisé 4; pour désigner la 
transformée de Fourier, l’indice k ou n permettant de distinguer entre les 
composantes de Fourier qx et les positions qn sur le réseau. La matrice Ur, 
effectue une transformation de Fourier discrète, ou sur réseau, et c’est une 
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matrice unitaire 
> UknUi y = D = 5 De e-ik'zn 
$ Lo [TU - 980] 
1 1 — exp(2ir(j — j')) 


= N I- eplin FN) T 


c'est-à-dire, en remarquant que Uf, = US, = U-kn 
NO UnU] y = X UknU -kn = Skk (11.43) 


L’intervalle de variation de k est 


27(N — 1) 


0<k< 
LUS NI 
mais, compte tenu de la périodicité, nous pouvons le remplacer par l'intervalle 


T T 
PRE de 
1 SÈS7 


qui est appelé première zone de Brillouin ; comme nous supposons N > 1, 
nous avons négligé les effets de bord. L’unitarité de Ugn permet d'écrire la 
transformation de Fourier inverse de (11.42) 


qn = 7 D. e Er gp = D Unet = > U-kngk (11.44) 


k=-7/l 


La transformation de Fourier (11.42) et son inverse (11.44) s’appliquent aussi 
bien à l'impulsion : il suffit de faire les substitutions qn — Pn, qk — Pk- 
On obtient l'expression recherchée du hamiltonien en exprimant pn et qn en 
fonction de pp et gk. Le terme d’énergie cinétique est le plus simple à évaluer 


Y = 5 5 U-knU-k'npPkPk' = Xo srw PkPk' = X Pxp-k 
n n o k,k' k,k' k 


ce qui n’est pas autre chose que la relation de Parseval. Examinons ensuite le 
terme d'énergie potentielle 


N (nsi — qn)? = D > (e= — 1) (e= = 1) U-knU-k' nakak 


n n k,k' 


. ; kl 
SEE- (e-ga 1) (2) are 
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=  ——————  ————— p 


—r/i 0 m/l 


FIG. 11.2 — Loi de dispersion des modes normaux. 


Combinant ces deux équations, nous arrivons à une expression de He où les 
modes sont presque découplés 


Ha SD on k +3K Dsn? ( ) aa k 


PkP-k 1 
2 ; Em +3m2 RU k (11.45) 


Nous avons défini la fréquence wą du mode k par 


= TES sin — El (11.46) 


La loi (11.46) donnant la fréquence wg en fonction de k est la la loi 
de dispersion pour les modes normaux (figure 11.2). D'expression (11.45) 
de Ha en fonction des modes normaux a été obtenue dans le cadre de la 
physique classique. Elle se généralise immédiatement à la version quantique 
en remplaçant dans (11.40) les nombres p, et qn par des opérateurs P, et Qn 
obéissant aux relations de commutation 


[Qn Pw] = ihônn I (11.47) 
car les opérateurs correspondant à des atomes n et n’ différents commutent. 


Les transformations de Fourier se transposent sans modification à la version 
quantique du problème et nous avons donc 


Os PPk 1 . > fkl 
Fr a Ton Ẹ QkQ -k 


E P,P_x 1 2 
= > Su + 212 ut QxQ-s 
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Les relations de commutation des Qk et des Pk sont 


(Qr, Pr] = Y UrnUrn [Qn Pa] = RES UrnUtn = ihôk,-x 1 (11.48) 


nn’ 


Il reste à découpler les modes k et —k. Pour ce faire, nous introduisons les 
opérateurs d’annihilation et de création des modes normaux, par analogie 
avec (11.4) et (11.6)-(11.7) 


Qk = ne (ax + als) Pk = zi Tres (ax at) (11.49) 


Il est immédiat de vérifier que les relations de commutation (11.48) sont 


satisfaites à condition queÿ 
[ak al] = Ske I (11.50) 


On remarquera le facteur 64. _x dans (11.48) et ôxx dans (11.50). Ce facteur 
a pour origine les conditions aux limites périodiques, qui impliquent des 
ondes planes avec k > 0 et k < 0. Si l’on utilise des conditions aux 
limites d'annulation, on a seulement k > 0 et on trouve un facteur ôgg : 
exercice 11.5.9. En substituant les relations (11.49) dans l’expression de H et 
en utilisant les relations de commutation (11.50) nous aboutissons à la forme 
finale de H 


(11.51) 


Le hamiltonien est une somme d’oscillateurs harmoniques indépendants de 
fréquence wx. Soit |r} un état propre de H, H|r) = E,;.[r) ; compte tenu des 
relations de commutation (11.11) 


Hair) = (ax H +[H,a@])|r) = (Er — Rwx)ar|r) 
Hair) = (af H + [H,ai]) Ir) = (Er + hwx)alir) 


L'opérateur de création a augmente l’énergie de Awg, tandis que l'opérateur 
d’annihilation ay; diminue l'énergie de wg. À cette énergie est associée une 
excitation élémentaire ou une quasi-particule, appelée phonon. L'opérateur 
Np = alap, qui commute avec H, compte le nombre de phonons dans le mode 
k. Soit |04) l’état fondamental du mode k : ag|0k} = 0 ; cet état correspond à 
zéro phonon dans le mode k. On construit l’état |n} qui contient ng phonons 
dans le mode k en utilisant (11.18) 


1 


ne! 


Ink) = (aj)"*|04) (11.52) 


5. De façon équivalente, on peut exprimer ax et at en fonction de Qx et Pp et en déduire 
les relations de commutation (11.50). 
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et les états propres de H par produit tensoriel d'états [nz) 


Ir) = QE" nl) (11.53) 
n/L 
Hlr) = 5D (r + 5) Rx |r} (11.54) 
k=-x/l 


L'espace de Hilbert ainsi construit est appelé espace de Fock. L'état |r} est 
spécifié par la donnée des nombres d’occupation npg, ou nombre de phonons 
dans le mode k. Le formalisme que nous venons de développer permet de 
décrire des situations où le nombre de particules est variable, et nous venons 
en fait de construire un champ quantifié en utilisant l'exemple non trivial le 
plus simple possible. 


11.3.2 Quantification du champ scalaire à une dimension 


Après la quantification des vibrations sonores, notre objectif est 
maintenant celle du champ électromagnétique ; nous allons passer par une 
étape intermédiaire en quantifiant un modèle simple, celui du champ scalaire 
à une dimension que nous allons définir ci-dessous, qui est un modèle 
physiquement pertinent pour les vibrations d’une barre élastique considérée 
comme un milieu continu. Lorsque |k|l « 1, la loi de dispersion (11.46) 
devient linéaire en |k] 


K 
kli: wS y = ll = cs|k| (11.55) 


où cs = l/K/m est la vitesse du son pour les faibles fréquences. Il sera utile 
de récrire cette équation comme une relation entre la vitesse du son, le module 
d'Young? Y = KI et la masse par unité de longueur u = m/l 


Y 
c = E (11.56) 


Notre champ scalaire sera la limite aux grandes longueurs d’onde À > { (ou 
|k|l « 1) du modèle sur réseau de la sous-section précédente, et la loi de 
dispersion linéaire (11.55) wk = c;|k| sera supposée valable pour toute valeur 
de k. En fait notre objectif ultime est de prendre la limite  — 0, aussi appelée 


6. À une dimension, l'allongement AL d’une barre de longueur L sous l’action d’une 
force F = KArz vérifie 
AL_F âz F 


L Y l Ki 
d’où Y = KI. À trois dimensions AL/L = F/(YS), où S est l'aire de la section droite de 
la barre, et Y = K/l, cs = ~Y /p avec u = m/lÿ. 


11. Oscillateur harmonique 395 


limite continue du modèle sur réseau. On introduit deux fonctions (x,t) et 
r(x,t) telles que 


Qn(t) = P(Tnst) Pn(t) = In(znt) (11.57) 


Dans la limite des grandes longueurs d’onde, les élongations qn(t) et 
les impulsions p,(t) varient peu d’un site à l’autre et on peut utiliser 
l'approximation suivante pour la dérivée de w(x,t) par rapport à x 


= : [Y(En+1,t) — (an, t)] = : [an (t) — qn(t)] (11.58) 


ðr 


TT 
L'équation du mouvement (11.41) devient 


dv 


Has. © 5 (llenn) — P(an)] + [pl£n-1) — p{an)]) 


Un développement de Taylor à l’ordre 1? donne 


PE pa 
T —ł)— xl- 
p (4 p Əz 
et on obtient une équation d’ondes décrivant la propagation de vibrations à 
la vitesse cs 
8? 3? 
LA A) (11.59) 


dE pr 


Le hamiltonien classique s'écrit en fonction de pn et mn 


m= b Pu (se e2] 


ce qui est une approximation de l'intégrale 


(11.60) 


où L = Nl est la longueur du système : Ha dans (11.60) est la version 
continue” de (11.40). Nous avons supprimé la dépendance par rapport au 
temps : p(x) = y(x, t = 0) et r(x) = r(x, t = 0) car Ha est indépendant du 
temps. 


7. Le lecteur familier de la mécanique analytique remarquera que les équations de 
Hamilton sont 
ôH 1 3 ôH 926 
=== = —Y = 
ôn(z) pu ôp(x) ôx? 


ce qui donne bien l'équation d’ondes (11.59). 


up 
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Comme dans la sous-section précédente, nous allons décomposer y(x) et 
m(x) en modes normaux à l’aide d’une transformation de Fourier. Définissons 


Pk Par 


L 


* 1 ikx l ikæ 
a= dze” pla) = g De T olEn) = Vigs (11.61) 


par comparaison avec (11.42). Inversement 44 est donné par 
1 ik 
glz) = Ii eye (11.62) 
7 


La relation pour px correspondant à (11.83) est my = I7 !2pp. Nous allons 
maintenant passer à la version quantique, en substituant aux nombres pkp 
et m4 des opérateurs ®, et II, obéissant à des relations de commutation? 
déduites de (11.48) 

(D, Ur] = iôr, pr I (11.63) 


l'équation équivalente pour m(x) par les opérateurs ®4 et Iy, les fonctions 
g(x) et m(x) deviennent des opérateurs (x) et Il(x) : (x) est appelé 
opérateur de champ ou champ quantifié”. On remarquera que &(x,t) et I(x, t) 
sont étiquetés par une variable continue x, tandis que leurs transformées de 
Fourier &, et Il, sont étiquetées par un indice discret k. Cette propriété 
découle de l’utilisation de conditions aux limites dans une boîte : 0 < x < L. 
La variable x n’est pas une variable dynamique qui se transforme en opérateur 
dans la version quantique du problème, mais une étiquette d’un point sur la 
barre, et les opérateurs fondamentaux sont ® et II. 

Nous pouvons maintenant exprimer le hamiltonien quantique H en 
fonction des composantes de Fourier de II et ® : écrivons par exemple le 
terme d'énergie potentielle en fonction des &4 


ri ə’ 1 d DD (—ik)(—ike-ikt ete 
| ne AI ÉD. ky (—ik)(—ik ee 


k,k’ 
ND ER, -w =Y k kD 4 
k k 


En A si l’on remplace les nombres px et mk dans (11.62) et dans 


8. La démarche usuelle consiste à déduire ces relations des relations de commutation 
canoniques à temps égaux postulées entre le champ (x,t) et son « moment conjugué » 
(x, t) 

[(x,t),II(x',t)] = ihô(x — x’) 
relation qui est démontrée en (11.69) à partir de (11.63). Cette démarche est considérée — à 
tort — par certains auteurs comme plus « rigoureuse », mais elle est tout aussi heuristique 
que celle suivie ici. 

9. La construction que nous avons suivie est parfois appelée « seconde quantification ». 
Cette expression est totalement incorrecte : il est clair qu’il n’y a qu’une seule quantification, 
et l'expression « seconde quantification » devrait être définitivement bannie. 
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On obtient l'expression suivante pour le hamiltonien quantique H 
1 1 
H = — Hkg + = uek’ DD 11.64 
D k k+ ghe k e) ( ) 


Introduisons enfin comme en (11.49) les opérateurs ax et a} qui vérifient les 


relations de commutation (11.50) 


Px = 4 | z (ax + a) Ik = : ee (ax = ap) (11.65) 


H prend à nouveau la forme d’une somme d'’oscillateurs harmoniques 
indépendants 


H =X ho (olos + 5) (11.66) 
k 


Le résultat est superficiellement identique à (11.51), mais il y a une différence 
de taille ! En effet, les vecteurs d'onde k étaient précédemment limités : 
|k] < æ/l. À la limite continue, il n’y a plus de borne sur k et l'énergie de 


point zéro 
1 
Eo = > zok 


est infinie. Toutefois ce résultat infini est artificiel dans ce cas précis 
(exercice 11.5.6). En effet, lorsque le vecteur d’onde k devient grand, ou 
de façon équivalente lorsque la longueur d'onde À = 2r/k devient petite, 
de l’ordre du pas l du réseau, la théorie continue n’est plus valable : c’est 
seulement si la longueur d’onde d’une vibration vérifie À > l que cette onde 
ne voit pas réseau cristallin sous-jacent. Nous retrouverons ce problème de 
l'énergie infinie dans le cas du champ électromagnétique, où cette fois k n’est 
pas limité. 

Donnons en conclusion de cette sous-section le développement de Fourier 
du champ quantifié ®4(x,t) dans le point de vue de Heisenberg (4.30), avec 
y (z, t = 0) = s(x) = (x). La dépendance par rapport au temps s’obtient 
à l’aide des équations 


a(t) = AE qp eiHt/h = qp e—iwrt 


a} (t) = eiAUR a} e—iHUR — al eiwrt 


(11.67) 


que l’on montre à partir de 


dak 


= ilal), H] = —iwrarlt) 


et l’on obtient 


| À 1 ; à . , 
glr, t) = 4] — > —— [a e (kr—iwrt) + afete iwn] 11.68 
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On vérifie sur cette expression que l'opérateur de champ ®(xz,t), dont les 
dimensions sont celles d’une longueur, est bien hermitique. Il est immédiat 
de calculer les relations de commutation de ®x(x,t) et de Ilx(x”,t). Plaçons 
nous d’abord à t = 0, (x) = g (x,t = 0), H(z’) = Ig (x,t = 0) 


Wp : Sg? sut 
[b(x), I(x) = DAS £ E [ore + a eTit ap ekt — ai, enr al 
LÉ 


= = Se )7 = ihô(x — x!)I (11.69) 


où nous avons utilisé (9.145) pour obtenir la dernière égalité. Comme ce 
commutateur est un multiple de l'identité, on obtient trivialement le même 
résultat pour le commutateur à temps égaux [® y (x,t), Hn(x',t)]. 


11.3.3 Quantification du champ électromagnétique 


La quantification du champ électromagnétique suit le schéma de celle du 
champ scalaire de la sous-section précédente, avec trois modifications : nous 
devons passer de une à trois dimensions, tenir compte du caractère vectoriel 
du champ électromagnétique et remplacer la vitesse du son €, par celle de 
la lumière c. Rappelons les équations de Maxwell (1.8)-(1.9) pour le champ 
électrique Ë et le champ magnétique B 


V.B=0 Fsi- © (11.70) 
=> p _ Pem 25 z_ Ë doz 
V-E= a cVxB= 3 5 Jem (11.71) 


Les deux équations (11.70) sont des équations de contraintes sur les champs Ẹ 
et B, tandis que les deux équations (11.71) dépendent des sources du champ 
électromagnétique, c’est-à-dire de la densité de charge pem et de la densité de 
courant Jm. On déduit des équations de Maxwell l'équation de continuité 


pem 


V + Tom = 11.72 
at +V.3 0 ( ) 


On pourrait songer à quantifier les champs È et B. Cependant cette idée se 
heurte à deux difficultés : tout d’abord E et B sont liés par des contraintes, ce 
qui fait que les six composantes ne sont pas indépendantes, et surtout, comme 
le montre l’effet Bohm-Aharonov!°, l'interaction du champ électromagnétique 
avec les charges n’est pas locale. On préfère passer par l’intermédiaire des 


10. Voir par exemple Feynman et al.[1965], Vol II, chapitre 15. 
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potentiels’! scalaire V et vecteur À dont on déduit les champs 


Daae, GENA (11.73) 
ot 

Cette utilisation des potentiels au lieu des champs ne devrait pas surprendre : 
en effet, en mécanique quantique, nous n’avons jamais utilisé les forces, reliées 
directement aux champs Æ et B par la loi de Lorentz (1.11), mais toujours 
l’énergie potentielle. En mécanique quantique, ce sont l’énergie et l'impulsion 
qui jouent le rôle fondamental, car ce sont elles qui influencent directement la 
phase de la fonction d'onde. En présence d’un champ électrique E, c'est 
le potentiel V qui intervient directement dans l'équation de Schrödinger 
via l'énergie potentielle V = qV. On ne sera pas surpris qu’en présence 
d’un champ magnétique B, ce soit le potentiel vecteur À qui intervienne 
directement dans l’équation de Schrödinger, et non le champ B. 

Les potentiels ne sont pas uniques. En effet dans une transformation de 
jauge 


(11.74) 


où A(r,t) est une fonction scalaire de l’espace et du temps, les champs È et 
B ne sont pas modifiés. Afin de lever l'arbitraire sur les potentiels (À, V), 
on fait souvent un choix de jauge en imposant une condition sur (À, V). Un 
choix fréquent que nous adopterons (mais ce n’est pas le seul possible !) est 
celui de la jauge de Coulomb, ou jauge de rayonnement 


-> > 


Ÿ.A=0 (11.75) 


Avec ce choix, le potentiel vecteur est transverse : en effet, si l’on passe 
dans l’espace de Fourier, la condition (11.75) se traduit par k- A(k) = 0 
(voir également l'exercice 11.5.7). D’après la première des équations (11.71) 
t (11.73) 


d’où l’on déduit le potentiel scalaire V 


1 Pem(T”;t) 


Ne FF | 


d?r’ (11.76) 


Cette expression du potentiel scalaire est appelée potentiel de Coulomb 
instantané, car les effets de retard ne sont pas apparents : le temps t dans V 


11. Nous utilisons la notation V pour le potentiel électrique, afin de ne pas créer de 


confusion avec l'énergie potentielle V : une particule de charge q dans le potentiel V a une 
énergie potentielle V = qV. 
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est le même que celui de la source pem. Cette caractéristique pourrait sembler 
incompatible avec la relativité, mais on doit se souvenir qu’un potentiel n’est 
pas directement observable, et la contradiction est seulement apparente!?. 

En l’absence de sources : Pem = Jem = 0, la seconde des équations (11.71) 
s'écrit 


mn. _# PRET 5 aVV) 624 
2 2G.. D 2o - 
CV xX(V x À) = cV.(V.-A)-cV*A ET 3e 
soit, en tenant compte de (11.75) et de V = 0 
PA V?À =0 (11.77) 
at? = | 


Cette équation d’ondes est l’analogue de (11.59) avec les trois différences 
suivantes : (i) la dimension d’espace est trois, et non un ; (ii) la vitesse 
est celle de la lumière c et non celle du son cs ; (iii) le champ À est un champ 
vectoriel et non un champ scalaire. Compte tenu de l’expression classique de 
la densité d'énergie du champ électromagnétique, l'expression du hamiltonien 
classique est 


Ha = zeo far (E? +@8B?) (11.78) 


Si À est l’analogue de w, alors Ë = —89Â/ôt sera celuil# de m tandis que 
le terme c2B?, qui dépend des dérivées spatiales de À, sera l’analogue de 
c2(0p/0x)?. Nous pouvons écrire directement un développement de Fourier 
du champ quantifiél4 Ap(F,t) par analogie avec (11.68), à condition de 
faire les substitutions L — L’ et p — eg. Cette dernière substitution se 
déduit de la comparaison des termes epc?(V x A)? dans (11.78) et pe? (0pôx)” 
dans (11.60). Une dernière différence avec (11.68) vient du caractère vectoriel 
de À : a priori une composante de Fourier de À devrait être décomposée sur 
une base orthonormée de trois vecteurs k, &(k) et &(k), avec k : &(k) = 0. 
C’est effectivement ce qui se passerait pour des vibrations sonores à trois 
dimensions dans un milieu isotropel, où les vibrations peuvent être soit de 
compression, c’est-à-dire longitudinales et parallèles à k, soit de cisaillement, 
C'est-à-dire transversales et perpendiculaires à k. Dans le cas du champ 
électromagnétique, la condition de jauge (11.75) se traduit dans l’espace de 
Fourier par Å- Alk) = 0 et il n’y a pas de composante longitudinale. Tenant 
compte de tous ces facteurs, nous pouvons généraliser (11.68) et écrire le 


12. cf. Weinberg[1995], chapitre 8. 

13. En fait dans une formulation du type mécanique analytique de l’électromagnétisme 
(cf. la note 7), c'est —e0Ë qui joue le rôle de moment conjugué de À, comme le 
montre (11.85). 

14. Afin de distinguer les champs quantifiés des champs classiques, nous les désignons 
par des lettres « sans sérif » : À, E, B. 

15. Toutefois, notre discussion est trop simpliste car la vitesse des ondes de compression 
diffère de celle des ondes de cisaillement. 
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champ électromagnétique quantifié$ dans le point de vue de Heisenberg (nous 
continuons à utiliser des conditions aux limites périodiques dans une boîte de 
volume V = LÌ, ou quantification dans une boîte) 


hell NS 
Ag(r,t) = 2e0L3 22 ga (11.79) 


x [ages (kje Er- +a al. ë * (ke re) 


Les vecteurs unitaires &,(#), orthogonaux à Æ, décrivent la polarisation. On 
peut choisir une base de polarisation complexe, par exemple une base d’états 
de polarisation circulaire : s = D, G, d’où la nécessité du complexe conjugué 
dans le second terme de (11.79), qui assure l’hermiticité de À. L'expression 
du projecteur sur le sous-espace orthogonal à Ě est souvent utile 


> esi(k) ex; (k) = kik; (11.80) 


Les opérateurs az, ) détruisent (créent) des photons de vecteur d’onde k 
et de polarisation s. Go obéissent aux relations de commutation 


lag at, „] = ôg pôso I (11.81) 


On déduit de (11.79) l’expression du champ électrique quantifié Ex = 
—0A x /Ot 


s=1 
x lag, a (be Erut) of g, * (je iE ne) (11.82) 
et celle du champ magnétique, compte tenu de 
Ÿ x (es (her") = ik x gk) e E7 (11.83) 
h 21 N 
Ba(r,t) = ETES k 


x (ës (kjag ent) — g7 h)a} e FF |) (11.84) 
Comme dans une onde plane classique, B = (k/c) x E. Il est facile, comme 


dans le cas du champ scalaire, de calculer les commutateurs des diverses 


16. Nous avons passé sous silence quelques problèmes délicats : voir par exemple 
Weinberg |1995], chapitre 8, pour une discussion approfondie. 
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composantes du champ à t = 0. On trouve les relations de commutation 

suivantes entre la composante A; du champ et celle —e5E; de son moment 
conjugué (exercice 11.5.8) 

[A (F), —E0E;(F')] = ih dk ikr’) ôs; — kiki MI 11.85 

ilr), —E0E; (r =1 Cry ° ij — Mi; (11.85) 


où nous avons utilisé (9.151). On en déduit que E, commute avec By, mais 
non avec B, ou B, : on ne peut pas mesurer simultanément au même point la 
composante x du champ électrique et la composante y du champ magnétique. 

L'expression du hamiltonien (exercice 11.5.8) généralise 
trivialement (11.66) 


1 
H = Y hur (a Es + >) (11.86) 


E,s 


On en déduit l'énergie (infinie) de point zéro 


1 L3 3 heL? 175 
Eo = 3 > hwr — En fa k hek = 2 f k° dk (11.87) 
k,s 


où nous avons utilisé (9.151). Dans le rayonnement du corps noir, la 
mécanique quantique s'était révélée capable de contrôler les fluctuations 
thermiques, qui conduisaient à une énergie infinie en mécanique statistique 
classique. Mais nous avons éliminé cet infini pour en introduire un autre, 
cette fois lié aux fluctuations quantiques. Ces fluctuations quantiques ont 
des effets observables, comme l'effet Casimir (exercice 11.5.12). L'énergie de 
point zéro est aussi appelée énergie du vide, dont les propriétés restent encore 
aujourd’hui largement débattues, et qui pourrait jouer un rôle important en 
cosmologie. 

On peut écrire un couplage du champ quantifié avec une source classique 
Jem (F, t) de la forme 


W(t) = - J d?r Fom (F, t) - A(F) (11.88) 


Ce couplage généralise celui (11.124) de l’oscillateur harmonique forcé dans 
l'exercice 11.5.4 : la force f(t) est remplacée par la source 7Zn et l'opérateur 
position Q par le champ quantifié À. On peut alors montrer que si l’on 
part d’un état à zéro photon et si la source agit pendant un temps fini, 
on obtient un état cohérent du champ électromagnétique, où le nombre de 
photons dans un mode K est donné par une loi de Poisson dont la valeur 
moyenne est déterminée par |[Zm(k,wx)|?, Jem(k,wx) étant la transformée de 
Fourier quadridimensionnelle de Zem(?, t)”. 


17. Voir l'exercice 11.5.4. On trouvera un traitement détaillé par exemple dans 
Le Bellac [1988], chapitre 9 ou C. Itzykson et J-B Zuber, Quantum Field Theory, Mac 
Graw Hill, New-York (1980), chapitre 4. 
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Le champ quantifié À a été écrit dans la jauge de Coulomb. C'est la 
jauge la plus commode pour traiter les problèmes élémentaires, mais ce 
n'est pas la jauge qui convient pour traiter l’électrodynamique quantique 
de façon générale. En effet, la condition V.A=0 privilégie un référentiel 
d'inertie particulier et l’invariance de Lorentz de la théorie n’est pas manifeste. 
Naturellement il ne s’agit pas d’un défaut rédhibitoire, car il est possible de 
vérifier tous calculs faits l’invariance de Lorentz des résultats physiques. Le 
véritable défaut de la jauge de Coulomb est qu’elle conduit à des calculs 
inextricables car le programme de renormalisation (élimination des infinis) 
exige que l’on maintienne de façon explicite l’invariance de Lorentz, si l’on 
veut garder des calculs maniables!8. Une jauge où l’invariance de Lorentz est 
manifeste est la jauge de Lorentz!’ 


Cependant la jauge de Lorentz introduit des états non physiques, que l’on doit 
correctement interpréter et éliminer des résultats physiques. Ces états non 
physiques n’apparaissent pas dans la jauge de Coulomb, qui est un exemple 
de « jauge physique ». Malheureusement on ne peut pas à la fois utiliser une 
jauge physique et conserver l’invariance de Lorentz formelle. 


11.3.4 Fluctuations quantiques 
du champ électromagnétique 


Dans le formalisme de la sous-section précédente, le champ 
électromagnétique est un opérateur et on doit observer des fluctuations 
quantiques. Dans l’état à zéro photon, ou état du vide |0), la valeur moyenne 
des champs électrique (11.82) et magnétique (11.84) est nulle 


car (Olaz 10) = (Olaï. 10) = 0, mais la nullité des valeurs moyennes n'implique 
pas celle des fluctuations ! Ces fluctuations ont des conséquences physiques 
importantes, et nous allons les examiner successivement dans plusieurs types 
d'états : le vide, les états à nombre de photons fixé, les états cohérents et les 
états comprimés. Afin de simplifier la discussion, nous nous concentrons sur 
un seul mode de vecteur d'onde # et de polarisation s fixés, ag, — a, Wk — W, 
en nous plaçant de plus à r = 0. Cette restriction à un mode unique est 
souvent une bonne approximation, par exemple pour un laser monomode si 
l’on peut négliger les effets transverses dus à la diffraction ou pour un mode 


18. D'un point de vue technique, les contre-termes qui éliminent les infinis sont contraints 
par l’invariance de Lorentz, si le choix de jauge respecte cette invariance formelle. 

19. Cette invariance de Lorentz formelle est manifeste en notation quadri-dimensionnelle : 
Ou A4 = 0, A4 = (V, À). 
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dans une cavité supraconductrice du type étudié à l’annexe B. Le champ 
électrique dans une cavité réduit à un seul mode s'écrit 


; hw —iw iw 
E(t) = i4/ Ze) (ae it — aieit) (11.89) 


où V est le volume de la cavité ; l’expression (11.89) se déduit immédiatement 
de celle (11.136) du champ électrique écrite dans l'exercice 11.5.9. Nous avons 
supprimé indice H et la notation vectorielle afin d’alléger les notations ; les 
opérateurs a et at vérifient la relation de commutation [a, at] = Z. Calculons 
d’abord les fluctuations de E dans l’état du vide en utilisant 


(ae int — ateit)? =a et + (at) ent — 2ata — I (11.90) 


Seul le dernier terme donne un résultat non nul quand on prend la valeur 
moyenne sur le vide et 


ħw 


(OJE*(#)10) = T, 


d’où la dispersion 


AoE = [(0]E?(¢)10) — (0|E(t)10)2] /? = VS (11.91) 


Les fluctuations quantiques du champ électromagnétique ont des conséquences 
physiques importantes : outre l'effet Casimir (exercice 11.5.12), elles sont aussi 
à l’origine du clivage entre les niveaux 2s,/,, et 2p,,2 de l'atome d'hydrogène 
dégénérés à l’approximation de la théorie relativiste de Dirac (cf. $ 14.2.2), 
et qui est appelé déplacement Lamb. Ce déplacement = 4.38 x 106 eV est 
une fraction de l’ordre de 1077 de la différence d'énergie entre les niveaux 
1s et 2s, et il vaut 1058 MHz en unités de fréquence. Ces fluctuations sont 
aussi responsables du moment magnétique anormal de l’électron : alors que la 
théorie de Dirac prédit un facteur gyromagnétique de électron Ye = qe/Me, 
ce facteur est en fait 
de Q 2 
dem Me (+ 27 TOR )) 

où a = 1/137 est la constante de structure fine. 

Dans un état à nombre de photons n fixé (dans le mode considéré), la 
valeur moyenne de E(t) est nulle car (njajn) = (njatin} = 0, tandis que celle 
de E?(t) vaut d’après (11.90) et (11.12) 


(EO) = PO 


20. Une faible partie de ce déplacement (—27 MHz ~ 3 %) est due, non aux fluctuations 
du champ électromagnétique, mais à celles du champ électron-positron. La création de 
paires (virtuelles) électron-positron a un effet d’écran sur le champ coulombien et agit 
comme une constante diélectrique du vide. L'effet est beaucoup plus important pour les 
atomes muoniques : cf. l'exercice 14.5.3 et la note 36 du chapitre 1. 
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d’où la dispersion A,E dans l’état |n) 


172 hw(2n +1) 


AE = [{n[E?{n) — (n[Eln)?] 2e0V 


(11.92) 
Cette dispersion croît comme la racine carrée du nombre de photons lorsque 
nèl. 

Des états plus intéressants en pratique que ceux à nombre de photons fixé 
sont les états cohérents |z}. En effet, la grande majorité des sources lumineuses 
usuelles émettent des états du champ électromagnétique très proches d’un 
état cohérent (laser), ou d’un mélange statistique d’états cohérents (source 
classique). Calculons la valeur moyenne de E(t) dans un état cohérent en 
posant z = |z| exp(i¢) 


—: ħw —iwt + iwt) 2hw : De 
(21E(t)|z) =i 220) (ze z*e™t) = |} y |z]sin(wt — ) (11.93) 


tandis que 


(IE (012) = 


La dispersion A,E dans un état cohérent est identique à la dispersion dans le 
vide 


AE = [(2]E (0z) — (4E (012) = y = SAE (11.94) 


La nombre moyen de photons est {N), = (z|N|z}) = |z|? et la dispersion 
A-N = |z|. Ces deux résultats découlent de la distribution de Poisson (11.34) 
du nombre de photons, qui permet de prédire la statistique des résultats dans 
les expériences de comptage de photons. 

Définissons les opérateurs hermitiques Q et P par 


1 1 
Q=35 (eta) Pa asal) (11.95) 


qui vérifient la relation de comutation [Q, P] = i/2, d’où l’on tire l'inégalité 
de Heisenberg 


AP AQ > : (11.96) 


Un calcul immédiat montre que 


E(t) = 4/ an [Q sinwt — P coswt] (11.97) 
0 


tandis que, suivant (11.37) et (11.39) 


Q:=Rez  (P)=Imz  AP=AQ=: 
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A 
$ Äg 


+ 


AN 


F1G. 11.3 — Représentation de Fesnel du champ électrique. La zone hachurée 
représente la dispersion sur l'extrémité du champ. (a) état cohérent ; (b) et (c) 
états comprimés. 


L'inégalité de Heisenberg (11.96) est donc saturée quand le champ se trouve 
dans un état cohérent. On peut représenter géométriquement (11.97) : E(t) 
décrit dans le plan (q, p) un cercle de rayon œ |z| /2fw/eoV avec une vitesse 
angulaire w. L’extrémité de ce vecteur fluctue dans un cercle de rayon R 


2ħw ħw 
RS a 77 


En d’autres termes, la position de l’extrémité du vecteur champ électrique 
dans la représentation de Fresnel présente un certain flou, + [hw/(2e0V)]!/2. 
' La figure 11.3 (a) montre que la dispersion sur la phase 6 est de l’ordre de 
A-Q/|z| = 1/(2|z|), mais d’après (11.39) la fluctuation du nombre de photons 
est précisément A,N = |z|. On obtient donc pour un état cohérent une 
relation entre la dispersion A, sur la phase et celle A,N sur le nombre de 
photons 


1 
Ag AN x (11.98) 


Ces fluctuations sont très faibles pour un laser monomode où |z| > 1, mais 
elles sont importantes pour la cavité supraconductrice étudiée à l’annexe B, 
où |z| < 3. 

On souhaiterait pouvoir démontrer une inégalité de Heisenberg sur le 
produit Aġ AN, mais une démonstration calquée sur celle du § 4.1.3 est 
impossible car on ne sait pas définir un opérateur de phase. On peut 
néanmoins essayer de simuler les fluctuations quantiques en prenant comme 
modèle un champ classique dont l’amplitude et la phase sont des fonctions 
aléatoires, et il est alors possible de montrer l'inégalité 


A$AN > ; (11.99) 


Les états cohérents saturent l’inégalité (11.99). 
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Il existe un autre type d'états intéressant, les états comprimés. Ces états 
s’obtiennent à partir d’une transformation de Bogoliubov?! sur les opérateurs 
a et at. Soit b et b? les opérateurs 


b= ìa + pat bt = A*a + u"a (11.100) 
où les nombres complexes À et u vérifient 
LA = la? = 1 


Il est immédiat de vérifier que les opérateurs b et bt obéissent à [b, bt] = I : on 
dit que la transformation de Bogoliubov est une transformation canonique, elle 
préserve les relations de commutation. Comme les opérateurs b et bt vérifient 
la même algèbre que a et at, il existe des états |Z} tels que b|ž} = 2/2). La 
transformation inverse de (11.100) est 


a = à*b— pbi at = Ab — p*b 


Un calcul simple mais fastidieux (exercice 11.5.5) montre que les dispersions 
dans l’état |Z} vérifient 


1 1 
A:P= 5l- A:Q =35là+al 
soit, si À et u sont réels, ou ont la même phase 
AP A;Q = z 


On en déduit que les états comprimés, tout comme les état cohérents, 
saturent l'inégalité de Heisenberg. Les figures 11.3 (b) et (c) montrent 
schématiquement la représentation de Fresnel du champ électrique dans un 
état comprimé. On voit que l’on peut, soit diminuer la dispersion sur la 
phase et augmenter celle sur N, soit inversement diminuer la dispersion sur 
le nombre de photons et augmenter celle sur @. 


11.4 Mouvement dans un champ magnétique 


11.4.1 Invariance de jauge locale 


Nous revenons maintenant au champ électromagnétique classique (È, B) : 
notre objectif est d'établir la forme de l’interaction de ce champ avec une 
particule quantique chargée de charge q. En électrodynamique classique, la 
densité de charge électrique pem(F, t) et la densité de courant 


Jem(F, t) = Pem(F, t)ü(F, t) (11.101) 


21. Cette transformation a été utilisée pour la première fois par Bogoliubov au début 
des années 1950 dans la théorie de la superfluidité. 
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vérifient léquation de continuité (11.72). Nous souhaitons généraliser 
l'expression de ce courant à la physique quantique. Nous avons établi au 
chapitre 9 l’expression du courant de particules (9.141) 


m 


T G (F0 [7 j A n) 
= (ee t) EN elf, t) — p(F,t) EN 2) (11.102) 


Le courant électromagnétique créé par le mouvement d’une particule 
quantique chargée de charge q devrait être a priori jem = qJ, la densité de 
charge pem étant gly[?. Cette forme du courant de particules obéit à l'équation 
de continuité (11.72) lorsque la fonction d’onde (r,t) vérifie l'équation de 
Schrödinger 


et il en est de même pour le courant électromagnétique associé 


Pem = alel’, Jem Ki CH 


qui vérifie (11.72). Cependant nous allons voir que l’expression (11.102) 
du courant doit être modifiée en présence d’un potentiel vecteur. 
L'expression (11.102) du courant est invariante dans une transformation de 
jauge globale, qui consiste à multiplier y par un facteur de phase 


p(Ft) > w (F, t) = exp (—i$ A) oC, t) = Qo(F,8) (11.103) 


où À est un nombre réel. Lorsque A est une fonction de Fet de t, on a affaire à 
une transformation de jauge locale : le lien avec (11.74) sera bientôt fait. Nous 
allons déduire la forme du courant d’un principe d’invariance de jauge locale, 
qui pourra sembler a priori arbitraire. En fait ce principe est très général, car 
on pense aujourd’hui que toutes les interactions fondamentales de la physique 
se déduisent d’un tel principe (exercice 11.5.11). Une transformation de jauge 
locale s’obtient en remplaçant la constante À dans (11.103) par une fonction 
de Fet de t 


EU) > (60) = exp (HE AGE) 00 = UFD] (11.104) 


Cette transformation est manifestement unitaire. Il est immédiat de vérifier 
que le courant (11.102) n’est pas invariant dans une transformation de jauge 
locale, car le gradient agit sur exp(igA/À). Nous allons modifier l'expression 
du courant en substituant au gradient Ÿ la dérivée covariante D 


—iħĎ = —iħŪ — q (11.105) 
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Contrairement à la dérivée ordinaire, la dérivée covariante a une action simple 
lorsque l’on effectue une transformation de jauge locale (11.104) 


—iħDe = ADN lg) = (—iAŸ — qÀ) exp (i$ A(F, o) p(F,t) 
Q (AV — qA + qVA)g' 
QLY — qå) = A 1( AD) (11.106) 


Il 


où D’ est la dérivée covariante calculée avec le potentiel vecteur 
transformé (11.74). Les dérivées covariantes D et D' sont physiquement 
équivalentes car À est 4’ le sont. L'expression du courant devient invariante 
par transformation de jauge locale si au lieu de la dérivée ordinaire on se sert 
de la dérivée covariante 


(11.107) 


En effet, si l’on exprime g en fonction de y’ en utilisant (11.104) et (11.106) 


JEF, t) = Re Ce pan 2) 


m 
e APS —iñ Aa — rir 
= Re P (F, t) m? p — J (r,t) 


Ceci suggère que l'opérateur vitesse dAR/dt n’est pas simplement dR/dt = 
Pfm=-{iñ/m)V mais plutôt 


À (11.108) 


Sachant que l'opérateur vitesse est donné par le commutateur de R 
avec le hamiltonien, examinons sa composante x. D’après (8.61) et 
lexpression (11.108) de dR/dt 


i 1 
= ñ [H, X] T m E — qÅz) 

ce qui donne, en reprenant le raisonnement de la section 8.4, la forme la plus 

générale de H 


ee E 
H= >> = (F- 24) +47 = = (inv - 4A) +V = (RD) + qV 
(11.109) 
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où V = qV est une fonction arbitraire de R ett. Exiger l’invariance 
de jauge locale du courant permet de retrouver la forme générique (8.73) 
du hamiltonien compatible avec l’invariance galiléenne. La substitution 
—ihŸ — —iñD dans l’équation de Schrödinger, écrite dans un premier 
temps en l'absence de champ électromagnétique, et qui permet d'écrire cette 
équation en présence d’un tel champ est appelée couplage minimal??. La 
prescription du couplage minimal s'étend aux théories de jauge non abéliennes 
(exercice 11.5.11) et permet d'écrire toutes les interactions du modèle standard 
de la physique des particules élémentaires entre les particules de spin 1/2 
(« particules de matière ») et celles de spin 1 (bosons de jauge) définies 
au § 1.1.8. 

En mécanique analytique, on montre que le hamiltonien dont se déduit la 
force de Lorentz (1.11) est 


— 2 a 
Ha = (5-04) +aV 
m 
Un autre façon d’obtenir (11.109) est de partir de cette forme classique 
et d'utiliser le principe de correspondance pour remplacer ÿ et 7 par des 
opérateurs : ÿ— P = AV, F — B. 
Si 4 est solution de l'équation de Schrödinger dans le potentiel (À, V), alors 
y’ en sera solution dans le potentiel transformé de jauge (4’ V)) (11.74). En 
effet l’équation de Schrödinger pour y s'écrit 


et d’autre part 
Libye = Libya ns 20125, 
2m 2m 2m 


ce qui donne, en mettant (1 en facteur dans les deux membres de l’équation 
de Schrödinger pour y’ 


âp 1 z Er 
hi = —(-ihD' Po + qV g 
D nl Ye +qV p 
22. L'interaction W = ~y . Ë entre un moment magnétique de spin et un champ 


magnétique ne semble pas découler du couplage minimal. En fait, cette interaction se 
déduit de l’équation relativiste de Dirac et de l’application de la prescription du couplage 
minimal à cette équation, d’où l’on tire le facteur gyromagnétique y = ge/me. Les 
corrections de type moment magnétique anormal se déduisent du couplage minimal appliqué 
à l’électrodynamique quantique. 
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On vérifie également (exercice 11.5.10) que 7 obéit à l’équation de 


continuité 3 
alel 


J- 7=0 11.110 
7 +V:3 ( ) 


11.4.2 Champ magnétique uniforme : niveaux 
de Landau 


Comme application, étudions le mouvement d’une particule chargée dans 
un champ magnétique uniforme et constant. Nous ignorons les effets de 
spin : l'interaction d’un moment magnétique lié au spin a déjà été étudiée 
au § 3.2.5. Nous supposons B dirigé suivant Oz, et afin de simplifier la 
discussion, nous supposons également que le mouvement est confiné au plan 
xOy. Ce cas est d’ailleurs d’un grand intérêt pratique, car on sait réaliser des 
structures bidimensionnelles, avec des applications importantes comme l'effet 
Hall quantique. Le mouvement d’une particule classique sous l’action de la 
force 
F= CITES B 
se fait alors sur un cercle?* de rayon p = mv/(|q|B) avec une fréquence 
w = |g|B/m, ou fréquence de Larmor (cf. (3.61)). Siq < 0, ce que 
nous supposerons pour fixer les idées, le cercle est parcouru dans le sens 
trigonométrique. Le mouvement est donc 


x(t) = zo + pcoswt 
(11.111) 
y(t) = Yo + psinwt 


où To et yo sont les coordonnées du centre du cercle. La projection de ce 
mouvement circulaire uniforme sur les axes Ox et Oy donne deux oscillateurs 
harmoniques, que l’on retrouvera en mécanique quantique. Un choix possible 
pour le potentiel vecteur est 


=-BxF (11.112) 
et donc Az = -yB/2, Ay = xB/2, À, = 0. Ce choix n’est évidement pas 


unique et un autre choix fréquent est A, = À, = 0, À, = xB. Calculons le 
commutateur des composantes de la vitesse 


X ý = 1 P. g Y B P = q X B 
BY] m? | ++, 2 A | 
1 gB _ _ lu 
aa (2 X] + [Y, P;)) = ——] (11.113) 


23. cf. Ph. Taylor et O. Heinonen, Condensed Matter Physics, Cambridge University 
Press, Cambridge (2002), chapitre 10. 

24. Si le mouvement est à trois dimensions, la trajectoire est une hélice qui se projette 
suivant un cercle de rayon p parcouru à la fréquence w dans le plan xOy. 

25. C’est par exemple le choix de Landau et Lifschitz[1966], § 111. 
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Comme l'expression de H peut s'écrire 
1 3 š 
H= 5m(ž? +Y?) (11.114) 


on se ramène à (11.9) en définissant 
A M v A M z 
Safe Y P=, — X 
Q hw hw 


H= Zw (P + 0°) © (11115) 


et 


Les niveaux d'énergie sont étiquetés par un entier n 
1 
En =hw(n+: n=0,1,2,... (11.116) 


Ces niveaux sont appelés niveaux de Landau. Par analogie avec le cas 
classique, on définit un opérateur R? qui est l’analogue du rayon carré p? 
de la trajectoire circulaire 


2H 


1 ya . 
PE 2 AN ne, 
R = (x +Ý ) -a (11.117) 


La valeur moyenne de R? dans l’état |n) est 


2 2h 1 
2 = Z 
(R*}n = mg? in| H |n) zD (r + 5) 


Si la particule est dans un état propre de Æ, la dispersion sur R? est nulle. 
Le flux ® du champ magnétique à travers une orbite est quantifié en unité de 
h/lql. En effet 


Ph B= ia (+3) 


La deuxième caractéristique du mouvement est la position du centre du 
cercle. Suivant (11.111) on définit les opérateurs Xo et Yo par 


AR he R E (11.118) 
[02] wW 


Compte tenu de [X, X] = [Y,Ÿ] = iñil/m et de (11.113) le commutateur 
[Xo, Yo] vaut 


On vérifie immédiatement que 


[Xo; X] = [Xo, Ÿ] = [Yo, À] = [Yo, Ý] = 0 
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et donc que |H, Xo] = [H, Yo] = 0. L'opérateur R2 
R? = Xe + Y? (11.119) 


commute avec R? : R? et R sont hermitiques et simultanément 
diagonalisables. Posant 


a MW EN Mw 
— — = ESC Y, 
Qo ñ Xo Po = 1} z Yo 


conduit à 


2h 
r= (+5) p=0;1,2;..: (11.120) 


Nous avons retrouvé les deux oscillateurs harmoniques ; le premier donne la 
valeur n du niveau de Landau, c’est-à-dire le rayon de l'orbite, et le second 
la position du centre de l’orbite. Supposons que la particule se trouve dans 
le plan à l’intérieur d’un cercle de rayon ro et que p? & rĝ ; les valeurs de p 
sont alors limitées par ER a 
2 
P S SE Gore 

où S = qr est laire du cercle. La dégénérescence g d’un niveau de Landau 
n est donnée par le nombre de valeurs possibles de p 


_ mw o_ lalB 
= AS ahs (11.121) 


Il faut multiplier ce résultat par un facteur 2 si l’on veut tenir compte du 
spin. En toute rigueur, il faudrait s’assurer qu'il n’y a pas de dégénérescence 
supplémentaire, en montrant que tout opérateur commutant avec H (ou R?) 
et Rẹ est une fonction de H et de R$ : on ne peut pas trouver des grandeurs 
physiques supplémentaires compatibles et indépendantes. La démonstration 
suit le même canevas que celle donnée pour l’oscillateur harmonique simple 
(exercice 1.5.2). 

Il n’est pas difficile de généraliser au cas d’un mouvement. à trois 
dimensions. En effet, comme À, = 0, il suffit de rajouter au hamiltonien 
un terme en P2/(2m) dont les valeurs propres sont p?/(2m). L'énergie totale 
est une fonction de n et de p; 


Ph Ne (11.122) 
np: 2) "2m i 


Si le mouvement vertical de la particule est limité par 0 < z < L,, le nombre 
de niveaux de Landau dans [pz, pe + Ap.] est 

g= Lz 1 |B p 

2nħ 27h Z 


(11.123) 
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11.5 Exercices 


11.5.1 Éléments de matrice de Q et de P 


1. Calculer les éléments de matrice (n|Q|m) et (n|P|m) des opérateurs Q et 
P dans la base jn). 


2. Calculer la valeur moyenne {n|Q{in) de Qt dans l’état |n). Suggestion : 
calculer 


lpn) = (a+ at)” In) 


et [lpnil?. 


11.5.2 Propriétés mathématiques 


1. Montrer les relations de commutation 
[N, a?] = —-pa? et [N, atP] = pat? 


En déduire que les seules fonctions de a et de at qui commutent avec N sont 
des fonctions de N, et que les valeurs propres de N sont non dégénérées. 


2. Soit H’ le sous-espace de H sous-tendu par les vecteurs |n) et H’, l’espace 
orthogonal : H = H' @ H',. On appelle P’ le projecteur sur H’. Montrer 
que P’ commute avec a et at et en déduire, en utilisant le théorème de von 
Neumann du $ 8.3.2, que soit P’ = 0, soit P’ = I. La première possibilité 
étant exclue, P’ = J et les vecteurs |n) forment une base de H. 


11.5.3 États cohérents 
1. Calculer (z|P?|z) et (z|H?|z) et en déduire les dispersions (11.39). 


2. On se propose de rechercher les états |y(t)} tels que les valeurs moyennes 
de a et de H aient des propriétés identiques aux propriétés classiques. En 
premier lieu, si (a)(t) = {g(t)laly(t}}, montrer que 


.d 
iE (a)(#) = u(a)(t) 


et (a)(t) vérifie donc la même équation différentielle (11.29) que z(t). On 
définit le nombre complexe zo par 


zo = (a)(t = 0) = ((0)Jalp(0)) 
et on aura donc comme solution de l'équation différentielle pour {a)}(t) 


(a)(#) = zoe —** 
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3. La deuxième condition concerne la valeur moyenne du hamiltonien. On 
exige, en suivant (11.30) et en ajoutant l’énergie de point zéro 


1 
(POHA) = A CEE) 
ou, de façon équivalente 
{at a) = (p(0)la'alp(0)) = |20]? 
Soit l’opérateur b(20) = a — zo. Montrer que 
(p(0)1b (z0)b(z0)lp(0)) = 0 
et en déduire 
alo(0)) = zol(0)} 
L'état |[(0)) est donc l’état cohérent |20). 
4. Soit D(z) l'opérateur unitaire (le vérifier !) 


D(z) = exp(—z*a + za?) 


En utilisant (2.55), montrer que 
De) = exp (5 2P) exptea') exp(=2'a)  D()0) = l2) 


5. Fonction d'onde d’un état cohérent. Exprimer D(z) en fonction des 
opérateurs P et Q et calculer la fonction donde #,(q) = (q|z). Suggestion : 
écrire D(z) sous la forme 


D(z) = f(2,2*) exple(z — z*)Q] expļic' (z + z*)P] 


déterminer les constantes c et c’ et utiliser le fait que P est le générateur 
infinitésimal des translations (cf. § 9.1.1) 


.PI 
exp(i—) lg) = lg +1) 
Exprimer #,(q) en fonction de la fonction d'onde wo(q) (11.23) de l’état 
fondamental. 
6. Montrer qu’un opérateur À est entièrement déterminé par ses « éléments 


diagonaux » (2|A|z). Suggestion : utiliser 


{zlA[2) = e7121 D Anma” z ™ 


nm 
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11.5.4 Couplage à une force classique 


Les états cohérents permettent de traiter simplement la version quantique 
de l’oscillateur harmonique forcé. En mécanique classique élémentaire, 
l’action d’une force externe F(t) sur un oscillateur harmonique 


mâ(t) = mu? q + F(t) 


se traduit dans le hamiltonien par un couplage —qF (t) entre l’élongation q 
et la force F(t). Dans la version quantique, au hamiltonien de l’oscillateur 
harmonique simple (11.9) s’ajoute un terme de couplage entre l’élongation Q 
et la force externe 


wa =-Q E A (11.124) 


où le facteur multiplicatif de f(t) est choisi de façon à simplifier des formules 
ultérieures. Dans cette expression, Q est un opérateur, mais f(t) est un 
nombre, ayant avec notre définition (11.124) la dimension d’une énergie, que 
Pon appelle conventionnellement force classique ou aussi source classique. 
Nous noterons Ho le hamiltonien (11.9) de l’oscillateur harmonique simple 
et H(t) le hamiltonien total 


H(t) = Ho + W(t) (11.125) 


1. Le problème est très semblable à celui rencontré au § 9.6.3 (cf. (9.156)), 
et nous pourrions tenter de le traiter par une méthode de perturbations. 
Cependant, il se trouve que l’on peut calculer exactement l’évolution 
temporelle définie par (11.125). Montrer que 


H(t) = Ho — (a+ at) f(t) 
Réécrivons l’opérateur d'évolution U (t) = U (t, to = 0) (4.14) sous la forme 
U(t) = Uo(t)Ur(t) 


où Uo(t) = exp[-iHot/h]. Afin de simplifier les notations, nous avons choisi 
le temps de référence to = 0 et nous écrivons U (t) au lieu de U(t,0). Montrer 
que Ur(t) vérifie l'équation différentielle 


d 
TT = U5 +W (t)UoUr = Wi(t)Ur (11.126) 
L'opérateur Wz (t) 
Wi(t) = Ug tW (t)Uo = etFot/ W (tje iHot/h (11.127) 


est la perturbation dans le point de vue de Dirac ou point de vue interaction, 
d’où l'indice J ; ce point de vue est intermédiaire entre celui de Schrödinger 
et celui de Heisenberg (cf. § 4.2.5). Les résultats (11.126) et (11.127) sont 
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tout à fait généraux et ne dépendent pas de la forme spécifique de Ho et de 
W(t). En fait nous avons reformulé dans un langage opératoriel la méthode 
suivie au § 9.6.3. 


2. Montrer que l’opérateur a dans le point de vue interaction est donné par 
ar(t) =eitet/h ge iHot/h  ge-ivt 

étant donné que f(t) est un nombre, et non un opérateur. Suggestion : 
cf. (11.67). En déduire l'équation différentielle pour Uz (t) 

. dUr —iwt t aiwt 

ik = —{ae +at e™*) f()Ur(E) = Wr(t)Ur(t) Ur(0)=1 

(11.128) 

Nous avons déjà remarqué en (4.19) que (11.126) ne s'intègre pas simplement 


j Ur(t) = exp (-; "à wear) 


parce qu’en général le commutateur [Wz (t), Wr(t”)] Æ 0. Dans le cas présent, 
ce commutateur n’est pas nul, mais c’est un multiple de l'identité, ce qui va 
permetre d'intégrer (11.128). Déduire de l'identité (2.55) de l’exercice 2.4.11 
valable si [4;, Aj] = ci;1 


eAreAn-1 Dy e41 = eânt +A e2 E j>ilA5 Ai] 


3. Divisant l'intervalle [0, t] en n intervalles infinitésimaux At et partant de 
s i 
Uï(t) > —— t;)At 
r(t) Il (xp ( z WG) )] 


déduire 


Ur(t) = exp -At 5 Wilt) exp a XO [Wir t;), Wr(t)] 


j=1 tj>ti 


Que vaut le commutateur [W7 (t), Wr(t”)]| ? Montrer que Pon obtient Uy(t) 
en passant à la limite At — 0 


n t t 
AtS ` Wr(t;) -f dt’ Wi(t') = -f di (ae + at) FE) 
j=1 0 0 
= —haz*(t) — ħatz(t) 


où le nombre complexe z(t) est défini par 


z(t) = f dt et f(t) 
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4. Évaluer la limite At — 0 de 


(At) D [Wr(é;), Wit) 


tj>ti 


et montrer que 
ne X 
Ur(t) = exp [i (az*(t) + at z(t))] exp | 
t t 
x= far far EO OEE =) 
0 0 


où e(t) est la fonction signe : e(t) = 1 si t > 0, e(t) = —1 sit < 0. 


5. On peut récrire ce résultat sous une forme plus commode. Montrer que 
1 
exp [i (az*(t) + a*z(t))] = exp liatz(t)] exp [iaz* (t)] exp |-; z(t)z* w] 


et en déduire, en remarquant que 20(t) — e(t) = 1, où 0(t) est la fonction de 
Heaviside 


Ur(t) = eiat z(t) giaz" (t)e Y/R? (11.129) 
t t 
Y= I dt’ f dt” eE -t FNF — t”) (11.130) 


Vérifier par un calcul explicite que (11.129)-(11.130) obéit bien à l’équation 
différentielle de départ (11.128). 


6. On examine le cas où l’état initial à t = 0 est un état propre |n) de Ho 
en supposant que la force agit seulement pendant un intervalle de temps fini 
[t1,t2], et en choisissant d'observer l’oscillateur à un temps t > tz : 0 < tı < 
t2 < t. Définissant la transformée de Fourier f(w) de f(t)/h 


co t2 
F(w) = 5 Î dt' et f(t) = 5 T dt'eivt ft) 


1 


et utilisant la représentation de Fourier de la fonction 0 


+00 dE eitE 1 1 
et) = li t = P=+irô(E 131 
RS ee 


où P désigne une partie principale, montrer que Ÿ est donné par 


h2 2irE 
; l > 
EO 


Ly =p | liE- o+ SIA 
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7. Montrer que le résultat final pour U7(t) est indépendant de t pour t > t2 


Ur(t) = exp (ia fiw) exp (af) exp(—ig) exp (- Fu?) (11.132) 


Montrer que si l’oscillateur est dans son état fondamental au temps t = 0, le 
vecteur d'état final est un état cohérent 


Ur(t)10) = e™'® lif(w)) (11.133) 


Montrer que la probabilité d'observer un état final |m} est donnée par une loi 
de Poisson (11.34) 


(11.134) 


fa (IF) exp (-1fw)?) 


p(m mi 


8. Généraliser les résultats précédents au couplage (11.88) d’un champ 
électromagnétique quantifié à une source classique Jem(7,t) en écrivant la 
perturbation sous la forme (voir la note 17) 


11.5.5 États comprimés 


En remplaçant a et at par leur expression (11.100) en fonction de b et bt, 
calculer 
(Z| (a + at) 12) = ZX = ut) +7 (à — p) 


et 
(ž|(a + at}?13) = (2| (a? + (at)? + 2ata + T) |2) 


En déduire 
2 1 2 * * 1 2 
(A:Q) = 3 0 + 2al" -A*u = àu") = 71A y 
Calculer également A;P. En écrivant 
àA=ch0 u = sh@ ei? 
montrer que 
JA — u|? JA + u|? = chf 8 — 2 ch? 8 cos 29 + sht 0 


et en déduire 


sio =0 ou =T. 
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11.5.6 Énergie de point zéro du modèle de Debye 


1. Dans le modèle de Debye, on suppose que la loi de dispersion w(k) = €.|k| 
est valable pour tout k < kp. En utilisant 
L L 
d RE 


— dk = d 
27 27TCs i 


montrer que 0 < w < wp, avec wp = Ckp = 2rc;/l: wp est appelé fréquence 
de Debye. En déduire l'énergie de point zéro 


1 
Eg = 3 Nwo 


2. Généraliser à trois dimensions et montrer que dans ce cas 


a = È Nhu 


11.5.7 Potentiels scalaire 
et vecteur en jauge de Coulomb 


On écrit formellement la relation (11.76) donnant le potentiel de Coulomb 
instantané 


TaN a 
E0 


qui est la relation inverse de V?V = —pem/£0. Utiliser la seconde équation de 
Maxwell (11.71) sous la forme 


pour montrer que A vérifie 
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po FA -VA = Holen 


où le « courant électromagnétique transverse » JT vaut 
Jm = Jem — F + (V?) {Ù : em) 


11.5.8 Relations de commutation 
et hamiltonien du champ électromagnétique 


1. En se plaçant à t = 0, évaluer le commutateur (11.85) 


[A ilr), —e0E; (F )] = = n [SE Cr 5 ( ôij — kik; ) eik (r-r) 
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Montrer que ces relations sont aussi valables pour le commutateur à temps 
égaux 

Axi(rt), -e0En;(r",t)] 
2. En déduire les relations de commutation entre Ex; et Bx;. 


3. Exprimer le hamiltonien (11.78) où E — E et B — B en fonction des 


; YF au rene el 
opérateurs az, et a. à t = 0. Suggestion : écrire pour une polarisation s 


— _ -g IRF 
Fa Eur 


et utiliser la relation de Parseval 


faré =y 2 Ers Ez 


Procéder de même pour B en remarquant que 


11.5.9 Quantification dans une cavité 


1. On considère le champ scalaire classique w(r,t) du § 11.3.2 dans le cas à 
trois dimensions, et on suppose que ce champ est enfermé dans une cavité. 
Soit w; une fréquence propre de la cavité et 


pil, t) = p;(r) cos(wt — ġ) 


le champ correspondant, qui obéit à l'équation d’onde (11.59) avec des 
conditions aux limites appropriées, par exemple d'annulation sur les parois 
de la cavité : @;(r) = 0 sur les parois. Les fonctions propres &;(F) sont 
supposées réelles et forment un système orthogonal complet 


frein eme) =5F-7) 


Montrer que le champ quantifié dans le point de vue de Heisenberg 


y(r, t) = VE > y (ajet +a; te :) plf) (11.135) 


vérifie les relations de commutation à temps égaux 


[b a(F, t), Hy (F, t)] = [® x (F, t), H ÖH, t)] = ihô(F — FMI 
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si les opérateurs a; et al obéissent aux relations de commutation [a;, ai] = 
fk. 


2. Application à la dimension d = 1. Le champ est contenu dans l'intervalle 
[0, L], avec les conditions aux limites d’annnulation p(z = 0) = (x = L) = 0. 
Montrer que dans ce cas les modes propres sont étiquetés par un vecteur 


d’onde k 
pela) = y Ž sin kr k=7 a A 


Vérifier les relations d’orthogonalisation et de fermeture 


o pL 
F) dz sin kz sin k'x = ĝkw 2 Ysin kzsin kz’ = (x — x) 
0 k 


En déduire expression de ® y(x, t). 


3. Champ électromagnétique. On se place dans une géométrie à trois 
dimensions en supposant le champ enfermé dans une cavité parallépipédique 
de côtés Lr, Ly, Lz, de volume V = Z;£,1,. Montrer que lon a au lieu 
de (11.82) 


SIS 
a|s 
M 
Ms 
Ë 


l'axe. (Re TRE — ake *(Rjeisxt] sin (æk,) sin (yky) sin (zk.) 


(11.136) 
avec 
LU T T T 
E= (Tne in Em) Ng, Ny, Nz = 1,2,... 
11.5.10 Conservation du courant en présence 
d’un champ magnétique 


En utilisant l'équation de Schrödinger dans un champ magnétique, 
montrer que le courant 7 (11.107) obéit à l’équation de continuité 


HEV:7=0 


11.5.11 Transformations de jauge non abéliennes 


Les interactions fondamentales sont toutes fondées sur les théories de jauge 
non abéliennes, que nous allons définir dans un cas élémentaire en généralisant 
la transformation de jauge (11.104). En omettant la dépendance par rapport 
au temps afin de simplifier la discussion, nous allons supposer que la fonction 
d'onde (F) est un vecteur à deux composantes (7) = [w1(r),w2(7)] dans un 
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espace de Hilbert complexe à deux dimensions, et qu’il existe dans cet espace 
une opération de symétrie, dite de symétrie interne, qui laisse la physique 
invariante, 


2 
D(F) > D(F =D où ph = J Naspa 
=i 


généralisant (11.103). Q est une matrice 2 x 2 unitaire et de déterminant 
unité, ou en d’autres termes une matrice du groupe SU (2). La symétrie est 
appelée symétrie de jauge et le groupe SU (2) est le groupe de jauge. En 
général le groupe de jauge est un groupe de Lie compact. Le groupe de jauge 
de l’électromagnétisme est le groupe des transformations de phase (11.103), 
noté U (1), qui est abélien : lélectromagnétisme est une théorie de jauge 
abélienne. Lorsque le groupe de jauge est non abélien, la théorie de jauge sera 
dite non abélienne. Les groupes de jauge du modèle standard de la physique 
des particules élémentaires sont le groupe produit SU(2) x U(1) pour les 
interactions électrofaibles et SU (3) pour la chromodynamique quantique, qui 
sont des groupes non abéliens. 

Suivant les résultats de l'exercice 3.3.6, la matrice Q peut s'écrire en 
fonction des matrices de Pauli 


3 
. 4 
Q = exp (= 2 5 Aaaa) 
a=l 

Lorsque les fonctions À, sont indépendantes de F, on a affaire à une symétrie 
de jauge globale, et si les A, sont fonction de F, à une symétrie de jauge 
locale. Afin d’alléger les notations, on se placera dans un système d’unités où 
R=m=l. 

1. L’analogue du potentiel vecteur de l’électromagnétisme est un champ 
vectoriel de composantes À, dans l’espace de symétrie interne. On définit 


la matrice A par 
3 
À = SA 
a=l 


À possède à la fois des composantes ordinaires 4 = (x, y, z) et des composantes 
a dans l’espace de symétrie interne : À = {A;a}. L'expression du courant 7 
généralise (11.113) 


J=Re [ot(-iv 2 a)? =Re [o*(-i5®)] 
où -> > -> 
D = -iV -qA 
est la dérivée covariante. Montrer que la transformation de jauge ® — ®' 
laisse 7 invariant si cette transformation de jauge est globale à condition de 


transformer aussi À en A’ 


A'=QAQ ! 


424 Physique quantique 


Si la transformation de jauge est locale, montrer que invariance du courant 


implique la loi de transformation À — À! 
À =0AQ à (FQN! 


Retrouver la loi de transformation (11.74) dans le cas abélien. 


2. On choisit une transformation de jauge infinitésimale : [gAa(r)| « 1. En 
déduire la loi de transformation de À, 


8 Âa = Å, — Åa = -Vha — 4 Ñ  EabcAsAe 
b,c 


La différence (cruciale !) avec le cas abélien est que le champ de jauge À 
dépend de façon non triviale de l’indice de symétrie interne a du groupe de 
jauge?$. En électromagnétisme les photons ne transportent pas de charge, 
mais les bosons de jauge d’une théorie non abélienne sont « chargés » : ils 
transportent les nombres quantiques de la symétrie interne. 


3. Montrer que si ® obéit à l'équation de Schrödinger indépendante du temps 
Lie ENa Ly ARa 
z (-iv = gÀ) D= (ND) ® = ET 


` 


il en est alors de même pour #/ à condition d’utiliser le champ À’. 


11.5.12 Effet Casimir 


En raison des fluctuations quantiques du champ électromagnétique, 
il existe une force attractive entre deux plaques conductrices parallèles 
distantes de L, même si ces deux plaques sont disposées dans le vide et 
sont électriquement neutres : c’est l'effet Casimir?7. On suppose que les 


dimensions des plaques sont très grandes par rapport à L. 


1. Par un argument dimensionnel, montrer que la force P sur une plaque par 
unité de surface est de la forme 


he 


P=A73 


26. Comme le champ À est un champ vectoriel, les particules associées sont, comme le 
photon, des particules de spin 1, appelées bosons de jauge : bosons Z? et WE pour les 
interactions électro-faibles, gluons pour la chromodynamique. 

27. Cet exercice est adapté d’une présentation de B. Duplantier, Séminaire H. Poincaré, 
mars 2002. 
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où À est un coefficient numérique. La surprise est que À #0! 


2. Les deux plaques sont des rectangles parallèles au plan sOy distants de 
L, de côtés Le et Ly, de surface S = L,;L, avec Le, Ly > L. On choisira 
des conditions périodiques suivant les axes Ox et Oy et on définira le vecteur 


d'onde K de xOy par 
Ê = 27Nx 27Ny 
nur 


où Ng et ny sont des entiers strictement > 1. Montrer que si les plaques 
sont des conducteurs parfaits, les valeurs possibles des fréquences des ondes 
stationnaires sont de la forme 


2n2 
T +k2 n=0,1,2,... 


On rappelle que pour un conducteur parfait la composante transverse du 
champ électrique s’annule à la surface du métal. Expliquer pourquoi pour 
n = 0 il n’existe qu’un seul mode de polarisation possible. 


wn(k) = 


3. Montrer que l'energie de point zéro (11.87) est 


olL) = È [23 nE) 


où 


D PRE 


n=0,k n>1,k 


4. On doit tenir compte a ce que le conducteur n’est jamais parfait : 
l'approximation du conducteur parfait est excellente à basse fréquence, mais 
à haute fréquence tout conducteur réel devient transparent. On doit donc 
modifier l'énergie de point zéro en tenant compte d’un facteur de coupure 
X(w/we), x(0) = 1 et lim, x(u) = 0 : x(u) est une fonction régulière, 
décroissante de la valeur un à u = 0 à la valeur zéro pour u — co. En déduire 


EL) = GR | Prun (=) 


| 


Il 
a+ 
~ 
8 
3 
& 
èL 
| 
Sx 
€ 
3 
Il 
NE 


Grâce au facteur de coupure, cette énergie est finie. 
5. Calculer la pression exercée sur la plaque de droite 
1 dE r?hc 


+ 
Pm =-S E FFSre à g(n) 


28. Voir par exemple Jackson[2001|, section 8.1. 
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où 


3, [Un 
n)=n — 
g(n) = n°x (=) 
Pour obtenir la pression totale sur cette plaque, il faut retrancher la pression 
en sens contraire exercée par le vide à l’extérieur de l’espace entre les deux 
plaques. Calculer l'énergie correspondante et en déduire la pression 


nehe [© 
Part = A | dn g{n) 


La pression totale sur la plaque est Piot = Pint — Pext- Utiliser la formule 
d’Euler-Mac Laurin 


pour montrer que le résultat à la limite où le facteur de coupure devient égal 
à un est 

T? he 

240 L4 
Cette pression est attractive, et surtout elle est finie ! En tenant compte 
soigneusement de tous les effets physiques, nous avons déduit d’une quantité 
a priori infinie, l'énergie de point zéro, une quantité finie et mesurable??. 


Pot = 
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Chapitre 12 


Théorie élémentaire de la diffusion 


USQU’À PRÉSENT, nous avons étudié principalement les états liés, et les 
J états de diffusion n’ont été examinés que dans le cas à une dimension 
(section 9.4). Cependant des informations essentielles sur les interactions 
entre particules, atomes, molécules, etc., ainsi que sur la structure des objets 
composés, peuvent être obtenues par des expériences de diffusion! (ou de 
collision). Les états liés ne donnent que des informations partielles sur 
ces interactions — et parfois ils n'existent même pas —, tandis qu'il est 
pratiquement toujours possible de réaliser des expériences de collision. Nous 
allons nous limiter dans ce chapitre à la diffusion par un potentiel, qui permet 
de décrire les collisions élastiques de deux particules de masses m1 et m2. 
En effet, en se plaçant dans le référentiel du centre de masse?, on se ramène 
au cas d’une particule de masse m = (mim2)/(m1 + m2) dans un potentiel 
(exercice 8.5.6). 


Les sections 12.1 et 12.2 développent le formalisme élémentaire de la 
théorie de la diffusion élastique, en mettant l'accent sur la limite de basse 
énergie, qui joue un rôle très important en pratique. La section 12.3 généralise 
le formalisme au cas inélastique, ou plus exactement décrit la répercussion des 
voies inélastiques sur la diffusion élastique. Enfin la section 12.4 est consacrée 
à des développements plus formels. 


1. La terminologie française prête à confusion : diffusion a deux significations, soit 
collision d’une particule sur une autre, soit mouvement régi par une équation de diffusion, 
souvent relié à une marche aléatoire. Cette ambiguïté n'existe pas en anglais : collision est 
traduit par « scattering » et diffusion par « diffusion ». 

2. Dans les anneaux de collision comme le LEP (Large Electron-Positron), anneau de 
collision et — e7 mis en service au CERN en 1990 et fermé en 2000, le référentiel du centre 
de masse est identique à celui du laboratoire. 
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12.1 Section efficace et amplitude de diffusion 


12.1.1 Sections efficaces différentielle et totale 


Le schéma d’une expérience de diffusion est donné dans la figure 12.1. Un 
faisceau de particules de masse m1 et d’impulsion bien définie dirigée suivant 
l'axe Oz entre en collision avec une cible de particules de masse m2. Pour 
simplifier la discussion, on supposera mı & m2, et on négligera le recul de 
la cible dans la collision. Dans le cas général, il faut passer du référentiel 
du laboratoire au référentiel du centre de masse par une transformation 
cinématique simple (exercice 8.5.6). Une fraction des particules incidentes est 
déviée par la collision avec la cible et les particules qui ont subi une collision 
sont enregistrées par des détecteurs placés dans une direction d’angles polaires 
(8,9), appelés angles de diffusion, notés collectivement Q. Soit AS la surface 
d’un détecteur placé à une distance r de la cible. Ce détecteur est vu de 
la cible sous un angle solide AN ~ AS/r?. On suppose que la densité ne 
de particules cibles est suffisamment faible pour que les collisions multiples 
puissent être négligées. Dans ces conditions, le nombre AW(Q) de particules 
ayant subi une collision et enregistrées par le détecteur est proportionnel, par 
unité de temps et par unité de volume de la cible, 


e au flux F de particules incidentes, c’est-à-dire au nombre de particules 
traversant une surface unité perpendiculaire à Oz par unité de temps : 
F = niv, où n; est la densité de particules incidentes et v leur vitesse ; 


e à la densité ne de particules cibles ; 


détecteur 


-Ñ 


/ # Ja! 
= aa 
k gA ` 


TA \ N= (0,4 
n bare (8,9) -o 


faisceau 5 z 
cible 


FIG. 12.1 — Schéma d’une expérience de diffusion. 
e à langle solide AQ sous lequel est vu le détecteur depuis la cible 


(figure 12.1). Par la suite nous supposerons cet angle solide 
infinitésimal : AQ — dQ. 


Nous avons donc i 
T 
= Fne— dQ ; 
dW(Q) = Fn 40 (12.1) 
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Le facteur de proportionnalité, do /dQ, est appelé section efficace différentielle 
de diffusion, ou section efficace différentielle de collision. L'analyse 
dimensionnelle montre que do /df a les dimensions d’une surface et se mesure 
en m?/stéradian. En intégrant sur Q, on obtient la section efficace totale Grot 


d 
Otot - far (12.2) 


Le produit Fncoiot est égal au nombre de collisions enregistrées par seconde 
dans l’expérience pour une cible de volume unité. La section efficace totale 
est a priori une fonction de la vitesse v de la particule incidente, ou de façon 
équivalente de son énergie. La section efficace différentielle est une fonction 
de l'énergie et des angles 8 et ġ. Lorsque le problème physique est invariant 
par rotation autour de l'axe Oz la section efficace différentielle ne dépend 
que de 6. 

Donnons une illustration intuitive de la notion de section efficace en 
examinant en mécanique classique la collision de deux boules de billard de 
rayons R1 et R. Supposons d’abord que les particules incidentes (ici les 
boules de billard) ont un rayon R et que les particules cibles sont ponctuelles. 
En une seconde, une particule incidente balaie un volume mR?v, et elle 
rencontre donc nen R?v particules cibles. Le nombre de collisions enregistrées 
par seconde dans l'expérience est ninen R?v = Fnen R?, d'où la section efficace 
totale crot = m R2. C’est géométriquement la surface d’un disque de rayon R. 
Cette section efficace est aussi celle de la diffusion de particules ponctuelles 
par des cibles de rayon R, et dans ce cas l'origine géométrique de mR? est 
claire : c’est l’aire que présente la cible à une particule incidente. La section 
efficace totale lorsque les particules incidentes ont un rayon R; et les particules 
cibles un rayon Rə se déduit du résultat précédent : le nombre de collisions 
est le même que si les particules incidentes étaient ponctuelles et les particules 
cibles avaient un rayon (R1 + R2). La section efficace totale est donc 


Crot = T(R1 + R2)? (12.3) 


La section efficace différentielle s'obtient aisément dans le cas de particules 
incidentes ponctuelles (figure 12.2) arrivant sur des cibles de rayon R. Le 
paramètre d'impact b de la collision est la plus petite distance entre la 
trajectoire incidente en l’absence de collision et le centre de la cible. La 
figure 12.2 montre que le paramètre d'impact et l'angle de diffusion 8 sont 
reliés par 


(4 
b = Rcos z 
cos; 
tandis que 


1 
do = 2rbdb = r R° sin A cos z dû = 7 mR?d(cos0) 


3. Cette invariance n’est pas valable par exemple si le potentiel n’est pas invariant par 
rotation ou si les particules cibles ont un spin polarisé suivant un axe perpendiculaire à Oz 
avec une diffusion dépendant du spin. 
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Fic. 12.2 — Collision classique d’une particule ponctuelle sur une sphère de rayon R. 


d’où la section efficace différentielle 


do 1 do 1 
e Nr Re RE «7 12.4 
dÊ 2r dcos® 4 (12A) 
car l'intégration sur donne un facteur 27. Cette section efficace, appelée 
section efficace de diffusion par une sphère dure, est donc indépendante de 
langle de diffusion, ou isotrope. On vérifie que l'intégration sur Q redonne 
bien 7 R?. 


12.1.2 Amplitude de diffusion 


Venons-en maintenant à la description quantique de la diffusion par 
un potentiel V que nous supposons à symétrie sphérique : V(r). Nous 
reviendrons à un potentiel général V (F) à partir du § 12.3.2. Nous ignorons 
les éventuels degrés de liberté de spin, sauf au § 12.2.4. La diffusion est 
un processus dépendant du temps : une particule incidente décrite par un 
paquet d'ondes y(F,t) part de z = —c, se propage le long de l’axe Oz 
et rencontre le potentiel à un temps ¢ ~ 0. Ce paquet d’ondes a une 
certaine probabilité d’être diffusé dans la direction 0, et le détecteur placé 
dans cette direction une certaine probabilité d'enregistrer la particule. La 
description quantique correcte ne peut se faire qu’en utilisant des paquets 
d'ondes. Toutefois cette description est un peu délicate, et nous allons dans 
un premier temps la simplifier en considérant un processus stationnaire ; nous 
reviendrons ultérieurement ($ 12.4.2) sur l’utilisation des paquets d'ondes. 
Nous partirons d’une onde plane incidente de vecteur d’onde k = (0,0, k) 
parallèle à Oz 


p(r) = Ae? k = — E (12.5) 
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où m est la masse des particules incidentes, E leur énergie et |A|? = n; leur 
densité. Le courant 7 associé à l’onde plane (12.5) est donné par (9.141) 


J= (ee (Gore) = APE 2 IAPT aze) 


Le flux de particules incidentes F = |7| = |Af?v. L'’onde plane (F) est 
solution de l’équation de Schrödinger indépendante du temps en l’absence de 
potentiel (V(r) = 0) 


2 
oo = ÉE g) = Bel) (12.7) 


Lorsque V(r) 0, pour une même valeur de l'énergie E, nous montrerons au 
§ 12.4.1 qu'il existe des solutions de l’équation de Schrödinger pot (T) indicées 


par le vecteur d’onde k 


2 
(É tvo) P = PE (12.8) 


se comportant pour r — co comme 


(12.9) 


où f est une fonction complexe de Q — dans notre cas uniquement de 0 
en raison de l’invariance par rotation autour de Oz —, appelée amplitude 
de diffusion. Le premier terme de (12.9) est londe plane incidente exp(ik - 
r) = explikz), et le deuxième représente une onde sphérique sortante, ce 
que nous allons montrer dans un instant. Il est essentiel de remarquer 
que ce sont les valeurs absolues k et r qui figurent dans ce deuxième 
terme. L'expression (12.9) est valable pourvu que le potentiel V(r) décroisse 
suffisamment vite pour r — œœ. Elle n’est pas valable pour un potentiel 
coulombien, dont la décroissance en 1/r est trop lente. Il existe aussi 
des solutions de l'équation de Schrödinger avec un terme d’onde sphérique 


entrante ; 
—ikr 


(= A (or + D) (12.10) 


r 


utiles pour certaines discussions, mais nous n’aurons pas à nous en servir. 
Calculons le courant total pour la fonction d’onde asymptotique (12.9). Ce 
courant se compose du courant de londe plane, de celui de londe sphérique 
et d’un terme d’'interférences. C’est ici que nous devons faire appel à un 
argument physique, car l'extension transverse de londe plane est en fait 
limitée, et non infinie (figure 12.3), et sauf dans la région de recouvrement 
du paquet d'ondes incident et de l’onde sphérique, nous devons négliger le 
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FIG. 12.3 — Limitation de londe plane incidente. 


terme d'’interférencest. Dans une direction 0 Æ 0, c'est-à-dire en dehors de 


la direction de l’onde incidente 4 = 0, il est toujours possible de placer le 
détecteur suffisamment loin de la cible pour que le terme d’interférences soit 
négligeable, et il suffit donc de calculer le courant de l’onde sphérique. En 
utilisant Vg(r) = ê g'(r) on obtient 


ikr ikr 
Ÿ (= r) = ikt — (0) +0 (5) 


En effet 


> 1 
(O)| x = 


1 
r2 
et l'expression finale de 7 est 


2 à a 
r= AE opi = aoei a211) 


Si lon trace autour de la cible une sphère de rayon r très grand, le courant 
associé au deuxième terme de (12.10) sur la surface de cette sphère est dirigé 
suivant 7 et vers l'extérieur, et ce terme représente bien une onde sortante. 
Le courant associé à un terme en exp(—ikr)/r serait dirigé vers l’intérieur 
et correspondrait au contraire à une onde sphérique entrante. Le nombre de 
particules AW(Q) enregistrées par le détecteur par unité de temps est égal à 
l'intégrale du courant sur la surface du détecteur AS = r?°AQ 


AN(® = f ja5=rt | J-fdQ 
AS AN 


le détecteur étant placé à une distance r de la cible, ce qui donne pour AQ 
infinitésimal 
dW(Q) = [APv|f(Q) d9 = F | F(Q)? aQ 


4. Ce terme d’interférences est essentiel pour comprendre le théorème optique (12.54) : 
cf. Lévy-Leblond et Balibar [1984], chapitre 5. 
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C’est bien sûr le comportement en 1/r du terme d'onde sphérique sortante 
qui assure que le flux dans un angle solide donné AQ est indépendant de r. 
La définition (12.1) de la section efficace différentielle permet l'identification 
pour ne = 1 


Z = IA (12.12) 


12.2 Ondes partielles et déphasages 


12.2.1 Développement en ondes partielles 


Nous avons exposé au § 10.4.1 une méthode de résolution de léquation de 
Schrödinger lorsque le potentiel V(r) est à symétrie sphérique. La méthode 
utilisée consiste à développer la fonction d’onde en harmoniques sphériques 
suivant (10.77) 

u(r) m 
0,0) = —— Y™ (0, 
dlr, o,o) = Y E YO, 9) 


lymı 


La symétrie cylindrique autour de Oz du présent problème permet de se 


limiter aux termes indépendants de @ : mı = 0, et compte tenu de la 
proportionnalité (10.62) entre les harmonique sphériques m; = 0 et les 
polynômes de Legendre, nous pouvons nous contenter dež 
A u(r) 
8) = —— P, 0 12.13 
wtr8) = Do =R Piloot) (12.13) 


où u(r) est solution de l'équation radiale (10.78) 


R d (+1) 


~ 2m dr? 2mr?2 


voju = Et) (214) 


avec la condition aux limites u,(0) = 0, ou de façon plus précise suivant (10.82) 
r—0 : ufr) rl (12.15) 


Comme les polynômes de Legendre forment une base pour les fonctions 
définies sur l'intervalle [-1, +1], on peut écrire le développement suivant 


de /(8) 


f(0) = S Ales 8) fi= = i f(8)P; (cos 8) d cos 8 (12.16) 
1=0 1 


Le développement (12.16) est appelé développement en ondes partielles de 
l’amplitude de diffusion. 


5. Nous avons modifié la normalisation de w(r) d’un facteur sans importance 
V/ar/(21 + 1) en passant d’une équation à l’autre. 
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Si V(r) tend vers zéro suffisamment vite pour r — œo, on peut négliger 
dans (12.14) V(r) et le terme de barrière centrifuge. Le comportement 
asymptotique de w(r) sera alors 


ro : u(r) x sin(kr + à) 


Comparons ce comportement avec celui d’une onde plane. Une onde plane 
exp(ikz) = explikr cos 8) est une solution à symétrie cylindrique de l’équation 
de Schrödinger lorsque V(r) = 0. On peut donc écrire pour exp(ikz) un 
développement en polynômes de Legendre du type (12.13). Les coefficients de 
ce développement sont calculés à partir de (12.16) et sont appelés fonctions 
de Bessel sphériques j1(kr) 


e'tz = V (214 1}ij(kr)P;(cos 6) (12.17) 
i=0 


Les fonctions de Bessel sphériques s'expriment en fonction de sinus et de 
cosinus et on montre qu’elles sont données par la récurrence 


te) = (ya (2 a] ME = (be (i E) to (12.18) 


HA 


` Lorsque r — 0, r(kr) œ (kr)+l, ce qui est un cas particulier 
du comportement (12.15) puisque r(kr) est solution de l’équation de 
Schrödinger radiale avec V(r) = 0, tandis que si r — ©, on montre ? 


1 1 
Too : j(kr) © = sin (x — Zir) (12.19) 


La comparaison avec le comportement de u(r) conduit à définir 
A 1 
ô = à + z! 
ce qui permet d'écrire le comportement asymptotique de w (r) 
. 1 
r— 00 : wlr) a sin | kr — z" +ô (12.20) 


Le nombre 6, est le déphasage dans l’onde partielle l, et c’est une fonction 
de k : &(k). Afin d'exprimer f(@) en fonction des déphasages, il suffit de 


6. Cette qualification du potentiel mériterait d’être précisée. Tous les résultats de ce 
chapitre sont valides si V(r) est de portée finie (V(r) = 0 si r > R) ou décroît à l'infini 
plus vite que toute puissance. Si V(r) décroît à l'infini comme r™®, certains des résultats 
ne sont valides que si œ > ao. La discussion de ce problème est assez technique, et nous 
renvoyons le lecteur aux ouvrages cités en référence. 

7. Voir par exemple Cohen-Tannoudji et al. [1973], complément Avrrr. 
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comparer les développements asymptotiques r — oo de (12.9) et de (12.13) 
en choisissant À = 1. Compte tenu de (12.17), le développement (12.9) s'écrit 


ikr co 
eitz + f(0) — = Y Xy(r) P(cos6) 
n 1=0 
eikr 
Xi(r) = (U+ Ligi(kr) + fi = 


La forme asymptotique (12.19) de jı donne 
1 ; 7 
sdla +1, ikr ikr 
kr) ~ — [(-1 
i'ji(kr) ne [(—-1) Te +ei] 
et on en déduit 


_ 2+1 
l ikr 


: 2ik : 
l+1_ —ikr ikr 
— 1+ —— 12.21 
[ 1) Te + (+) | ( ) 
La fonction X,(r) doit être asymptotiquement égale à w(r)/r qui vaut, 
d’après (12.20) 


ulr) ~ KA [(=1) e-i" +eñe ir] (12.22) 


r 2ir 
L'égalité de (12.21) et (12.22) n’est possible que si 


2k 
2iô, = 1 
S TES 


fi 
Fi 21+1 21+1 
— 2id _ 1) = 
h= 5 C er 
Cette équation donne l’expression recherchée de f(8)) en fonction des 
déphasages 


e là sinô (12.23) 


(21 + 1)ei® sin ôP; (cos 0) (12.24) 


On déduit la section efficace différentielle de (12.12) et la section efficace 
totale par intégration sur les angles, en utilisant la relation d’orthogonalité 
des polynômes de Legendre déduite de (10.62) et de l’orthogonalité (10.55) 
des harmoniques sphériques. 


4r 
, 0) = —— ôw 
f 49 Pitcos0) P; (cos 4) ayi” 
Le résultat pour o4+ s'écrit 
Ar < l 12 6 
Trot = 77 > (21+1)sin° ô (12.25) 


1=0 


438 Physique quantique 


La fonction 
Si(k) = e72) (12.26) 


où nous avons explicité la dépendance en k, est appelée élément de matrice S 
dans l’onde partielle l, et joue un rôle important, que l’on peut comprendre 
en comparant les comportements (12.21) et (12.22) de londe sphérique libre 
kr) et de la fonction d’onde en présence d’un potentiel 


jilkr) x [1e ir +e] 


u(r) x te T a ler] 


L'effet du potentiel est de multiplier la partie onde sphérique sortante par le 
facteur de phase S; = exp(2iô;), Ponde entrante n'étant pas affectée, ce qui 
résulte des conditions aux limites imposées. En effet, l’onde plane incidente 
est composée d’une onde sphérique entrante et d’une onde sphérique sortante. 
La partie sortante est modifiée par la diffusion, car les particules sont diffusées 
par la cible et divergent à partir de celle-ci, mais ce n’est pas le cas de l’onde 
entrante qui n’est pas modifiée par l’interaction avec la cible. Nous montrerons 
au § 12.3.1 que la condition [Si] = 1 rend compte du fait que le nombre de 
particules entrantes dans une sphère de grand rayon tracée autour de la cible 
est égal à celui-des particules sortantes lorsque la diffusion est élastique. 
Chaque terme de (12.25) correspond à la section efficace de diffusion dans 
l'onde partielle l. Évidemment l'identification de la contribution de chaque 
onde partielle n’est possible que pour la section efficace totale, car les diverses 
ondes partielles interfèrent dans la section efficace différentielle. On remarque 
que la contribution à la section efficace totale de chaque onde partielle est 


bornée 4 
T : 
Er (21 + 1) sin? à < 97" = 
Donnons une interprétation semi-classique de ce résultat. Classiquement le 
moment angulaire Al et le paramètre d'impact sont reliés par l = kb et par 


conséquent 


T (21+1) (12.27) 


l l 
<b< RS 
k 
La section efficace classique maximale est l’aire comprise entre les cercles de 


rayons { et [+1 


T T 1 

ASE [@ +1)? — À] = g @+l=o 

La section efficace classique est au maximum le quart de la section maximale 
quantique. Supposons le potentiel de portée limitée : V(r) = 0 sir > R. 
Alors, d’un point de vue classique, une particule incidente ne pourra interagir 
que si son paramètre d’impact est inférieur à R : b > R, et seules les ondes 
partielles telles que ? S kR vont contribuer. On voit que la méthode des 
déphasages sera performante si l'énergie est faible, car dans ce cas seul un 
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nombre limité de déphasages vont contribuer. En particulier seule londe s 
(l = 0) va donner une contribution appréciable lorsque k — 0. Une 
version plus précise de cet argument consiste à remarquer que la probabilité 
de présence œ r?j?(kr) d’une onde sphérique libre est négligeable pour 
kr < [L+ 1)}!/2 et cette onde ne pénètre pas dans les régions où le 
potentiel est important pour les petites valeurs de k, sauf si { = 0, auquel cas 
r?j8(kr) xcste si r — 0. On montre rigoureusement? que pour un potentiel 
de portée limitée le déphasage ô; se comporte comme 


dk) x (kR)”+! (12.28) 


lorsque k — 0, ou { — œ. 


12.2.2 Diffusion à basse énergie 


Lorsque le potentiel est de portée limitée, londe s sera la seule à contribuer 
de façon appréciable à la section efficace de basse énergie, et celle-ci sera 
par conséquent isotrope. Jusqu’à la fin de cette section, nous prendrons en 
compte uniquement londe { = 0 et nous utiliserons les notations 4-0 = 
ôlk), Sız0(k) = S(k), fizo(k) = f(k), u=o(r) = u(r). Compte tenu du 
comportement (12.28) pour { = 0, d(k) œ k, on définit la longueur de 
diffusion a par 


a = — lim ~= (12.29) 


Le signe (—) est conventionnel et cette convention sera justifiée ci-dessous. 
Comme exemple de calcul de déphasage et de longueur de diffusion, nous 
allons traiter le cas du puits sphérique (figure 12.4) 


V(r) = -Vo O<r<R 
V(r)=0 r>R 


Ce puits sphérique décrit approximativement la diffusion neutron-proton avec 
les paramètres suivants (exercices 10.7.8 et 12.5.3) 


R=2fm Vo = 26 MeV 
L’équation de Schrödinger radiale s'écrit 
d? 2m 2m 
(5 + vtr) ulr) = zz Eu(r) (12.30) 


ce qui donne 


CR 
r<R à ($+?) ur = 0 


8. Voir par exemple Messiah [1959], chapitre X. 
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FIG. 12.4 — Puits sphérique. 


avec k? = 2mE/R? et k? = 2m(E + Vo)/R2, d'où, en tenant compte de la 
condition u(r = 0) = 0 


r>R : ufr) =Csin(kr +6) 
r<R : ufr) = Dsinkr 


La continuité de la dérivée logarithmique de u(r) à r = R impose 


k' cot k'R = kcot(kR + ô) (12.31) 
L’équation 
er +1 
cotz = 1 el] 


permet de déterminer l'élément de matrice S, S(k) ; après un calcul sans 
difficulté on trouve 


k 
cosk'R+i sin k’ R 
S(k) e e 21) 2 e2ikR (12.32) 
cos k’ R — i7 sin k'R 


L'expression donnant S(k) est bien de module unité. Évidemment le 
déphasage n’est déterminé qu’à m près : pour avoir la « vraie » valeur du 
déphasage, il faudrait faire croître le potentiel de 0 à W et suivre l’évolution 
de ô entre zéro et sa valeur finale. 

Comme dans le cas unidimensionnel (cf. § 9.4.3), il existe une relation 
remarquable entre la matrice S et les états liés. Posons en effet k = ix (on 
verra dans un instant qu’il faut choisir k = ix,«x > 0, et non k = —ik). La 
fonction S(k) a des pôles pour 


cosk'R + - sink R=0 (12.33) 
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mais cette équation est précisément celle qui détermine les états liés. En effet 
la fonction d'onde d’un état lié d'énergie E = —B < 0 est donnée par 


r>R : ufr)=Ce 7 
r<R : u(r)=Dsnkr 


avec K = (2mB/R?)1/2, k! = [2m(Vo — B)|!/?/à, et la continuité de la dérivée 
logarithmique à r = R s’écrit 


-K = k' cot k' R (12.34) 


ce qui est exactement l'équation donnant les pôles de S(k). Le résultat est 
général pour les potentiels décroissant suffisamment vite à linfini et il est 
valable pour toute onde partielle : les pôles de S,(k) pour k = ix donnent la 
position des états liés dans l’onde partielle {. 
Il est facile de déduire la longueur de diffusion de (12.31) ; cette équation 
s'écrit aussi 
tan(kR + ô) = z tan k'R 


Dans la limite k — 0, kR — 0, ô — 0 et k’ — ko = (2mVo/R2)!/2, d'où 


kR + ô(k) = E tan koR 
0 


soit kR 
sak (r i sua) 
ko 
ce qui donne d’après la définition (12.29) 
. tan koR 
a=R (i a ) (12.35) 


Un autre cas particulier intéressant est celui de la diffusion par une sphère 
dure : V(r) =0si r > Ret V(r) = + si r < R. La fonction d’onde radiale 
u(r) doit s’annuler à r = R 

r>R : u(r) =Csin(kR +ô) 

r<R : uļfr)=0 


En conséquence kR + ô = nr et pour k suffisamment petit on obtient 
ô= —kR a=R (12.36) 


Le signe (—) dans la définition (12.29) a été choisi de sorte que la longueur 
de diffusion d’une sphère dure soit +R et non —R. L'étude qualitative du 
comportement de u(r) dans la figure 12.5 montre que a > 0 pour tout potentiel 
répulsif. La situation est plus complexe pour un potentiel attractif. Lorsqu'il 
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{a a>0 (b) a < 0 T"(c)a>0 


FIG. 12.5 — Comportement de la fonction d'onde et de la longueur de diffusion pour 
différents potentiels. (a) Potentiel répulsif (b) Potentiel attractif sans état lié (c) 
Potentiel attractif avec un seul état lié. 


n'existe pas d'état lié, un potentiel attractif donne une longueur de diffusion 
négative. L'apparition d’un état lié change le signe de a, qui devient positif. 
Le signe change à nouveau avec l’apparition d’un second état lié, ete. Ceci 
est confirmé par (12.35) : la condition d’apparition d’un premier état lié est 
koR = 7/2 et la longueur de diffusion est négative pour koR < 7/2. Elle 
devient infinie lorsque koR = 7/2, positive lorsque kÿR > 7/2 et le reste 
pour 7/2 < koR < 37/2. L'apparition d’un second état lié correspond à 
koR = 37/2, et la longueur de diffusion devient à nouveau négative au-delà de 
cette valeur après être passée à nouveau par une valeur infinie. Une longueur 
de diffusion grande et positive signale la présence d’un état lié de faible énergie 
et si elle est grande et négative, elle signale la proximité de l’apparition d’un 
état lié : on dit parfois qu’il existe un état anti-lié ou virtuel. 

La section efficace de basse énergie est isotrope d’après (12.12), et la section 
efficace totale est 


Otot = 4Ta? (12.37) 


Il est intéressant de remarquer que la section efficace quantique d’une sphère 
dure (a = R) est quatre fois la section efficace classique tm R?. La mesure de 
la section efficace totale ne donne que la valeur absolue de a. Or le signe de 
la longueur de diffusion est une donnée importante : par exemple le potentiel 
effectif que nous allons définir au paragraphe suivant est attractif pour a < 0 
et répulsif pour a > 0, ce qui a des conséquences directes par exemple sur la 
possibilité de former des condensats de Bose-Einstein atomiques gazeux. Un 
autre cas important est celui de la diffusion neutron-proton (§ 12.2.4). 

La forme de basse énergie 4(k) ~ —ka est en fait le premier terme d’un 
développement du déphasage en fonction de k?. L'exercice 12.5.3 montre que 
la fonction kcotô(k) est une fonction analytique? de k? dont on peut écrire 


9. Si V(r) décroît au moins aussi vite que exp(—ur). L'équation (12.38) est valable 
pourvu que V(r) décroisse au moins comme r7*°. 
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le développement de Taylor pour k? — 0 
kcot ô(k) = -+ + Irok? + O(k{) (12.38) 


La longeur ro est appelée portée effective. On utilise souvent la forme de basse 
énergie de l’amplitude de diffusion 


e 2iô(k) LT 1 
RE klcot ô(k) — i] 


soit, en exprimant cot ô(k) en fonction de a si rok & 1 


f(k) = TE (12.39) 


Cette forme peut être rendue plus précise si l’on utilise l’approximation de 
portée effective (12.38) 


—@ 


= —— 12.40 
1 + ika — à roak? ( 


f(k) 


12.2.3 Potentiel effectif 


La longueur de diffusion permet d'introduire la notion très utile de 
potentiel effectif. Lorsque l’on considère un sytème de particules de basse 
énergie, il est très commode de pouvoir remplacer le potentiel réel V(r) par 
un potentiel V#(r) plus simple, appelé potentiel effectif, qui donne les mêmes 
résultats pour la diffusion de basse énergie. Ce potentiel effectif est utilisé 
par exemple dans le traitement théorique de la diffusion de neutrons de basse 
énergie ou des condensats de Bose-Einstein atomiques gazeux. Nous allons 
montrer que la diffusion de basse énergie est reproduite en choisissant un 
potentiel effectif proportionnel à une fonction ô 


Ver(r)v(r) = 967 E (Yl) (12.41) 


où g est une constante à déterminer. Pour justifier ce potentiel et déterminer g, 
examinons l'équation de Schrödinger pour une fonction d’onde #(r) = u(r)/r. 
L'expression du laplacien appliquée à une fonction de r 


1 qd? 
2 — 
Vif) = z pe yo (12.42) 
n’est valable que pour une fonction f(r) régulière à r = 0, tandis que pour 
f(r) x 1/r on utilise l'équation familière en électrostatique 


vi = —4rô(F) (12.43) 
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Examinons l'équation de Schrödinger en prenant comme potentiel (12.41) 
Fr? “0 cum R2k? u(r) 
-— V + V4 A 
2m + Ve) 2m r 
et écrivons le terme ue cinétique 


2 —u 
Res EE — 4ru(0)ô(F) = - a — 4ru(0)6(r) 


r dr? r dr2 


où nous avons remarqué que [u(r) — u(0)]/r est une fonction régulière à r = 0. 
Nous avons donc 


h2? ufr) Rk? ufr) _ |- 4rh? 


u(0) — gu'(0)| 8l) 


Les deux membres de l'équation précédente doivent s’annuler séparément, ce 
qui implique, pour le membre de gauche 

u(r) = C'sin(kr + Ô(k)) r>0 
et donc u’(0}/u(0) = kcotô(k). L’annulation du coefficient de 6(r) impose 


rh? 
en = = gk cot ô(k ) 


et la limite k — 0 de cette équation permet de relier!? g et a 


2 
27h à entr) = tg 


g = sr (12.44) 


Le potentiel effectif dépend d’un seul paramètre, la longueur de diffusion a, que 
l’on prend bien sûr égale à celle d’un potentiel plus réaliste ou tout simplement 
de Pexpérience. Examinons aussi les états liés du potentiel effectif. La fonction 
d’onde radiale de cet état lié doit être de la forme 


u(r) = Ce 7 


et par conséquent u/(0)/u(0) = —K. On en déduit une relation entre l'énergie 
de liaison B et la longueur de diffusion 
2mB _ 2rkg _1 


D e (12.45) 


K —= 


10. Il faut se rappeler que si l’on considère la diffusion de particules identiques de masse 
M, la masse réduite m = M/2 et 
Anh? 


M 


g= a 
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L'état lié du potentiel effectif est unique, et on retrouve le fait que a > 0 si 
l’on veut un état lié et un seul. En résumé, un potentiel effectif tel que a > 0 
correspond aussi bien à une sphère dure qu’à un potentiel attractif possédant 
un seul état lié. Ces deux potentiels donneront le même comportement pour 
un ensemble de particules de basse énergie, alors que le comportement sera 
différent si a < 0 : c’est le signe de la longueur de diffusion qui est crucial. 
La fonction k cot 6(k) est une constante 

27h? 1 


k cot ô(k) = — 
mg a 
et l'amplitude de diffusion du potentiel effectif est donnée exactement 
par (12.39) 


—a@ 
RTE 


12.2.4 Diffusion neutron-proton à basse énergie 


La diffusion neutron-proton à basse énergie fournit une illustration d’une 
grande importance pratique du formalisme que nous venons de développer. 
Le proton et le neutron sont des particules de spin 1/2, et comme la diffusion 
dépend du spin, nous devons généraliser les résultats précédents pour en tenir 
compte. Dans la diffusion à basse énergie, le spin total six est conservé. 
En effet le moment angulaire orbital est nul, puisque la diffusion se fait dans 
Fonde s, et la conservation du moment angulaire total est équivalente à celle 
du spin total. L’amplitude de diffusion peut s'écrire comme un opérateur f 
agissant dans l’espace H à quatre dimensions, produit tensoriel des espaces des 
états des deux spins 1/2, en fonction des projecteurs Ps = Po et P; = Pı sur 
les états singulet (spin total zéro) et triplet (spin total un) donnés en (10.128) 


À) = fs (K)Pa + fi(k)P; 
Cette écriture de f assure que le spin total est inchangé dans la diffusion : un 
état singulet reste singulet et un état triplet reste triplet. Nous allons nous 
limiter au cas ka « 1, et d’après (12.39) 


f(x) = —as felk) = -a 


où as et a; sont les longueurs de diffusion dans l’état singulet et létat triplet. 
Lorsque la condition ka < 1 n’est pas satisfaite, il est possible d'utiliser 
des expressions analogues à (12.39), ou mieux (12.40), pour f.(k) et fi(k), en 
faisant intervenir les portées effectives ro, et ro. En résumé, à l'approximation 
où ka € 1 A 

Í = —-asPs = at Pr (12.46) 
ou encore, en introduisant les matrices de Pauli 5, et n agissant dans l’espace 
des états de spin du proton et du neutron 


A 1 1 
—f =à— (es + 3&)1 + ne — &s)0p ` On (12.47) 
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La section efficace différentielle est isotrope et la section efficace totale pour 
un état de spin initial |ż¿) et un état final |f} est 


api = 4m((flàli)? (12.48) 


Si on ne mesure pas les spins finaux et si l’état initial est un mélange où l’on 
connaît seulement la probabilité p; de trouver les spins initiaux dans l’état 
li}, il faut sommer sur les états |f} et les probabilités p; 


o =4r Sp; D Kilalf)(lâli) 
io F 
= An X p; (ilâ? li) = 4r Tr (pinit 4?) 


où nous avons utilisé la relation de fermeture dans H, $; |f)(f| = Z, et la 
définition de l'opérateur densité de l’état initial 


Pinit = pD pit) (él 
i 


Le cas le plus fréquent est celui où l’état initial est non polarisé : les états 
|++),1+-),|-+) et |-——) ont la même probabilité. Dans ce cas pinit = 1/4 
et 


Onon pol = m Trå? = n Tr (a?P, + a? Pi) 


= 4r G a + a?) = 5 Ts + 7 Ti (12.49) 
L'interprétation physique est immédiate : si l’état initial est non polarisé, la 
probabilité d’avoir un état singulet est de 1/4 et celle d’avoir un état triplet 
de 3/4, ce qui donne les poids 1/4 et 3/4 aux sections efficaces singulet et 
triplet dans (12.49). 

La section efficace non polarisée ne donne accès qu’à la combinaison 
a? + 3a? des longueurs de diffusion. Une information supplémentaire vient 
de l'existence d’un état lié dans l’état triplet, le deutéron, ce qui permet de 
déterminer approximativement a;. Une relation précise entre les paramètres 
du deutéron et ceux de la diffusion à basse énergie dans l’état triplet est 
établie dans l’exercice 12.5.3, à l’approximation de la portée effective. Une 
relation approchée est obtenue en remarquant que la fonction d’onde du 
deutéron s'étend très au-delà de la portée du potentiel, x7! > R, ce qui 
permet d'utiliser un potentiel effectif et la relation (12.45). Compte tenu de 
B = 2.22 MeV, on trouve K~! = 4,2 fm, alors que la valeur exacte de a est de 
5.4 fm, mais l’argument suffit pour déterminer le signe de a; : & > 0. 

La connaissance de a; à partir des paramètres du deutéron et la mesure de 
la section efficace non polarisée permettent de déterminer le module |as| de la 
longueur de diffusion dans l’état singulet, mais pas son signe. Une méthode 
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possible pour déterminer le signe de a, est la diffusion de neutrons sur une 
molécule d'hydrogène, étudiée à l'exercice 12.5.2, qui montre que la longueur 
de diffusion a, est négative, en accord avec le fait qu’il n'existe pas d'état lié 
singulet. Les valeurs expérimentales des longueurs de diffusion et des portées 
effectives sont 


at = 5.40 fm Tot = 1.73 fm as = —23.7 fm Tos = 2.5 fm 


On constate que a, est grande et négative, et le système neutron-proton dans 
l’état singulet est très proche de la formation d’un état lié : il existe un état 
virtuel. 


12.3 Diffusion inélastique 


12.3.1 Théorème optique 


En règle générale, dans une collision, les particules peuvent non seulement 
être diffusées élastiquement, mais aussi inélastiquement ; par exemple la 
diffusion d’un photon sur un atome À dans son état fondamental Eo peut 
laisser l’atome dans un niveau excité A* d'énergie FE: 


y+A-— y +A4* 


le photon final ayant perdu une énergie (E1 — Eo) par rapport au photon initial 
(si l’on néglige le recul de l’atome). Il est même possible que les particules 
finales soient différentes des particules initiales, comme dans 


T_+p— K°+A 


ou 
mpr +r +p 
Dans le cas de la diffusion élastique, nous avons vu que |S,(k)} = 1. Nous 
allons montrer qu’il est possible de généraliser lexpression de l'amplitude 
diffusion f(Q) au cas inélastique à condition d'admettre que [S:(k)| < 1. 
Cette condition découle de ce que le module de l'amplitude de l’onde sortante 
doit être plus petit que celui de l’onde entrante : le nombre de particules Nin 
entrant dans une sphère de grand rayon r tracée autour de la cible doit être 
inférieur à celui Nous qui en sort, puisque les particules incidentes peuvent 
seulement disparaître dans la diffusion inélastique. Comme nous le montrons 
ultérieurement, cette inégalité vaut pour toute onde partielle : Ni, < Ni, 
car l'intégration sur la surface de la sphère élimine les interférences entre ondes 
partielles. Si la diffusion est purement élastique dans londe l, NE = Ni, et 
|Si(k)| = 1. Évaluons N! et Nl, en revenant à l'expression asymptotique 
r — œ (12.22) de la fonction d'onde. Comme dans la diffusion élastique, seul 
le terme d'onde sortante peut être modifié 
eik" eirr 


> Si(k) 


r 
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d’où le comportement asymptotique de Ÿ(r) 
iA < 


Jr 2 (2l + 1)P;(cos0) [(—-1)le 7" — 5, eikr] 
1=0 


p~ 


ce qui donne pour f(0) 


1 (se) 
a 5 (21+1)P(cos0)(S; — 1) 
1=0 


La section efficace élastique totale vaut 
ca = f das 


et le résultat de l'intégration sur { généralise (12.25) 


E 5 JS (2+1)1- S]? (12.50) 


1=0 


Calculons le nombre de particules entrantes dans londe partielle !, N}, en 
intégrant le courant entrant sur la surface d’une sphère de rayon r — œo 
autour de la cible. Comme les polynômes de Legendre sont orthogonaux, il 
n’y a pas de termes d’interférences entre les différentes ondes partielles. On 
trouve 


TE [ee] | 2 4 fr] = PCI DIAR 


4k2 A+1| |m mk 


Le premier terme vient de la normalisation de |#!?, le second de la relation 
d’orthogonalité des polynômes de Legendre, le troisième de l’expression du 
courant de londe entrante et le dernier de l'intégration sur @. Un calcul 
analogue donne Mi, 


rh(2l + 1) 4/? 
mk 


N! 


out — 


[Sıl? 
La condition N! < N1 implique que |S| < 1. La section efficace inélastique 
dans l’onde partielle ! n’est autre, au facteur de flux F = hk|A[?/m près, 
que la différence entre le nombre de particules entrantes et celui de particules 
sortantes 

TA(2l + 1)|A|? 


1 
l = l l — 2 
Tinel — F (Nin Nbat) k2 (1 ISi] ) 


et la section efficace inélastique totale vaut 


r (ee) 
Sine = z3 D_(21+ 1)(1 — |S?) (12.51) 
1=0 
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Si N} = Nl le nombre de particules sortantes est égal au nombre de 
particules entrantes, la diffusion est élastique dans londe partielle ? et 
|Si(k)| = 1, Si(k) = exp{2idi(k)]. La condition |$;| < 1 entraîne comme il 
se doit es > 0. La somme des sections efficaces élastique et inélastique est 
la section efficace totale 


2 OO 
Otot = 7 yz +1)(1 — Re Sı) (12.52) 
l=0 


La présence de voies inélastiques implique que (1 — Sı) # 0, et on ne peut 
donc pas avoir en physique quantique de diffusion purement inélastique, alors 
qu’en physique classique des particules peuvent être envoyées sur des cibles 
parfaitement absorbantes, sans diffusion élastique. Si l'absorption est totale 
dans une onde partielle l, ce qui correspond à NP“ = 0 et donc à Sı = 0, 
alors 

da = dl el = x +1) (12.53) 


Par comparaison, la section efficace élastique maximale est 


! AT 


Tel, max — 72 1 + 1) 


Une conséquence importante de l’intrication entre diffusions élastique 
et inélastique est le théorème optique. Calculons la partie imaginaire de 
l'amplitude de diffusion vers lavant!!, Imf (0 = 0) en utilisant P;(1) = 1 

1 [2 0] 
Imf(9=0) = XO (2+1)(1- ReSi) 


2k 
1=0 


et si l’on compare avec l'expression (12.52) de otot 


ss Z Im/(4 = 0) (12.54) 


Cete relation est le théorème optique, qui relie la section efficace totale à la 
partie imaginaire de la diffusion vers l’avant. La démonstration du théorème 
met en évidence qu’il découle de la conservation de la probabilité. 


12.3.2 Potentiel optique 


On peut rendre compte de la diffusion inélastique en introduisant un 
potentiel complexe dans l’équation de Schrödinger. En effet, si l’on reprend 


11. Cette quantité ne peut pas être mesurée directement, car vers l’avant on trouve 
principalement les particules incidentes qui n’ont pas subi de collision. Il faut prendre la 
limite 0 — 0 de f(8). Voir aussi la note 4. 
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la démonstration du $ 9.2.2 de l'équation de continuité du courant V - J=0 
dans le cas d’une onde stationnaire der), on s'aperçoit que cette équation 
n'est pas satisfaite si le potentiel est complexe et que 


Ÿ-7= mV (12.55) 


On retrouve naturellement le résultat V - 7= 0 dans le cas du potentiel réel 
utilisé au § 9.2.2. Le nombre de particules absorbées par unité de temps est 
égal au flux incident multiplié par la section efficace inélastique. Pour calculer 
le nombre de particules absorbées, entourons la cible par une sphère de grand 
rayon et calculons le flux de 7 à travers la surface S de cette sphère 


-f jas-- | Ş-ydr=-2 S VAR» 
s v ħ Jy 


où V est le volume de la sphère et le signe (—) correspond au fait que dÔ est 
orienté vers l'extérieur. On a donc 


2 
Sin = -E J Im V (Plg)? d?r (12.56) 


où nous avons intégré sur tout l’espace car le potentiel est supposé de portée 
finie ou s’annulant suffisamment vite à l'infini. Dans cette section, et jusqu’à 
la fin du chapitre, le potentiel V (F) est quelconque : il n’est pas nécessairement 
invariant par rotation. L’équation (12.56) implique que la partie imaginaire 
de V(r) doit être négative : ImV (F) < 0. Le potentiel complexe de partie 
imaginaire négative V(F) est appelé potentiel optique. Ce potentiel est utile 
lorsque l’on ne s'intéresse pas aux détails des processus inélastiques, mais 
seulement à leur répercussion sur les processus élastiques. Il est en particulier 
très largement utilisé dans la diffusion neutron-noyau. À basse énergie, 
on pourra représenter ce potentiel complexe par un potentiel effectif du 
type (12.41) avec une longueur de diffusion complexe a = a1 + ia2, az < 0. 
Dans ces conditions Im f = —a2 et la section efficace totale est très grande 
par rapport à la section efficace élastique 


Otot © Oi she = 4ra? 
tot — in 2 elm 1 


La proportionalité de din à 1/k, ou bien à 1/v, où v est la vitesse des neutrons 
incidents, est un résultat d’une très grande importance : la section efficace 
d'absorption des neutrons lents croît en 1/v quand v — 0. Ceci entraîne par 
exemple que l’on doit ralentir les neutrons pour obtenir des sections efficaces 
importantes de fission de l’uranium dans un réacteur nucléaire. Un autre 
exemple est l'utilisation du cadmium pour absorber les neutrons : la longueur 
de diffusion est complexe, avec a1 = —3.8 fm et az = —1.2 fm. 
Récrivons le théorème optique en utilisant (12.56) 


m 


mfo =0) = E AOR- a [VOE (1257) 
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Cette équation peut être généralisée!?, Définissons l'amplitude de diffusion 


J(k°, k) à partir de la solution (12.9) y) (F) de l'équation de Schrödinger 


eikr 


yi = eiF + FR, k) - 
Comme le potentiel n’est pas supposé invariant par rotation, amplitude de 
diffusion dépend de f et de k, et pas uniquement de k et de l’angle entre f et 
k. On montre alors la relation d’unitarité 


ZED- PEE] = È f PERENE a 


2i 
-zz zy [mA WEY H ajd?r (12.58) 


L’'invariance par reversement du sens du temps implique f (k p F) 
f(—F, —k') et celle par parité f(k’, k) = f(-E',—k) Si ces deux invariances 
sont valides, F(E’) = FRE") et 


= [AE - EEN] = 1m sE’, 


dans (12.58). On retrouve alors (12.57) en prenant k’ = k. 


12.4 Développements formels 


12.4.1 Équation intégrale de la diffusion 


Nous allons reprendre dans cette section quelques points que nous 
avons laissés dans l’ombre jusqu’à présent, afin de clarifier certains des 
arguments précédents. Nous allons d’abord démontrer une équation, 
l'équation intégrale de la diffusion, qui nous permettra de justifier l'expression 
asymptotique (12.10), mais qui se révèle également utile dans d’autres 
développements de la théorie de la diffusion. La démonstration repose sur 
l'expression des fonctions de Green G(T) de l'équation de Schrödinger lorsque 
V = 0, qui vérifient 

(V? +k2)G(r) = 6(F) (12.59) 


De façon générale, les fonctions de Green G d’une équation d'onde Ly = 0 sont 
définies par LG = ô(r). La solution de ce type d’équation n’est pas unique 
et la forme précise de la fonction de Green que l’on doit utiliser pour un 
problème donné est fixée par des conditions aux limites. Nous aurons besoin 
des fonctions de Green GÍ} (F) ayant un comportement d’onde sphérique 


12. Voir par exemple Landau et Lifschitz[1966|, § 124. 
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sortante pour GÍ) (F) et entrante pour G()(F). Ces fonctions de Green sont 


données par 13 | 
Gr) = nr (12.60) 
Ar r 


La vérification de (12.59) est immédiate 


+ikr Łikr _ 1 1 
y2 = Vy? =] FN 


F 
1 q? +ikr 
= a e*ikr 4nå(r) 
etikr 
= =k? — 4rô (F) 


où nous avons utilisé le fait que la fonction (exp(ikr) — 1)/r est régulière à 
r = 0 et (12.42). 

Examinons le comportement de la fonction GH} (F — F’) lorsque r — oo 
tandis que r’ reste fini. Dans cette limite 


r? 
F-r|=r-f. F10( Z) 


= 


et nous obtenons, en définissant k’ = k? 


eiklr-F"l 


r 12 
GHP- F) = -= =- H o(s) (12.61) 


4Tr Arr 


ce qui montre que G(T) a bien un comportement d'onde sphérique sortante. 
La fonction po (F) définie de façon implicite par 


YOP) = fr +7 GO FV (F EPF’) dèr (12.62) 


obéit à l’équation de Schrödinger. En effet, en utilisant (12.59) 
y 2 2m 
Pre EE-E WEWE = vea 


L’équation(12.62) est appelée équation intégrale de la diffusion. Le point 
essentiel est que YPF) a bien le comportement asymptotique (12.9). En 
effet, en utilisant (12.61) et (12.62) pour r — oo 


nme I eE F VE YEA? (12.63) 


13. Toute combinaison AG®) + (1 — AGO? + Ga, où Gn est solution de l'équation 
d'ondes homogène, vérifie également (12.59). 
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On identifie immédiatement l’amplitude de diffusion f(Q) à partir de (12.9) 


FO) = FR D = TE fe (7) (7)! (12.64) 


Cette équation est exacte, mais bien sûr il faut connaître EP), et on ne 
peut pas se dispenser de la résolution de l’équation de Schrödinger | On peut 
résoudre (12.63) de façon approchée par itération, la première itération étant 


PEF) = eik? 


En reportant dans (12.64) on obtient f(E’, k) à l’approximation de Born 


m 
27h? 


Takeke J eitfy(Pd?r (12.65) 


Le vecteur g = k’ — k est le transfert de vecteur d'onde, Ağ le transfert 
d'impulsion et fp est la transformée de Fourier du potentiel par rapport à q. 
On note que 
. 8 
q = 2ksin z 
et que fg ne dépend que de la combinaison ksin(ĝ0/2) de k et de 8 si le 
potentiel est à symétrie sphérique. Cette particularité est bien sûr spécifique 
de l'approximation de Born. Les critères de validité de l'approximation de 
Born sont délicats à énoncer de façon précise : pour simplifier, il faut que 
l'énergie soit grande ou que le potentiel soit faible. Dans le cas de la diffusion 
coulombienne, l’approximation de Born donne le résultat exact pour la section 
efficace (mais non pour l'amplitude !) à toute énergie, très en dehors de son 
domaine théorique de validité (exercice 12.5.4). 


12.4.2 Diffusion d’un paquet d’ondes 


Un deuxième point qu’il est nécessaire de justifier est l’utilisation 
d’un formalisme stationnaire, alors que la diffusion d’une particule est 
fondamentalement un processus dépendant du temps ; il nous faut donc 
étudier la diffusion d’un paquet d’ondes. Nous supposerons le paquet d’ondes 
centré autour d’une impulsion hko avec une dispersion Ak « ko, et nous 
supposerons aussi que la dimension Ar ~ 1/Ak du paquet d’ondes est très 
petite par rapport aux distances caractéristiques de l'expérience, par exemple 
la distance cible-détecteur. Le paquet d'ondes libre s’écrit sous une forme qui 
généralise (9.41) à trois dimensions 


3 
(Ft) = f Dr Aep lik -F — iwat] (12.66) 
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avec wp = hk? /(2m), la fréquence moyenne étant wo = hkâ/(2m). Nous avons 
montré au § 9.1.4 que si la condition (Ak)?ñt/m < 1 était vérifiée (ce qui est 
pratiquement toujours le cas) on pouvait alors négliger l’étalement du paquet 
d'ondes et (12.66) sous la forme (9.48) généralisée à trois dimensions (avec les 
changements de notations k — ko, vg — vo) devient 


p(F,t) = eiot(F — dot, t = 0) (12.67) 


où la vitesse de groupe To = Ako/m. Ceci implique que [w(F. t)| est négligeable 
si |7 — vot| > Ar, c'est-à-dire si |F — Tot! est grand par rapport à l'extension 
Ar du paquet d’ondes. La fonction d'onde dépendant du temps por, t) en 
présence du potentiel V(r) s'obtient en remplaçant dans l'expression (12.66) 
du paquet d’ondes londe plane exp(ik -F) par y> Sar (7). L'expression ainsi 
obtenue est en effet solution de l'équation de S hrödinger dépendant du 
temps en présence du potentiel V (F), avec un comportement d’onde sphérique 
sortante. Décomposons la fonction d'onde peh (F, t) en une partie libre et une 
partie diffusée 


YEP (F, t) = (F, t) + paia (F, t) 


Lorsque le paquet d’ondes est loin de la cible, on peut remplacer YEPP) par 
sa forme asymptotique (12.63) 


ES ikr 
DE (Fr) RTE f(k? k = 
et donc à ” 
d°k > e ai pit 
dant) = | Dos ABS e 
Supposons que f (kô, k) varie suffisamment lentement?4 avec k . Dans ces 
conditions 


f(kô, k) ~ f(Kof, ko) 

et la partie diffusée est 
fkof, Ko) f dk 
Qr)? 


paigal T, t) = A(E) expli(kr — wyt)] (12.68) 


On remarque ensuite que 
S NS D: Je a Aky? aeni Ak)? 
= [(ko + (k- ko))}? = ko+ko-(k—ko)+0O (E) = ko-k+O (SE) 
0 


Comme le temps caractéristique t ~ r/vo = mr /(ħko) 


(Ak)?r _ (Ak)?ħt 


2 1 
ko m = 


14. En présence d’une résonance, il peut arriver que cette condition ne soit pas vérifiée. 
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et on peut remplacer kr dans (12.68) par rko- k ce qui donne 


p kof, ki 3 kof, k Les 
panl t) = FR) (rko,t) = If, ko) efr — vot)ka, 0]e "0! 

Lorsque t est grand et négatif, [(r — vot)| > Ar et comme w(r’,0) est 
négligeable pour r’ > Ar, Yai — 0 et le paquet d'ondes tend vers un paquet 
d'ondes libre : tant que le paquet d’ondes n’a pas de recouvrement avec le 


potentiel, ais est pratiquement nul 
lim (7,4) = p(r,t) 
t——00 
Le paquet d’ondes interagit avec la cible pour t ~ 0 et lorsque t — +oo 


A k f, ki î. iw 
pain (T, t) > Ji.) gltr — vot)ko, 0] e“°t 


On retrouve le paquet d'ondes dans une direction différente de la direction 
initiale, modulé par l’amplitude de diffusion f(kof, ko) et se propageant 
radialement avec une vitesse vo. 

Nous pouvons maintenant calculer la probabilité dp de déclenchement d’un 
détecteur de surface dS = r?dQ? placé dans la direction #. Comme le courant 
à l'instant t est vol Vail?f, la probabilité de déclencher le détecteur est 


+oo 
dp = wr#an f [hair (r, t)|°dt 
— 00 


+00 
vo dO (kof, Fo)[? Í leitr — vot)fo, Ollždt 
—00 


Par ailleurs, la probabilité pour que la particule incidente traverse une surface 
unité prependiculaire au faisceau incident est 


+00 x 
f \pl(r — vot)ko,0]|?at 


et on déduit de la définition (12.1) de la section efficace 


D L (For Ro) = AOP (12.69) 


ce qui complète la justification de (12.12). 


12.5 Exercices 


12.5.1 Pic de Gamow 


1. On se propose d’évaluer la section efficace de la réaction 


2H + SH > He +n (12.70) 
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à l’intérieur d’une étoile où règne une température de l’ordre de 10° K. 
Cette réaction particulière a été choisie pour fixer les idées, mais ce qui suit 
s'applique à toute réaction nucléaire dans une étoile. Montrer que l’énergie 
cinétique des noyaux incidents 2H et °H est de l’ordre du keV. Pourquoi 
les atomes sont-ils complètement ionisés ? En physique nucléaire la relation 
suivante est souvent utile : dans un système d’unités où À = c = 1, la relation 
entre le fermi et le MeV s'écrit 


1fm-1 = 200 MeV 


Vérifier cette relation. Le potentiel V(r) entre les deux noyaux incidents est 
le potentiel coulombien répulsif V(r) = e?/r pour r > R et un potentiel 
nucléaire attractif pour r < R, avec R = 1fm. Montrer que e?/R est très 
grand par rapport à l'énergie cinétique Æ des noyaux incidents. 


2. Montrer qu’en physique classique les deux noyaux ne peuvent pas 
s'approcher à une distance plus faible que ro = e?/E, et la réaction 
nucléaire (12.70) ne peut se produire. En physique quantique, la réaction est 
possible grâce à l’effet tunnel. En utilisant (9.106), montrer que la probabilité 
d'effet tunnel est 


oree- fa fr(£ 2] 


où p est la masse réduite : E = yv?/2, v étant la vitesse relative des deux 
noyaux. Montrer que y = (6/5)m,, où la masse du proton mp = 940 MeV/ g. 
Pour calculer pp(E), on pourra faire le changement de variables 


u= — =E 
r 
On donne l'intégrale indéfinie 
u?du 1 u u 
z= 3 tan —— 5 5 
(u2 + a?) 2a a 2(u? + a?) 
En déduire 
E AEE EN 
Pr(E) = exp | —4/ = Ep = 2na ue 
Eg 


avec a = e?/(ħc) ~ 1/137. Donner la valeur de Eg en MeV. 


3. Justifier la forme approchée de la section efficace de la réaction (12.70) 


o(E) ~ $5 pr(E) 
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en admettant que la réaction nucléaire se produit dès que les noyaux entrent 
en contact ; k est le vecteur d'onde E = h?k?/(2u). 


4. D’après (12.1), le nombre de réactions nucléaires (12.70) par unité de temps 
est nincvo(v), où n; et n sont les densités de noyaux incidents et de noyaux 
cibles. Cependant les vitesses n’ont pas une valeur fixée, et pour obtenir le 
taux de réaction dans l'étoile, il faut moyenner sur la distribution de Maxwell 


des vitesses 
EN nv? 
pm(v) = (GE) EN (- FT) 


La quantité physiquement pertinente est la moyenne (vo). En intégrant sur 
les angles, montrer que 


3/2 po 2 
H 3 HU 
= 4 — 
(vo) = 47 GE) f dv v?o(v) exp ( r) 


En déduire, en effectuant le changement de variables v — E 


252 3/2 poo 
(vo) = loak ( ) J dEe-E/GsT)e-VEs/E (12.71) 
0 


w 


2rkgT 


Montrer que l’intégrand dans (12.72) exhibe un pic aigu pour une valeur 
E = Es de l'énergie, avec 


1 2/3 
Bo = ($ kaT VEs) 
et que la largeur AE de ce pic est donnée par 
AE x Ex (kpT)'5 


Ce pic est appelé pic de Gamow, et il détermine l’énergie Eo pour laquelle la 
réaction (12.70) a une probabilité maximale : le taux de réaction dans l'étoile 
est contrôlé par Eo. Estimer numériquement la position du pic et sa largeur. 


12.5.2 Diffusion de neutrons de basse énergie 
par une molécule d'hydrogène 


1. On considère dans un premier temps la diffusion d’une particule par les 
deux noyaux 1 et 2 supposés différents d’une molécule diatomique, sans tenir 
compte du spin. Le centre de la molécule est situé à l’origine des coordonnées, 
et le détecteur à une distance r de la cible. Les noyaux 1 et 2 sont situés aux 
points Ř/ 2 et -Ř/ 2, avec R & r. Montrer que l'amplitude de diffusion par 
la molécule est 


f=aep(-ig- R) +uexp( ia A) 


N| 
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où K est le vecteur d’onde des particules incidentes, £/ = kf, Ag = h(k’ — &) le 
transfert d'impulsion, tandis que a1 et a2 sont les longueurs de diffusion sur 
les noyaux 1 et 2. Tracer la section efficace en fonction de l'angle 0 entre k’ 
et k lorsque qR ~ 1. 


2. On se place dans le cas de la diffusion de neutrons par une molécule 
d'hydrogène en tenant compte du spin du neutron et des protons. On suppose 
l'énergie suffisamment basse pour que qR « 1. Quelle doit être la valeur de 
l'énergie en eV pour que cette condition soit réalisée ? Si les neutrons sont 
produits dans un réacteur, à quelle température doivent-ils être refroidis (cf. 
§ 1.4.2) ? On définit le spin total 5 de la molécule 


+ 1 


1 et ©2 sont les matrices de Pauli décrivant les spins des deux protons. 
Montrer que l’amplitude de diffusion s’écrit dans l’espace des spins en fonction 
des longueurs de diffusion a, et az 


L 
(as + 3a) + z — as)(dn : S) 


NI = 


f= 


3. Si l’on traite interaction neutron-proton au moyen d’un potentiel 
effectif (12.41), la constante g est fixée par les caractéristiques du potentiel. En 
déduire qu’en raison d’un effet de masse réduite, on doit utiliser 4a/3 comme 
longueur de diffusion sur les protons liés dans une molécule d'hydrogène, si 
a est la longueur de diffusion d’un neutron sur un proton libre. La section 
efficace est donc à multiplier par un facteur 16/9 : c’est l'effet de liaison 
chimique. Cet effet de masse réduite est présent pourvu que l'énergie du 
neutron soit suffisamment faible pour ne pas pouvoir exciter les niveaux de 
vibration de la molécule. 


4. La molécule d'hydrogène peut exister dans deux états de spin : le 
parahydrogène de spin zéro et l’orthohydrogène de spin un. Quelle est la 
section efficace totale neutron-parahydrogène ? Est-elle sensible au signe 
de a, ? 


5. Calculer la section efficace totale neutron-orthohydrogène en supposant la 
molécule non polarisée. Suggestion : démontrer l'identité 


Tr(A Q B)? = (Tr 4)(Tr B?) 
12.5.3 Propriétés analytiques de l’amplitude de diffusion 


neutron-proton 


L'objectif de cet exercice est de relier les propriétés des états liés et des 
résonances à l’amplitude de diffusion. On se limitera à l’onde s. On négligera 
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la différence de masse neutron-proton et on définira M = Mp = Mnp : la masse 
réduite est donc M/2. On néglige tout effet lié au spin. 


1. Soit u(r) la fonction d’onde radiale (réelle) d’un état lié, en l'occurrence 
le deutéron. Elle est caractérisée par son comportement asymptotique et sa 
normalisation N 


OO 
ro :  u(r)= Ne" avec I u?(r) dr = 1 
0 


Montrer que dans le cas du puits sphérique de la figure 12.4, de portée R et 
de profondeur W 
a 2Kk/? e2=r 


T (k2 4 k?)(1 + KR) 
avec Ak’ = YM (Vo — B), hk = VMB, B étant l'énergie de liaison. Tracer 


qualitativement u(r). 


2. Soit g(k,r) une solution de l'équation radiale se comportant 
asymptotiquement comme 


T — © : g(k,r) x ei" avec k= 


VMB 
h 


Montrer que la fonction d'onde u(k,r) est donnée par 


u(k,r) = g(—k,r)g(k) — g(k, —r)g(—k) g(k) = g(k,r = 0) 


et que l’élément de matrice S, S(k) vaut 


— 260) JC) 
SIR) g(-k) 


3. On prolonge analytiquement g(k,r) à des valeurs complexes de k. 
Montrer que 


g*(k,r) = gr) SE") = = = S (=k) 


4. Calculer g(k) et S(k) pour le puits sphérique et montrer que g(k) est une 
fonction entière de k (c’est-à-dire analytique pour tout k). 


5. On peut prouver que pour un potentiel décroissant plus vite que exp(—ur) 
lorsque r — œ, g(k) est analytique dans le demi-plan Imk < /2, et on 
admettra ce résultat dans la suite de l’exercice. Montrer que si S(k) a un pôle 
sur laxe imaginaire, k = ix,0 < x < u/2, alors ce pôle correspond à un état 
lié du potentiel. Montrer que si S(k) a un pôle à k = h — ib, |b| < y/2, alors 
nécessairement b > 0. 
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6. Le cas du pôle à k = h — ib, b > 0, est celui d’une résonance. Montrer 
qu'un choix pour S(k) satisfaisant aux conditions de la question 3 est 


_(k-h-ib)(k+h-ib)  k—h—ib 
dE TEE EE ee dou 


Supposant b & h, déterminer le comportement du déphasage 4(k) en fonction 


de k en montrant que 
h-k 


tô = E 
CO b 


En déduire que ô passe par t/2 pour k = h et que la section efficace se met 
sous la forme dite de Breit- Wigner 


_ 27h? RT?/4 


(E) = ME (EE + RTA 


(12.72) 


Relier Eo et T à b et h. Montrer que h = 0 correspond à un état virtuel. 


7. Démontrer la relation 


ðu ðw” 7 2{pt 1 ,_ Ou 
Ê SE TE) 2 Jartrar u = 


En étudiant cette relation pour r — 0 et r — œ, montrer qu’au voisinage du 
pôle k = ik 


—iN? 
UE k—ik 
8. Montrer que la fonction 
…. 9) + g(-k) 
kcot ô(k) = ik =m 
TE een) 


est analytique en k au voisinage de k = 0, tend vers une constante pour k — 0 
et est une fonction paire de k. En déduire que l’on peut écrire 


1 
kcotó(k) =- + 5 rok? + O(K*) 


Démontrer les relations 


2 1 2 
ee 
K Ka 1 — Kro 


qui relient les paramètres (x, N) du deutéron aux caractéristiques (a, ro) de 
la diffusion de basse énergie. Calculer ro sachant que B = 2.22 MeV et a = 
5.40 fm, et comparer au résultat expérimental ro = 1.73 fm. 
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12.5.4 Approximation de Born 


1. Calculer l'amplitude de diffusion fg(ĝ), q — k!—k, à l'approximation de 
Born lorsque le potentiel a la forme dite de Yukawa 


e #7 


ur 


V(r) =V 


En déduire do/df? et Crot. 


2. Examiner la limite y — 0 avec Vọ/u — e? =cste : le potentiel de Yukawa 


tend vers le potentiel coulombien V(r) = e?/r. Montrer que 


do et 

— = —— <—— 12.73 

dQ  16E2sint 0/2 ( ) 
où E = h?k?/(2m) est l'énergie incidente. Ce résultat a été obtenu 


par Rutherford en utilisant un raisonnement de mécanique classique (la 
mécanique quantique n’existait pas encore !), et il est appelé section efficace 
de Rutherford. C’est aussi le résultat obtenu par un traitement rigoureux 
du potentiel coulombien en mécanique quantique. Il est remarquable que 
l’approximation de Born, dont la validité est plus que douteuse dans ce 
cas, donne le résultat correct pour la section efficace (mais non pour 
l'amplitude f(8)). 


12.5.5 Optique neutronique 


1. Diffusion par une lame mince. On considère un faisceau de neutrons de 
basse énergie de vecteur d'onde k dans le vide, qui traverse une lame très mince 
d'épaisseur ĝ perpendiculairement à cette lame ; dans un premier temps on 
néglige les effets liés au spin. Les neutrons sont détectés après leur passage 
dans la lame en un point d’ordonnée z sur l’axe Oz perpendiculaire à la lame, 
lPorigine O étant choisie au centre de la lame. Si un neutron est diffusé par 
un noyau de la lame situé à une distance s de O, montrer que l’amplitude de 
probabilité pour observer le neutron diffusé en z est 


Q : 
ps = —- ei% r = V8? +z? 


où a est la longueur de diffusion. L’amplitude de probabilité pour trouver un 
neutron en z est la somme de l’onde incidente exp(ikz) et de l'onde diffusée 
par la lame 

. eF" 

p(z) =e"7—a 


" 
où la somme porte sur tous les noyaux de la lame ; en déduire 


e ikr 


ik 


[e 0] 


p(z) = e7 — 2rapô 


z 
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où p est la densité volumique de noyaux. La limite r — œo donne un résultat 
nul si l’on moyenne sur les oscillations et on en déduit 


p(z) = ( — 2ir 222) ere 


2. Indice de réfraction. Lorsque les neutrons traversent la lame, celle-ci se 
comporte comme un milieu d'indice de réfraction n, qui, comme en optique, 
transforme le vecteur d'onde k — k’ = nk ou de façon équivalente la longueur 
d'onde À — À = À/n. En comparant avec le résultat de la question 1 lorsque 
(n — 1)kô € 1, déduire 


2rap | i ap}? 


= | = 
F k2 27 


Lorsque n < 1, un faisceau de neutrons arrivant en incidence quasi-rasante 
sur la surface plane d’un cristal peut subir une réflexion totale (la différence 
d'indice entre le vide et l'air est négligeable) : si l’angle d'incidence est (T/2 — 
8), 0 & 1, montrer que l'incidence critique est 


(2) 


Estimer numériquement 4 pour des valeurs typiques : À = lnm, p = 
10m et a = 10fm. La propriété de réflexion totale est utilisée pour 
construire des guides de neutrons, qui font partie des instruments de l’optique 
neutronique. 


3. Effets de spin : noyaux de spin 1/2. Dans les questions suivantes, on étudie 
les effets liés au spin des neutrons et des noyaux. Reprenant les résultats de 
l'exercice 3.3.9 et utilisant (12.46), montrer que les amplitudes fa, fẹ et fe de 
cet exercice sont données en fonction des longueurs de diffusion triplet a; et 
singulet as pour des noyaux de spin 1/2 par 


fa= ju + a) fa = -5 (at — as) fe = -~u 


Montrer que l'intensité diffusée par le cristal est 


Za 


y 
16 


IFEF 3N 
2 ig(Ti—T;) EE — 2 
(3a+ + as) De 5) + T (at — as) 
ij 
où N est le nombre de noyaux diffuseurs. Le premier terme de Z correspond à 
une diffusion cohérente et le second à une diffusion incohérente (exercice 1.6.8). 


On définit une section efficace cohérente et une section efficace incohérente en 
intégrant Z sur les angles 


Ocoh = + (Ba + as)? Cinc = (ae pag as)? 
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Dans le cas de la diffusion par l'hydrogène, a; = 5.4fm et as = —23.7 fm. 
Évaluer numériquement Fcoh €t Cine et montrer que Gine > Cecon. Cette 
propriété est particulière à l'hydrogène, car en général les deux sections 
efficaces sont du même ordre de grandeur. Montrer que la longueur de 
diffusion à utiliser dans le calcul de l’indice de réfraction est celle définie 
par la diffusion cohérente 


def = g% F 19 
Quelle est l'interprétation physique des poids 3/4 et 14 ? Quel est le signe de 
Qeg pour l’hydrogène ? Peut-on obtenir une réflexion totale des neutrons sur 
de l'hydrogène liquide ? 


4. Diffusion par des noyaux de spin j. On suppose que les noyaux diffuseurs 
ont un spin j ; soit 


> 


ľ=J+ 


Ni > 


g 


le moment angulaire total du système noyau+neutron, Ag /2 étant opérateur 
de spin du neutron. Montrer que l’amplitude de diffusion noyau+neutron 
s'écrit dans l’espace des spins en fonction de deux longueurs a et b 


F b A 
E EEA 3J) 
f=a+ R (a 
Soit a} = @j41/2 et a_ = aj—1/2 les deux longueurs de diffusion correspondant 


aux diffusions dans les états de moment angulaire total à = j + 1/2. Montrer 
que 


a+ = a +bj a- =a-—b(j +1) 
et inversement 
a= |(j+1)a++ja-]  b= {a+ -a-] 
Sap Ste magi Te 


5. Diffusions cohérente et incohérente. Si les noyaux et les neutrons ne sont 
pas polarisés, quelles sont les probabilités que la diffusion ait lieu dans les états 
i} = j + 1/2 et i_ = j — 1/2 ? En utilisant les résultats de l'exercice 1.6.8, 
montrer que les sections efficaces cohérente et incohérente sont données par 


AT ` z 2 2 
Ccoh = EESE [(j + 1)a+ + ja-]” = 4ra 
_ 4njlj +1) 


inc = W ri + — a]? = 4rjlj + 1)b? 


Vérifier que l’on retrouve bien les résultats de la question 3 lorsque j = 1/2. 
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12.5.6 Section efficace d’absorption de neutrinos 


L'objectif de l’exercice est de calculer la section efficace d'absorption des 
neutrinos par des neutrons 


D+p—n+tet 


à partir de la vie moyenne du neutron, qui se désintègre suivant la 
réaction (1.2) 
n—p+e +v 


Ce calcul est possible car l’interaction responsable des deux phénomènes est la 
même, l'interaction faible, et les deux processus peuvent être reliés. L'élément 
de matrice de transition pour le calcul de la vie moyenne du neutron peut 
s'écrire 

Tr = GrMyi(oslvi) 


où les fonctions d’onde de l’état initial et de l’état final sont des ondes planes 
normalisées dans un volume Y et de la forme 


eiP7/A 


vy 


Gpr est la constante de Fermi, ou constante de couplage des interactions 
faibles, My; un élément de matrice sans dimensions dépendant des spins!5. 
On appelle Eo = (mn — my)c? ~ 1.2 MeV l'énergie disponible dans la 
désintégration (on peut prendre à une excellente approximation m, = 0). 
Soit a = 0 (supposant le neutron immobile), P = Pp, D = Pe et = Pr 
les impulsions dans l’état initial et dans l’état final, T = P?/(2m,), E et cq 
l'énergie cinétique du proton et l’énergie totale de l’électron et du neutrino. 
La conservation de l’énergie-impulsion s’écrit 


P+p+q=0 THE +cq=E 


Montrer que l’on peut négliger T : T & E, cq. Soit dl'/dE la probabilité 
de désintégration du neutron, l’électron ayant une énergie finale E. On peut 
montrer qu’il n’y a pas de corrélations entre l’impulsion de l’électron et celle 
du neutrino. Montrer que dans ces conditions la probabilité de transition 
s'écrit en fonction de la densité d'états D de l’électron et du neutrino 


dr 


S = FORUMa) V2 D.(E)D,(E - Eo) 
us 4r A | 47 _ (Eo- E)? 


3 Gp (|M rl?) y T 


(2rh)$ cè 


15. Mi dépend aussi de deux constantes sans dimensions de l’ordre de 1, gy = 1, la 
constante de couplage vectorielle, et ga = 1.25, la constante de couplage axiale. 


12. Théorie élémentaire de la diffusion 465 


(|M il?) représente la somme sur les spins finaux et la moyenne sur les spins 
initiaux du module carré de l’élément de matrice de spin. Pour obtenir la vie 
moyenne 7 = 1/7, il faut intégrer sur E. L'intégrale 


Eo 
I(Eo) = f dE E(Eo — E)? VE? — m2c? 


Mec? 


peut se calculer exactement, mais nous nous contenterons d’une 
approximation ultrarelativiste négligeant la masse de l’électron 


_ E6 


Eo 
I(Eo) = dE E? (Eo — E}? = n 
0 


En déduire l'expression de la vie moyenne 


1 G2E$ 


EN PCR ne: 
T 607% (hc)S 


Quelle est la dimension de Gr /(ħe)? ? Estimer Gr à partir de la vie moyenne 
T œ 900s et comparer avec la valeur précise 


GF =) 
— = 1.17 x 1075 GeV 
(ñc)? 
2. Montrer que la section efficace différentielle d'absorption des neutrinos par 
les neutrons est donnée par 


do 27 
A ke CIM if?) 


es 
(2rh)$c2 


où E est l'énergie du positron et et en déduire 


2 
1 | Gr 
2 m2 
ot = e kc)YE 
~% m [(c)$ (ie 
Vérifier que ot a bien les dimensions d’une surface. Estimer numériquement 
Otot pour des neutrinos solaires de 8 MeV, et en déduire que le libre parcours 
moyen des neutrinos solaires dans la Terre se mesure en années-lumière. 


3. La théorie de Fermi utilisée dans cet exercice donne une section efficace 
isotrope : l'interaction a lieu uniquement dans londe s, l = 0. En 
utilisant (12.51), montrer que le résultat obtenu pour la section efficace 
d'absorption ne peut pas être valable à très haute énergie et estimer 
l'énergie au-delà de laquelle la théorie de Fermi doit être modifiée. Cette 
modification est connue, c’est la théorie électro-faible de Glashow-Salam- 
Weinberg, composante du modèle standard qui unifie interactions faibles et 
électromagnétiques, et où la constante de Fermi est reliée à la charge de 
l’électron et à la masse des bosons WË et Z°? : Gr ~ e?/M,. 
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Chapitre 13 


Particules identiques 


13.1 Bosons et fermions 


13.1.1 Symétrie ou antisymétrie du vecteur d'état 


Considérons un état |[W} de deux particules différentes, par exemple un 
atome d'oxygène {60 et un atome d'oxygène 80 dans leur état fondamental, 
et soit ja1) et |b2) deux états de la particule 1 et de la particule 2 
respectivement. Les états la) et |b} sont par exemple des états propres des 
opérateurs P, J,... étiquetés par l'impulsion ÿ de l'atome, la composante j 
de son spin}... 


la) = 1p,52,...) lb) = |B", ja) 


On notera [ai @ b2) létat à deux particules où la particule 1 (160) est dans 
l'état |a) et la particule 2 (180) dans l’état |b} par exemple?, lai @b2) = |1 Q 
D'2). Pour la clarté de la discussion, on peut supposer que les particules ont 
interagi dans un passé lontain et qu’elles se trouvent dans un état intriqué |Y}. 
Les tests effectués sur les particules 1 et 2 sont bien individualisés, les deux 
tests s’effectuant dans des régions d’espace très éloignées, comme dans les 
expériences discutées au 8 6.2.1. Deux détecteurs Dı et Də permettent de 
déterminer p, j,,... pour chacune des deux particules : Dı détecte l'atome de 
160 avec une impulsion p, D2 détecte l'atome de 180 avec une impulsion p” 
(figure 13.1a), ce qui permet d’effectuer un test |a1 @ b2) sur l’état |). La 
probabilité pour que l’état |) passe le test |a1 @ b2) est 


Pytabs) = |(a1 © bol W) (13.1) 


1. Les atomes de 160 et de 180 ont un spin 2 (état 3P2) et l’état fondamental est cinq 
fois dégénéré. Si nécessaire, on peut lever cette dégénérescence par effet Zeeman dans un 
champ magnétique. 

2. La notation n’est pas idéale. Elle veut dire que la particule 1 est dans l’état 
d'impulsion p, et non pı ! Cette notation ne présente aucune ambiguïté dans le cas de 
deux spins : | +; @—2), comme dans (13.14). 
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On peut aussi envisager la configuration inverse et mesurer la probabilité que 
le détecteur Dı enregistre l'atome de +80 et D: l'atome de 150 (figure 13.1b), 
qui est différente de (13.1) : cette probabilité correspond au test |a @ b1}, où 
l'atome de 180 a une impulsion p et l’atome de 160 une impulsion p’, et sauf 
cas particulier 


Py[az,bi] É PU—[a1,b2] 


Dı 
Z0 
16) Z \ 169 
7 p 180 
180 160 
p P 
Dz Də 


FIG. 13.1 — Diffusion “O —!80. (a) Angle de diffusion 4. (b) Angle de diffusion 
(x — 6). 


Supposons maintenant les particules 1 et 2 identiques, deux atomes 
d'160 par exemple. Si les énergies mises en jeu dans l'interaction entre 
les deux particules sont de quelques eV, rien ne distingue a priori ce cas 
du cas précédent, car les interactions 150-180 et 150-160 sont strictement 
identiques. Ce n’est qu’à des énergies de l’ordre du MeV que des différences 
dues aux noyaux pourraient se faire sentir, et pourtant les deux cas vont 
différer de façon radicale, même à basse énergie. Lorsque les deux particules 
sont identiques, cela n’a plus de sens de parler du test [ai @ b2) : il peut être 
commode de numéroter formellement les deux particules, et donc de parler des 
tests |a1 @b2) ou |a1 Sb2), mais une telle numérotation n’a pas de signification 
physique. Il n’est pas physiquement acceptable d’écrire un état de la forme 
lai © b2) (sauf éventuellement si a = b), car on ne peut pas affirmer que la 
particule 1 est dans l’état a et la particule 2 dans l’état b ou l'inverse, étant 
donné que l’on ne peut pas les distinguer. Le problème se pose donc de la 
définition correcte de l’état |a b). Cet état doit être physiquement identique 
à |b Q a) et ne peut en différer que par une phase, qui dépend éventuellement 
de a et de b 


la Qb) = e |b à) 


lb @ a) = eita |a @ b) (13.2) 
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On en déduit Sa 
eee (13.3) 


Définissons les nouveaux vecteurs 


la @ bY = eitær/2\a Q b) 
[b Qay = e®a/ 2b @ a) (13.4) 
Nous avons au lieu de (13.2) 


lb Qay = e7%:/2b 8a) = eitte/2|g @b) 
= ei(ôar+ôre)/2|4 © bY = Hja & b)' 


car d’après (13.3) 


e(8av+88a)/2 = +1 


On peut donc toujours choisir les phases des vecteurs |a @ b) et |b @ a) de 
telle sorte que ces vecteurs soient symétriques ou antisymétriques dans la 
permutation a + b 


e symétrique la 8b) = + |b 8a) (13.5) 
e antisymétrique [a b} = — lb 8a) (13.6) 
Il en résulte que les amplitudes (a @ b|Ẹ) sont aussi, soit symétriques, soit 
antisymétriques 
e symétrique (a @b|Y}) = (b@ a[Ÿ} (13.7) 
e antisymétrique {a @ b|V) = —-{b@ a|Ÿ)} (13.8) 
Cette propriété de symétrie ou d’antisymétrie est caractéristique du couple 
de particules identiques considérées. Elle ne peut pas dépendre des états |W) 
ou ja & b). Supposons en effet que pour le même couple de particules on ait 
une amplitude symétrique si |Y) = |®1) et une amplitude antisymétrique si 
(Y) = 182) 
(a @ blb:) = b & a|D:) 
(a 8 b|\P2) = — (b Q a|[D2) 


La linéarité de la mécanique quantique nous permet aussi de choisir un état 
combinaison linéaire de |®1) et de |®2) 


(D) = 1D1)(P11%) + |2) (82/7) 


3. On admet souvent que 6,4 est indépendant de a et b : Qab = Îba = 9, et il en découle 
directement exp(2i8) = 1, exp(iĝ) = +1. Les phases sont cruciales lorsque l’on cherche à 
réaliser physiquement l'opération de permutation en déplaçant les particules dans l’espace 
pour échanger leurs positions, ce qui n’est pas a priori la même chose que de permuter leurs 
numéros. À trois dimensions les deux opérations sont équivalentes, mais à deux dimensions 
le facteur de phase autorise l’existence de « statistiques fractionnaires », les particules 
correspondantes étant appelées anyons. 
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où l'on a supposé ($:1|®2) = 0. On aurait alors 
(a D b[W) = (a & b|P1)(P1|W) + (a 8 b|P2)(P2|W) 


Cette amplitude de probabilité n’est ni symétrique, ni antisymétrique dans 
l'échange a + b et elle est physiquement inacceptable. Il est nécessaire que 
(®ı|¥) = 0, ou que (P2]Ÿ) = 0, pour tous les états |W). Si (®2]¥) = 0, 
les transitions Ÿ — ®ə sont interdites et |2) n’appartient pas à l’espace des 
états à deux particules. En ce qui concerne leur comportement dans l'échange 
de deux états, il existe donc deux classes de particules quantiques identiques, 
et deux seulement, correspondant à deux types d’amplitudes : 


e les amplitudes symétriques (13.7) : les particules sont alors appelées des 
bosons ; 


e les amplitudes antisymétriques (13.8) : les particules sont alors appelées 
des fermions. 


Le caractère bosonique ou fermionique d’une espèce de particules est appelé 
sa statistique. Ainsi que nous allons le voir dans un instant, les électrons 
sont un exemple de fermions, et on dit aussi que les électrons obéissent à la 
statistique de Fermi (ou Fermi-Dirac), tandis que les photons, qui sont des 
bosons, obéissent à la statistique de Bose (ou Bose-Einstein). 

Nous avons déjà remarqué qu’il est commode de numéroter artificiellement 
les particules : 1,2,... La relation (13.7) implique alors que le vecteur d’état 
d’un système de deux bosons doit être symétrique dans un échange des 
numérotations 1 + 2 


ie 
v2 


et (13.8) que celui de deux fermions doit être antisymétrique 
1 
v2 

Si les particules n’ont pas de degrés de liberté internes (spin, etc.), l’état 


des particules peut être caractérisé par leur fonction d’onde w,(F) = (Fla) et 
p(T) = (rÎb}, et la fonction d'onde du système est dans le cas de bosons 


la 8b)B = —> (lai © b2) + laz 8 b1)) (13.9) 


la 8b)r = = (le St) - la 8b1)) (13.10) 


Gore St) = -z (eael) +a) (1310) 
et dans le cas de fermions 
1 
(F Fala 9 br = 7 (etre) — patron) (13.12) 


Nous venons d'écrire le vecteur d'état, ou la fonction d’onde, de deux 
particules identiques sans spin indépendantes. En présence d'interactions, 
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la fonction d’onde sera une combinaison linéaire de fonctions d’onde du 
type (13.11) ou (13.12), mais même en l’absence d'interactions, le vecteur 
d'état, ou la fonction d'onde, ne sont pas de simples produits tensoriels. 


L'espace des états pour un couple de particules identiques n’est donc pas 
l'intégralité de H @ HC), mais seulement le sous-espace formé des vecteurs 
symétriques dans un échange des numérotations s’il s’agit de deux bosons, et 
antisymétriques s’il s’agit de deux fermions. Ces deux espaces sont invariants 
par l’évolution temporelle, car le hamiltonien doit être invariant dans l’échange 
142: [H, Pi2] = 0, où Piz est l'opérateur de permutation des numéros. 


Ces résultats se généralisent immédiatement au cas d’un nombre 
arbitraire N de bosons ou de fermions identiques : la fonction d’onde de N 
bosons (fermions) doit être symétrique (antisymétrique) dans l’échange de 
deux quelconques des numéros de deux particules. Dans le cas des fermions, 
la fonction d’onde s'écrit donc comme un déterminant. Écrivons explicitement 
le cas de trois fermions identiques indépendants 


—- 


Pa(r1) PalT2) PalT3) 
(ri 72, Tsla Qb@ c)r = a polri) vera) polr) (13.13) 
pe(r1) Pe(r2) pe(rs) 


Dans le cas de fermions, si par exemple Ya = pr, la fonction d’onde s’annule. 
Ceci est appelé principe de Pauli, bien que ce « principe » découle en fait 
de l’antisymétrisation. On énonce souvent ce principe sous la forme : il est 
impossible de mettre deux fermions ou plus dans le même état. Cet énoncé 
suppose implicitement que l’on ait affaire à des fermions indépendants. 


13.1.2 Spin et statistique 


Dans les équations (13.11) à (13.13), nous avons supposé les particules 
sans degré de liberté interne, et en particulier sans spin. Lorsque l’on tient 
compte des degrés de liberté internes, l'échange des numérotations doit se 
faire sur tous les nombres quantiques caractérisant l’état des particules. En 
particulier, on doit effectuer cet échange sur les degrés de liberté de spin. Il est 
remarquable que spin et statistique soient intimement reliés par le théorème 
spin-statistique, qui énonce que les particules de spin entier (0, R, 2A, .. .) sont 
des bosons, tandis que les particules de spin demi-entier (ñ/2,3ñ/2,...) sont 
des fermions. Ainsi les photons, particules de spin 1, sont des bosons, et 
les électrons, neutrinos, protons et neutrons, particules de spin 1/2, sont des 
fermions. La preuve du théorème spin-statistique utilise la théorie quantique 
relativiste, ou théorie des champs quantifiés relativistes, mais elle nécessite un 
arsenal mathématique important et la maîtrise de concepts difficiles ; il n’est 
malheureusement pas possible d’en donner ici une idée, même intuitive. Il est 
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frustrant de constater qu’il n'existe aucun argument élémentaire justifiant ce 
résultat fondamental, dont l'énoncé est pourtant tout à fait simple“. 

Après cet énoncé fondamental, revenons sur les vecteurs d'état (13.11) 
et (13.12). Comme nous venons de le voir, des bosons de spin zéro peuvent 
parfaitement exister (mésons x, atomes d'{He,...) et un vecteur d'état du 
type (13.11) représente sans problème l’état d’un système de deux bosons de 
spin zéro. En revanche, pour un système de deux fermions, le spin ne peut 
être nul et on doit en tenir compte dans l'écriture du vecteur d'état. Le cas 
le plus courant et le plus important en pratique est celui des fermions de 
spin 1/2 : électrons, protons, neutrons ,... Suivant les résultats du § 10.6.1, 
on peut former avec deux spins 1/2 soit un moment angulaire un, dont les 
trois vecteurs de base |jm), notés collectivement x+, sont 


1,1) = |+: 8+2) 
1,0 = 5 (1 +1 8—2) + | —1 S+2)) (13.14) 
|1, —1) = | —1 Q—2) 


et un moment angulaire zéro 
1 
v2 


Il est évident sur (13.14) et (13.15) que les trois états x, sont symétriques dans 
l'échange 1 + 2 et xs antisymétrique dans ce même échange. Rappelons que 
ces états sont appelés respectivement triplet et singulet, d’où la notation x4 
et Xs. Les vecteurs d’état totalement antisymétriques d’un système de deux 
fermions sont donc, soit antisymétriques d'espace et symétriques de spin 


xs = 10,0) = -5 (141 8-2) - | -1 +2) (13.15) 


cn 1 y r s à 
(Fiala br = 7 (pee) — ee (F))xe (13-16) 
soit au contraire symétriques d’espace et antisymétriques de spin 
nos 1 à à = à 
(F1, Tola © b}r = Z (pa (Fipol) + palr2)po(F1))xe (13.17) 


Comme application, supposons les deux fermions de spin 1/2 dans un état 
de moment angulaire orbital } dans le référentiel de leur centre de masse. La 
partie angulaire de la fonction d’onde de la particule relative est l’harmonique 
sphérique Y;” (F), où F = T) — F2 est le vecteur joignant les positions des deux 
fermions. L'échange des numérotations est équivalent à 7 — —7, soit aussi 
f — —f. Or, d’après (10.71), la parité des harmoniques sphériques est (—1)! 


(5) = (DT) (13.18) 


4. On peut faire le rapprochement avec l’énoncé très élémentaire du théorème de Fermat 
et la complexité de la preuve d’A. Wiles. 
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Dans le référentiel de leur centre de masse, un système de deux fermions de 
spin 1/2 se trouvera dans un état de moment angulaire orbital { pair si son 
état de spin est singulet, et dans un état de moment angulaire orbital { impair 
si son état de spin est triplet. On note habituellement S le spin total, L le 
moment angulaire orbital total, J le moment angulaire total et 2$TIL,; l’état 
des deux fermions. Par exemple un état 3P, correspond à S = 1,L = 1,J =2 
et un état Do à S = 0,L = 2,J = 2. Le cas de deux bosons de spin zéro 
est encore plus simple : seuls les états de moment angulaire orbital pair sont 
permis. 

Les propriétés de symétrie du vecteur d’état de deux spins 1/2 se 
généralisent au cas de l’addition de deux spins S quelconques, pour former un 
spin total F = Si+ S, 0< F < 2s. La propriété de symétrie des coefficients 
de Clebsch-Gordan° 


jm < ji +j2 =j Im 
Cizji;momı sd Chi josmuma 
montre que les états de spin total 2F,2F — 2,... sont symétriques dans 
l'échange des numérotations, tandis que les états 2F — 1,2F — 3,... sont 


antisymétriques dans cet échange. Comme application, montrons que 
ces propriétés de symétrie affectent le spectre de rotation d’une molécule 
diatomique homonucléaire, c’est-à-dire une molécule dont les deux noyaux 
sont strictement identiques, appartenant au même isotope, par exemple la 
molécule {H-1H = H3, par opposition à la molécule hétéronucléaire :H-2H 
où H — D, où un proton est remplacé par un deutéron D =?A : le deutéron est 
un isotope de l’hydrogène, noyau atomique formé d’un proton et d’un neutron. 
La dynamique des noyaux est celle d’un rotateur sphérique (cf. $ 10.3.1) dont 
les fonctions d’onde sont les harmoniques sphériques Y;” (F), où Fest le vecteur 
joignant les deux noyaux. Les niveaux de rotation, ou le spectre de rotation, 
sont donnés en fonction de j par (10.54) 


_jG+1) 


fy 21 


où J est le moment d'inertie. 

Si l’on choisit l’origine des coordonnées au milieu de la droite joignant les 
noyaux, le hamiltonien H des électrons est invariant dans l'opération parité II, 
F— —F: [IL H] = 0 (cf. § 8.3.3). On peut donc diagonaliser simultanément 
I et H. Soit [Ye) un vecteur propre de l’état électronique -commun à H 
et I. Comme I? = T, les valeurs propres de I sont +1, Iye) = +|v) 
(cf. (8.52)). Dans la majorité des cas, et en particulier dans celui de la 
molécule d'hydrogène, létat fondamental électronique correspond au signe +, 
ce que nous allons admettre dans la discussion qui suit. L'opération d'échange 
des numérotations des deux noyaux correspond à F — —F, et dans cette 
opération la fonction d’onde des noyaux est multipliée par la parité de 


5. Voir par exemple Cohen-Tannoudji et al.[1973], complément By. 
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harmonique sphérique, (—1)/. Si les deux noyaux ont un spin s, le moment 
angulaire total F va de zéro à 2s. Le vecteur d'état total de la molécule doit 
être symétrique (antisymétrique) dans l’échange des numérotations des deux 
noyaux si ces noyaux sont des bosons (fermions), et lorsque les deux noyaux 
sont des bosons {s entier), deux cas sont possibles : 


e F pair et j pair ; 
e F impair et j impair. 


Le résultat est identique lorsque les deux noyaux sont des fermions (s demi- 
entier). La situation inverse prévaut bien sûr dans les rares cas où la parité de 
lle) est négative. Dans le cas de la molécule d'hydrogène, le spin des protons 
est s = 1/2, et F = 0 (para-hydrogène) ou F = 1 (ortho-hydrogène). La 
valeur de F fixe la parité de j : F = 1 correspond à des valeurs de j impaires, 
et F = 0 à des valeurs de j paires. Il n’y a pas de restrictions sur j dans le 
cas de la molécule H — D. 

Une autre conséquence importante de la statistique est l’apparition 
de forces d'échange, qui sont en particulier responsables du magnétisme. 
Le magnétisme macroscopique correspond à l'alignement d’un nombre 
macroscopique de spins électroniques dans une même direction, et cet 
alignement construit un moment magnétique macroscopique. Si l'alignement 
est produit par un champ magnétique externe et disparaît en l'absence 
de ce champ, on a affaire à un matériau paramagnétique. Si l'alignement 
persiste en l’absence de champ, on a affaire à un matériau ferromagnétique 
(fer, cobalt, nickel...). L’aimantation disparaît au-dessus d’une certaine 
température, appelée température de Curie Tc. Il existe un autre type de 
magnétisme, l’antiferromagnétisme, où les spins sont ordonnés, mais l’ordre 
est alterné, de sorte que l’aimantation est nulle. Cet ordre antiferromagnétique 
disparaît aussi au-dessus d’une certaine température, la température de Néel 
Tn. Pour obtenir un matériau ferromagnétique ou antiferromagnétique, il 
faut une interaction entre les spins suffisamment intense pour les aligner ou 
construire un ordre alterné selon le cas. En l’absence d’une telle interaction, 
l'agitation thermique tend à favoriser un état où l’orientation des spins est 
aléatoire et l’aimantation nulle. L'origine de cette interaction ne réside 
pas dans le couplage entre les moments magnétiques des électrons : un 
calcul simple d’ordre de grandeur montre que la température de Curie, 
qui est de l’ordre de 10%K, ne dépasserait pas 1 K dans cette hypothèse. 
L’interaction à l’origine du magnétisme provient de la répulsion coulombienne 
entre électrons combinée avec l’antisymétrisation du vecteur d'état, qui a 
comme conséquence une compétition énergie cinétique-énergie potentielle 
(coulombienne). Considérons une paire d'électrons : si les électrons sont dans 
un état triplet de spin, leur fonction d’onde spatiale est antisymétrique, ce qui 
entraîne une répulsion coulombienne faible, car la fonction d’onde s’annule 
lorsque les deux électrons sont voisins. En revanche, l'énergie cinétique est 
importante, car la fonction d’onde doit varier rapidement au voisinage du 
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point où elle s’annule. La situation inverse prévaut lorsque l’état de spin est 
singulet. S'il est plus intéressant de minimiser l'énergie potentielle, les deux 
électrons auront tendance à aligner leur spins, ce qui implique une interaction 
de type ferromagnétique. Si au contraire l’énergie cinétique emporte, on 
obtiendra une interaction de type antiferromagnétique avec un ordre alterné 
des spins. 

Le théorème spin-statistique a pour conséquence que des particules de spin 
zéro comme “He, 160, ... sont des bosons, mais ces particules sont composées, 
et une question intéressante est de vérifier la cohérence avec le théorème spin- 
statistique, à partir de leur composition en constituants élémentaires (ou plus 
élémentaires). Naturellement, la question n’a de sens que si la particule reste 
intacte dans les réactions qu’on lui fait éventuellement subir, par exemple 
parce que les énergies mises en jeu ne sont pas suffisantes pour la dissocier 
en ses constituants. Plutôt que de raisonner en toute généralité, nous allons 
nous contenter d'examiner un cas particulier, celui du deutéron. Soit |A) le 
vecteur d'état du deutéron et (a Q b|A) = (ab|A) l'amplitude pour trouver 
dans le deutéron le proton dans l’état |a) et le neutron dans l’état |b}, où nous 
avons supprimé le produit tensoriel pour alléger les notations. Introduisons 
un second deutéron | A2) en supposant pour l'instant qu’un nombre quantique 
distingue le proton et le neutron de ce noyau de ceux du précédent. En nous 
inspirant de la chromodynamique quantique, imaginons que nous puissions 
attribuer une couleur aux protons et aux neutrons, verte pour le premier 
noyau et rouge pour le second. Nous aurons donc une seconde amplitude 
(ab,1A5), le prime indiquant qu’il s’agit de neutrons et de protons rouges, 
tandis que l’amplitude correspondante pour le proton et le neutron verts est 
notée (a1b1| A1). Formons l’état à deux deutérons |A144). L'amplitude pour 
trouver le proton et le neutron verts dans les états a et b;, le proton et le 
neutron rouges dans les états a’ et b} est, en utilisant les propriétés du produit 
tensoriel 


(a1b1a5b2| 4143) = (a1b1lA1)(a2b21 45) 


Mais on ne peut pas peindre les protons et les neutrons en rouge ou en 
vert, et il nous faut revenir au cas réel, où l'amplitude est (a:b1a2b2| A; 42). 
Comme le proton et le neutron sont des fermions, cette amplitude doit être 
antisymétrique dans les échanges de numérotation a + ag et bı e b2 


(a1b1a2b2| A1 A2) = (a1b1|A1}(a2b2| A2) = (a2b1|A1)(a1b2| A2) 
= (a1b2| A1}(a2b1| A2) + (azb2| A1) (a1b1| A2) 


Cette amplitude est symétrique dans l'échange A; + A2 
{a1b1a2b2| A1 45) = (a1b1a2b2| A241) (13.19) 


et le deutéron est donc un boson. De façon générale, une particule composée 
d’un nombre pair de fermions est un boson, et c’est un fermion si ce nombre 
est impair. Ainsi le proton, formé de trois quarks de spin 1/2, est un fermion, 
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tandis que le méson 7, formé d’un quark et d’un antiquark, est un boson. 
L'atome d'He, formé de deux protons, deux neutrons et deux électrons, est 
un boson, alors que son isotope, l’atome dHe, formé de deux protons, un 
neutron et deux électrons, est un fermion, ce qui induit des comportements 
totalement différents de ces deux isotopes à basse température. On remarque 
que ces résultats sont compatibles avec le théorème spin-statistique, puisque 
qu'avec un nombre impair de particules de spin demi-entier on ne peut former 
qu'une particule de spin demi-entier, un fermion, tandis qu'avec un nombre 
pair de particules de spin demi-entier on ne peut former qu’une particule de 
spin entier, un boson. 


13.2 Diffusion de particules identiques 


Revenons à la figure 13.1 que l’on peut interpréter comme décrivant la 
diffusion 150-180 dans le référentiel du centre de masse. Nous supposons 
la dégénérescence du niveau fondamental levée par un champ magnétique : 
les atomes sont dans le niveau Zeeman le plus bas (cf. § 14.2.3). Soit (4) 
l’amplitude de diffusion d’un angle © de la figure 13.1a : les deux atomes 
d'oxygène sont déviés d'un angle 4. L'amplitude de diffusion de la figure 13.1b 
est alors f(m — 8) : les deux atomes d’oxygène sont déviés d’un angle 7 — 8. 
Supposons, ce qui est le cas le plus plausible, que les détecteurs D et D: ne 
fassent pas la distinction entre les deux isotopes. Le taux de comptage du 
détecteur D; (et aussi celui de D2) sera alors proportionnel à 


p(8) = |F? + IF — 8)? (13.20) 


Ce résultat donne aussi la section efficace différentielle (12.12) do/dQ. 
Dans (13.20) nous avons additionné les probabilités, car les états finaux [t60 
dans D4, 8O dans D:] et [!$O dans D», 8O dans D;] sont des états finaux 
différents en principe, même si en pratique les détecteurs sont incapables de 
faire la différence. Dans le calcul de la section efficace totale, il faut prendre 
garde à ne pas faire de double comptage en multipliant (12.2) par un facteur 
1/2 (ou, de façon équivalente, en restreignant l'intervalle d'intégration sur 8 
à0<0<*=/2) 


Ta = 5 | OPE- (13.21) 


Passons maintenant au cas de la diffusion 160-160. Bien que les interactions 
de physique atomique entre les deux isotopes soient strictement identiques, les 
résultats sont totalement différents. En effet, les processus de la figure 13.1a 
et 13.1b ne peuvent plus être distingués, même en principe, et il faut donc 
ajouter les amplitudes. L’amplitude de diffusion f(8) est définie en attribuant 
formellement des numéros aux deux particules, les particules 1 et 2 étant 
déviées de langle 8. L’échange des deux atomes correspond à 4 = x — 8. 
L’amplitude totale s'obtient en additionnant f(@) et f(x —8), le signe + étant 
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imposé par la symétrie dans l'échange 0 + ~m — 0. Au lieu de (13.20), la 
probabilité de déclencher D, est 


p(8) = 1f(8) + f(x — 0)? (13.22) 


et la section efficace totale vaut 


#r/2 2x 
ci = z Jota- = | sin0d6 f  d6l/(8) + f(x - 8 


(13.23) 
L’addition d’amplitudes suggère que la section efficace différentielle pourra 
exhiber des interférences, et c’est ce qui est effectivement observé dans 
de nombreux exemples. On remarque que, compte tenu de la parité des 
polynômes de Legendre A (—u) = (—1} P;(u), seules les valeurs de } paires 
interviennent dans la décomposition en ondes partielle de 


fot(8) = f(8) + f(a — 8) frot(9) = ftot(r — 0) 


L'exemple ci-dessus est celui la diffusion de deux bosons de spin zéro. La 
discussion est un peu plus complexe lorsque les particules ont un spin. 
Limitons-nous à la diffusion de deux fermions identiques de spin 1/2, par 
exemple deux neutrons. Dans ce cas on peut définir comme au § 12.2.4 une 
amplitude de diffusion f(0) qui est une matrice 4 x 4 dans l’espace produit 
tensoriel des deux spins. Si P; et P, sont les projecteurs sur les états triplet 
et singulet, et si la diffusion ne change pas le spin total, on pourra écrire 


FO) = [f:(6) + f(x — 8)]P:+[f(0) — f(x — O] P: (13.24) 


ce qui assure l’antisymétrie 7 l'amplitude. Si l’on développe 
suivant (12.16) [fs(8) + fe(m — 8)] et [f:(8) — film — 8)] en ondes partielles, 
la diffusion aura lieu dans les ondes } = 0,2, ... (ou ondes s, d, ...) pour des 
neutrons dans l’état singulet, et dans dans les ondes l = 1,3,... (ou ondes 
P, f, ...) pour des neutrons dans l’état triplet. La section efficace s’obtient 
comme au 8 12.2.4. Si la polarisation initiale de l’ensemble des deux neutrons 
est notée a et la polarisation finale 8, la section efficace différentielle sera 


depa 


= |(81f(8)la) (13.25) 


Si on ne mesure pas la polarisation des neutrons finaux, on doit sommer sur 
B et si l’état initial est une superposition incohérente ď’états de polarisation 
|a) avec une probabilité p, 


£ -= Epa Fol fA Ia) 
a 8 


= D patalft fla) = Telom f Ê) (13.26) 
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OÙ Pin est l'opérateur densité initial des états de spin 
Pin = D Pala) (al 
Q 


Lorsque les neutrons initiaux ne sont pas polarisés, pin = 1/4 et 


d 1 24 A 1 
0 non pol z rae = 17 GER Ex FPA 5 Ps + fi” Pa)| 
1 1 3 
i T [IP + LP] = i F di ls + i [iotz 
1 3 
= zO) + felm — 0)? + 7 IFO) — fer — 0)? (13.27) 


Les poids 1/4 et 3/4 sont bien sûr reliés au fait qu’il y a un seul état singulet 
et trois états triplets. La section efficace totale s’obtient par (13.23). Lorsque 
la diffusion est indépendante du spin, fs = fe = f, ce qui est le cas de 
la diffusion coulombienne de deux particules chargées, par exemple deux 
électrons (exercice 12.5.4) 


do 


AA non por = FO + 1f(r — 8) — Relf(8)f"(r — 8) 


et le terme d’interférences est réduit d’un facteur deux par rapport à ce que 
l’on obtiendrait dans le cas (interdit par le théorème spin-statistique !) de la 
diffusion de deux fermions de spin zéro. 


13.3 États collectifs 


La statistique a une influence déterminante sur le comportement d’un 
système de N particules identiques, N > 1, que l’on peut appeler le 
comportement collectif d’un tel système. Commençons par les fermions, en 
examinant le cas de N fermions sans interactions. On peut par exemple 
supposer que ces N fermions indépendants se trouvent dans un puits de 
potentiel dont les niveaux d’énergie €, pour une particule individuelle sont 
étiquetés par un indice £. L'indice £ représente la totalité des nombres 
quantiques nécessaires pour spécifier l’état Z : impulsion, spin... Il peut 
parfaitement arriver, et c’est même le cas général, que plusieurs niveaux €4 
correspondent à la même valeur de l'énergie : autrement dit, les niveaux 
d’énergie du hamiltonien d’une particule dans le puits de potentiel sont 
dégénérés.  Essayons de construire le niveau d’énergie fondamental de 
l’ensemble des N fermions. Comme on peut mettre au maximum un fermion 
dans un état €s, l’état de plus basse énergie est obtenu en remplissant les 
niveaux un à un à partir du niveau le plus bas, jusqu’au moment où les N 
fermions ont trouvé leur place dans un niveau (figure 13.2). L'état de plus 
grande énergie €4 max que l’on a dû utiliser pour placer tous les fermions est 
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El 


EF 


E2 
E1 


FIG. 13.2 — Remplissage des niveaux du gaz de Fermi. 


appelé niveau de Fermi et noté ep. Prenons comme puits de potentiel une 
boîte cubique de volume V : un ensemble de fermions dans une boîte est appelé 
gaz de Fermi. L'état quantique d’un fermion est alors spécifié par la donnée 
de son impulsion p et de la composante m, de son spin : £ = {p, mz}. En 
l'absence de champ extérieur, l'énergie est purement cinétique, € = ÿ?/(2m) 
et indépendante de m,. À chaque valeur de p correspondent 2s + 1 Li de 
même énergie et la somme sur £ devient d’après (9.52) 


D-E- DE fep (323) 
pm p 


À l'énergie de Fermi £p correspond une impulsion de Fermi pr 


2 
EF = E ou en général £p = 4/p2c? + mct — me? (13.29) 
m 


souvent appelée moment de Fermi Comme l'énergie est une fonction 
croissante de p, tous les états {p, mz} tels que p < pr auront un nombre 
d’occupation égal à un. Il est maintenant immédiat de calculer l'impulsion de 


Dre (25 + 1) (28 + 1)Y 4 
8 + 8 + T 
PF 
Si n = N/V est la densité de fermions 
672 1/3 
Pr = È 7 | ħn!/? (13.31) 


6. Du point de vue de la thermodynamique, le système de fermions que nous considérons 
est un système à température nulle T = 0. Le niveau de Fermi est aussi le potentiel 
chimique, puisqu’à température nulle le potentiel chimique est l'énergie nécessaire pour 
ajouter une particule. À température non nulle, la probabilité d’occupation des niveaux 
au-dessus du niveau de Fermi est différente de zéro, et le potentiel chimique ne coïncide 
plus avec le niveau de Fermi. 
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Cette équation est valable aussi bien dans le régime non relativiste que 
relativiste. La sphère de rayon pr est appelée sphère de Fermi et sa surface 
la surface de Fermi. Ces notions se généralisent au cas de la physique du 
solide, où l’on n’a plus la symétrie sphérique, mais une symétrie déterminée 
par le réseau cristallin : la surface de Fermi, qui acquiert alors une forme plus 
compliquée que celle d’une sphère, est un objet fondamental dans l’étude des 
propriétés électromagnétiques des métaux. On déduit de (13.31) l'énergie de 
Fermi dans le cas non relativiste où € = p°?/(2m) 


(13.32) 


2 Gr? 2/3 h2 
er = | Lis | n2/3 


7 2m  |2s+1 2m 


La cas usuel est s = 1/2. L'énergie de Fermi est l'énergie caractéristique d’un 
système de N fermions dans une boîte de volume Y. 

Il est utile de donner un ordre de grandeur dans le cas particulier le plus 
important de gaz de Fermi, celui des électrons de conduction dans un métal. 
Prenons l'exemple du cuivre, dont la masse volumique est 8.9g.cm et la 
masse atomique 63.5, ce qui correspond à une densité n de 8.4 x 1078 atomes 
par më. Le cuivre ayant un électron de conduction par atome, ce chiffre donne 
aussi la densité d’électrons ; reportant cette valeur dans (13.32) avec s = 1/2, 
on trouve pour le niveau de Fermi £p © 7.0eV. Ceci est un ordre de grandeur 
typique pour les électrons de conduction dans un métal : l'énergie de Fermi 
est de quelques eV. 

Calculons maintenant l'énergie du gaz de Fermi. D’après (13.28) avec 
s = 1/2, on trouve pour l’énergie du gaz 


: y PF 3 p? B 3 
E= nl p“dp (Z) S Nep (13.33) 


2m 


où nous avons utilisé lexpression (13.30) de pr en fonction de N dans le cas 
s = 1/2. Une autre expression intéressante est celle de lénergie par particule 
E/N 

E 


Z= Gepe pn (13.34) 
N 10m 


L'énergie cinétique moyenne d’une particule augmente comme n?/%. Dans 


le cas d’un gaz d'électrons, l'énergie potentielle moyenne est de l’ordre de 
e?/d, où d x n71/3 est la distance moyenne entre deux électrons. L'énergie 
potentielle moyenne par particule est donc x n1/3, et plus un gaz de Fermi 
est dense, plus l'énergie cinétique œ n?/3 l'emporte sur l'énergie potentielle. 
Ce résultat est à l’opposé de celui d’un gaz classique, et contrairement à un 
gaz classique, un gaz de Fermi est d'autant plus proche d’un gaz parfait que 
sa densité est grande ! 

On peut donner une image intuitive du gaz de Fermi, en remarquant que 
la dispersion Ap sur l’impulsion est de l’ordre de pr, tandis que l’ordre de 
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grandeur de la dispersion sur la position est V1/3, On tire donc de (13.31) 
Ap Az = AN! (13.35) 


En raison du principe de Pauli, le A de l'inégalité de Heisenberg est transformée 
en ANS, 

Le cas des bosons est plus complexe que celui des fermions. Il faut 
distinguer le cas où le nombre de bosons est variable (photons, phonons,. ..) 
et celui où il est fixé (atomes d’helium). Dans ce dernier cas, à température 
strictement nulle, on obtient l’état fondamental en mettant tous les bosons 
dans l’état €, le plus bas. Le problème consiste à montrer que si la température 
west pas nulle, une fraction finie des bosons reste dans cet état fondamental : 
c’est ce que l’on appelle la condensation de Bose-Einstein. Cette condensation 
ne se produit pas dans tous les cas de figure, par exemple elle ne se 
produit pas dans une boîte à deux dimensions, mais on montre qu’elle se 
produit dans une boîte à trois dimensions. La température où se produit 
la condensation de Bose-Einstein peut être estimée en écrivant que les deux 
longueurs caractéristiques du problème, la longueur d’onde thermique Àr et la 
distance moyenne entre bosons d x n71/3 sont du même ordre de grandeur : 
Ar ~ n71/3, Un calcul exact confirme cette estimation. Avec? 


h 3/2 


la température de la condensation est donnée par àr = 2.61n71/3% La 
condensation de Bose-Einstein a été observée récemment sur des gaz d’alcalins 
à très basse température et sur l'hydrogène polarisé. Nous renvoyons le lecteur 
intéressé à la bibliographie. 


13.4 Exercices 


13.4.1 Particule Q` et couleur 


L'hypéron Q7 (masse 1675 MeV/c?) est une particule de spin 3/2, 
composée de trois quarks étranges de spin 1/2. Le modèle des quarks requiert 
que la fonction d’onde spatiale ne s’annule pas. En déduire que les trois 
quarks ne peuvent pas être tous identiques. Au début des années 1970, cette 
observation a été un des arguments en faveur de lintroduction du concept 
de « couleur » (à l’origine de la chromodynamique quantique) permettant de 
distinguer entre les quarks : les trois quarks du Q~ ont des couleurs différentes. 


7. Ar est la longueur d’onde de de Broglie d’une particule dont l'énergie ~ kT. Le 
facteur 27 est conventionnel. 


482 Physique quantique 


13.4.2 Parité du méson Tr 


1. Si l’on envoie des mésons m7 de basse énergie sur une cible de deutérium, 
ces mésons peuvent être capturés et former des états liés analogues à ceux 
d’un atome d'hydrogène. Donner l'expression de l'énergie de ces états liés 
méson 7—deutérium, sachant que la masse du méson 7 est de l’ordre de 
139 MeV/c? et celle du deutérium de 1875 MeV/c?. Le méson 7 est capturé 
dans un état de nombre quantique principal n élevé et termine sa cascade 
radiative dans le niveau fondamental? 1s après émission de photons. Montrer 
que l'énergie de ces photons se place dans le domaine des rayons X. 


2. Une fois arrivé dans l’état 1s, le méson x subit une interaction nucléaire 
qui entraîne la réaction 
T + H—n+n 


avec deux neutrons n dans l’état final. Sachant que le spin du noyau de 
deutérium (ou deutéron) est 1 et que celui du méson 7 est nul, quel est l’état 
de moment angulaire initial de la réaction ? Montrer que les deux neutrons 
finaux ne peuvent être que dans l’état de moment angulaire orbital total 
L= 1 et de spin total S = 1, c’est-à-dire dans l’état 3P}. Si l’on attribue par 
convention une parité positive aux nucléons (protons et neutrons), et sachant 
que le moment angulaire orbital du deutéron est nul° (le deutéron est un état 
381), en déduire que le méson 7 a une parité négative. La parité est conservée 
dans la réaction. 


13.4.3 Fermions de spin 1/2 dans un puits infini 


On considère deux fermions identiques de spin 1/2 dans un puits de 
potentiel cubique infini de côté L. Si ces deux fermions sont sans interaction 
entre eux, quelles sont les valeurs propres possibles de l'énergie totale et les 
fonctions d’onde correspondantes (espace et spin) ? On suppose que les deux 
fermions interagissent via un potentiel 


V = V6) (ri — À) 


où F} et 7° sont les positions des deux fermions. Montrer que les états triplets 
ne sont pas affectés par ce potentiel. 


13.4.4 Désintégration du positronium 


Le positronium est un état lié électron-positron (e7 — et) ; le positron 
est une particule ayant la même masse me que l’électron et une charge 
opposée —qe. 


8. La réaction nucléaire a aussi une petite probabilité de se produire dans un état ns, n Æ 
1, c’est-à-dire pour des états où la probabilité de présence est non nulle à l’origine, mais 
cela ne change pas l’argument. 

9. Le deutéron a aussi une petite composante d'onde d, et donc une composante 3D1, 
mais cela n’affecte en rien l’argument. 
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1. On ne tient pas compte dans cette question du spin des deux particules. 
Sachant que les niveaux d’énergie de l’atome d’hydrogène pour un proton 


infiniment lourd sont de la forme (e? = q?/(4xeo)) 
Eo 1 meet 1 
En= 5 = dpi 2 n = 1,2,3, 


quels sont les niveaux d'énergie du positronium ? 


2. L’électron et le positron ont un spin 1/2. L'état de plus basse énergie, 
ou état fondamental, n = 1, a un moment angulaire orbital { = 0 (onde s). 
Quelles sont les valeurs possibles du moment angulaire total j} du positronium 
dans cet état n = 1 ? 


3. Le positronium dans son état fondamental se désintègre en deux! photons 
e +e —27 


Dans le référentiel où le positronium est au repos, les deux photons partent 
avec des impulsions opposées. On choisit pour axe Oz la direction de 
l'impulsion de l’un des photons. En utilisant la conservation du moment 
angulaire, montrer que les deux photons ont nécessairement la même 
polarisation circulaire, soit droite, soit gauche. Suggestion : dessiner un 
schéma de la désintégration. 


4. En examinant l'effet d’une rotation de x autour de l’axe Oy et en tenant 
compte de l'identité des deux photons, montrer que seul un des deux états de 
moment angulaire j du positronium peut se désintégrer en deux photons!!. 


5. Soit II l'opérateur parité, qui agit sur l’état | A) d’une particule A suivant 
TILA) = n4|A), où ņa est la parité de A. On peut montrer que m-Me+ = —1. 
En déduire que la parité de l’état fondamental du positronium est —1. On 
peut écrire les deux états possibles pour les deux photons sous la forme 


1 1 
i) |4) = — LA 
où | D} et |G} représentent des états de polarisation circulaire droite et gauche. 


Lequel des états (i) ou (ii) est obtenu dans la désintégration du positronium!?, 


sachant que la parité est conservée ? 


(IDD)+1G@) G) 18-) = -> (IDD) -1GG)) 


13.5 Bibliographie 


Un excellent exposé sur les particules identiques, accompagné de 
nombreuses illustrations, est celui de Lévy-Leblond et Balibar [1984], 


10. La désintégration e` +et — y est interdite par la conservation de l’énergie-impulsion. 

11. L'autre état doit se désintéger en trois photons. 

12. Les corrélations de polarisation des deux photons ont été mesurées par C. Wu et I. 
Shaknow, Phys. Rev. 77, 136 (1950), qui ont pu vérifier que la parité de l’état fondamental 
était bien —1. 
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chapitre 7. Voir aussi Feynman et al. [1965], volume III, chapitre 4, Cohen- 
Tannnoudji et al. [1973], chapitre XIV ou Basdevant et Dalibard [2001], 
chapitre 16. Les statistiques fractionnaires (anyons) sont décrites par A. 
Comtet, J. Me Cabe et S. Ouvry, Images de la Physique, CNRS (1992), 
page 21. Pour les états collectifs on pourra consulter Diu et al. [1990], 
chapitre 4 ou Le Bellac et Mortessagne [2001], chapitre 4, qui contient une 
introduction et des références aux condensats de Bose-Einstein gazeux. On 
trouvera un exposé très complet sur ces condensats dans le cours 1998/99 du 
Collège de France de C. Cohen-Tannoudji, disponible sur le WEB du Collège 
de France. 


Chapitre 14 


Physique atomique 


E DERNIER CHAPITRE est consacré à une introduction à la physique 
C atomique, qui sera limitée aux atomes à un électron. Après un bref 
exposé dans la section 1 des méthodes de perturbation et variationnelle, nous 
discuterons dans la section 2 les structures fine et hyperfine des niveaux 
d'énergie ainsi que l'effet d’un champ magnétique sur ces niveaux. La section 3 
examine le couplage d’un atome avec un champ électromagnétique et des 
applications importantes de ce couplage comme l'effet photo-électrique ou 
le taux d'émission spontanée. Enfin nous donnerons dans la section 4 une 
introduction à un sujet en pleine expansion depuis une vingtaine d'années, la 
manipulation d’atomes par laser, en traitant du refroidissement Doppler et 
des pièges magnéto-optiques. 


14.1 Méthodes d’approximation 


14.1.1 Généralités 


En physique classique, il est exceptionnel que l’on puisse résoudre 
analytiquement les équations de Newton ou celles de Maxwell, étant donné 
les conditions initiales à un temps t = tọ et les forces dans le premier cas, 
les sources du champ électromagnétique dans le second cas. En général 
on doit avoir recours à une méthode de résolution approchée : intégration 
numérique des équations, méthode de perturbation ou autre. La situation 
n’est pas différente en physique quantique : il est exceptionnel que l’on sache 
« résoudre l'équation de Schrödinger » de façon exacte, c’est-à-dire obtenir 
l’évolution temporelle du vecteur d’état |y(t)} en fonction de sa valeur [4(to)) 
à un temps initial t = to. Dans le cas où le hamiltonien est indépendant 
du temps, ce qui sera le cas considéré dans cette section, la connaissance de 
cette évolution temporelle suppose que l’on sache diagonaliser le hamiltonien, 
c’est-à-dire trouver ses valeurs propres et ses vecteurs propres. Sauf cas très 
particulier (puits carré, oscillateur harmonique, atome d’hydrogène...), on 
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ne sait pas diagonaliser exactement le hamiltonien et on doit utiliser des 
méthodes approchées : intégration numérique de l’équation de Schrödinger, 
méthode de perturbation ou autre méthode. 

Dans cette section, nous allons exposer la méthode des perturbations 
indépendante du temps. Cette méthode consiste à utiliser comme point de 
départ un hamiltonien Ho que l’on sait diagonaliser exactement, et que l’on 
perturbe en lui ajoutant un terme W afin d'obtenir le hamiltonien « exact » 
H = Ho + W, dans le cadre d’un domaine d’approximation prédéfini : cf. 
section 4.3. On écrira 

H(X) = Ho + AW (14.1) 


où l’on a introduit un paramètre réel À tel que H = Ho si À = 0 et H = Ho5+W 
si À = 1. Si À — 0, on peut espérer que la perturbation AW est en un certain 
sens! « petite » par rapport à Ho. Il peut arriver que l’on puisse effectivement 
faire varier À. Par exemple si AW correspond à l'interaction d’un système 
atomique avec un champ électromagnétique extérieur, on peut modifier à 
volonté la valeur de ce champ extérieur et donc À : À — 0 si le champ 
s’annule. Mais en général la perturbation est fixée par des données physiques 
avec lesquelles on ne peut pas jouer. Dans ce cas À est un paramètre fictif 
que l’on fait varier de façon artificielle, en lui donnant à la fin des calculs sa 
valeur physique À = 1. Nous avons déjà eu recours à cet artifice dans l'exposé 
de la théorie des perturbations dépendant du temps de la section 9.6.3, en 
écrivant la perturbation sous la forme AW (t) et en rétablissant À = 1 à la fin 
du calcul. 

Nous supposons donc connu le spectre de Ho. Soit EU ses valeurs propres 
et In,r) ses vecteurs propres, r étant un indice de dégénérescence comme au 
§ 2.8.1 


Holn,r) = E6” In,r) (14.2) 
Nous cherchons les valeurs propres et vecteurs propres de H(A) sous la forme 
d’un développement en puissances de À, appelé développement perturbatif. Si 


H(À)|$) = Ely), nous écrivons les développements du vecteur propre |p) et 
de l'énergie E 


lp) = lpo) + Moi) + Xp) ++: (14.3) 

E = B® + EM 4 XE +... (14.4) 

Si À = 0, ly) = [yo) = [n,r) et E = EC”. Notre hypothèse implicite est 
qu’un développement en À existe avec un rayon de convergence non nul, ou, 


en d'autre termes, que l'énergie est une fonction analytique de À au point 
À = 0. Il est nécessaire de distinguer deux cas. 


e La valeur propre EU) de Ho est simple. 


1. Définir rigoureusement qu’un opérateur est « petit » par rapport à un autre est un 
problème mathématique des plus complexes. 
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e La valeur propre EU) de Ho est dégénérée avec une dégénérescence N. 


Nous allons traiter successivement ces deux cas, sans entrer dans les détails de 
la méthode générale du calcul à tous les ordres en À. Nous nous contenterons 
de l’ordre non trivial le plus bas en À, en renvoyant aux ouvrages classiques 
pour le cas général. 


14.1.2 Cas d’une valeur propre simple deHo 


Nous partons de Hojn) = En) et posons wo) = |n) avec (polyo) = 
1, ainsi que Eo = EC) afin d’alléger les notations. En pratique, nous 
nous intéressons au développement perturbatif (14.4) de l'énergie et le 
développement perturbatif (14.3) du vecteur |} est un auxiliaire de calcul, ce 
qui nous permet de fixer |y) par une condition commode : (yoly) = (polpo) = 
1. Avec cette condition, |p} n’est pas en général unitaire, mais il est toujours 
- possible d’en déduire un vecteur unitaire si on le souhaite. Nous avons, à 
l’ordre À inclus, d’une part 


H(Âle) = Holgo) + AW\40) + AHoly1) 
et d’autre part 
He) = (Eo + AE1)lp) = Eolpo) + AE11p0) + Eolyi) 
d’où, en identifiant les termes d'ordre À, 
W|ypo) + Holg:) = Eilso) + Eolv:) 


Multipliant à gauche les deux membres de cette équation par le bra (sol et 
tenant compte de (0| Ho = Eo(gol nous obtenons? 


E, = (polW|v0) (14.5) 


ce que l’on peut écrire, en appelant A&F; la différence d'énergie entre le cas 
À Æ 0 et le cas À = 0 au premier ordre en À 


AF: = X(go|W{\0) (14.6) 


Le terme en À? n’est pas très difficile à obtenir (exercice 14.5.1) 


2 
2 Et Pa E%) 
kzän 70 0 


2. La formule (14.5) s'obtient immédiatement à partir du théorème de Feynman- 
Hellmann, exercice 4.3.3, équation (4.34). 
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Comme application, calculons le déplacement des niveaux de l’oscillateur 
harmonique à une dimension sous l'influence d’une perturbation 


anharmonique en qf 


mu 


z Qt (14.8) 


Utilisant un résultat de l’exercice 11.4.1 on déduit de (14.6) le déplacement 
du niveau n à l’ordre À 


AW = À 


AE) = 3 Miw (2n? + 2n + 1) (14.9) 
Même si À est petit, le résultat diverge pour les grandes valeurs de n, car 
plus n est grand, et plus la fonction d’onde est importante aux grandes 
valeurs de q, et donc plus l'effet de la perturbation en qf se fait sentir : 
la perturbation en AQ4 n’est jamais « petite ». Nous avons pris comme 
hypothèse de départ l'existence d’un développement en puissances de À avec 
un rayon de convergence non nul. En pratique cette hypothèse d’analyticité 
à À = 0 n’est pas toujours vérifiée, et l’oscillateur anharmonique que nous 
venons d’examiner en fournit un exemple. En effet, il est facile de comprendre 
que E) ne peut pas être analytique à À = 0, car le hamiltonien change 
brutalement de nature en ce point. Pour À > 0, il est borné inférieurement et 
les états liés sont présents, mais pour À < 0 il n’est plus borné inférieurement 
et les états liés disparaissent ! Le développement n’a plus de sens pour 
À < 0. En fait le développement perturbatif est dans ce cas un développement 
asymptotique, qui donne de bons résultats pour À > 0 si l’on garde un nombre 
de termes suffisamment petit, mais qui diverge si on essaie de le pousser trop 
loin. Ce type de développement est bien connu en mathématiques : un bon 
exemple en est la formule de Stirling valable pour n > 1 


n 1 1 
TntD=ni= (2) Vm (iii nr. (14.10) 
e 12n  288n? 


qui est un développement asymptotique, non convergent, en puissances de 
1/n. Il existe des méthodes sophistiquées pour sommer ces développements 


asymptotiques®. 


14.1.3 Cas d’un niveau dégénéré 


Nous passons maintenant au cas d'un niveau dégénéré, en appelant H{(7) 
le sous-espace de dimension N de la valeur propre EU) : le projecteur P®™® 


sur H®™®) s'écrit 


N 
PM = X` mr)(nrl (14.11) 


3. Voir par exemple J. Zinn-Justin, Quantum Field Theory and Critical Phenomena, 
Oxford University Press, Oxford (1989), chapitre 37. 
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Dans le use oi H), l'opérateur W est représenté par une matrice N x N 
d'éléments WẸ? = {n,s|Wln,r) que l’on peut diagonaliser. Les vecteurs 


propres lof Dy de W dans H®™ sont des combinaisons linéaires des |n, r) 


N 
ld) = Y cgrln,r) 
r=1l 
WI) = ED pE 


Les coefficients Cyr sont d’ordre zéro en À, puisque l’on a diagonalisé W sans 
toucher à la diagonalisation de Ho, qui est un multiple de l'identité dans H?) 


Holp”) = E0” 16?) 


La diagonalisation de W dans H(™® donne le résultat correct pour l'énergie 
à l’ordre À. On retrouve les résultats du cas non-dégénéré en prenant la 
dimension de H(7) égale à un. En résumé, à l’ordre À, on calcule les niveaux 
d'énergie et les vecteurs propres comme pour un système à un nombre fini N 
de niveaux, en diagonalisant la matrice représentative de Ho + AW dans H., 
En fait, approximation par un système à nombre fini de niveaux est souvent 
obtenue en négligeant les interactions entre sous-espaces Hl”). Remarquons 
enfin que les cas quasi-dégénérés sont aussi traités par cette méthode. 


14.1.4 Méthode variationnelle 


Nous nous limitons à nouveau à l’étude d’un cas simple, la recherche 
de l’énergie de l’état fondamental, en renvoyant aux traités classiques pour 
l'application de la méthode variationnelle à d’autres cas. Soit Eo l'énergie de 
l’état fondamental d’un hamiltonien A, |0) le vecteur propre correspondant 


H[0) = Eol0) 


et |p} un vecteur arbitraire unitaire de l’espace de Hilbert des états. Écrivons 
la valeur moyenne de H dans l’état |p} en décomposant |) sur la base des 
états propres |n} de H, HÎn) = Enln), 
(lH lo) = D cucn(miHin) = $ Enlenl? 
n,m n 


On en déduit 


(iHlg) — (0|H10) = 2 (En — — Eo)|cn|? > 0 (14.12) 


où nous avons utilisé 3°, ||? = 1 et En > Eo. La méthode variationnelle 
consiste à se donner un vecteur d’essai |p(a)) dépendant d’un paramètre a, ou 
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de plusieurs paramètres a;, que l’on essaie de choisir aussi proche que possible 
de la forme supposée de |0). Le résultat (14.12) montre que 


(H}(a) = (p(a)|Hlo(a)) > Eo 
Dans le cadre de la paramétrisation choisie, le meilleur résultat pour Eo sera 


obtenu en cherchant le minimum de {H)(a) 


£ (H}(a) =0 (14.13) 


a=ao 


et une borne supérieure sur Es est 


Eo < (p(ao)|H|p(a0)) (14.14) 


Pour comparer deux choix différents |p(a) et |ÿ(8)), on compare les deux 
minima et le meilleur choix est celui qui donne la valeur minimale de (H). Il 
est immédiat de généraliser à un vecteur dépendant de plusieurs paramètres 


@1,...,@ : on cherche le minimum de (H) par 
ð 
— (H jai = 
da; ( }(@, Qp) ajia 0 


À titre d'exemple, examinons le calcul variationnel de l’état fondamental 
de l’oscillateur harmonique, en choisissant comme fonction d’onde d’essai une 
fonction normalisable de norme unité 


{xlp(a)} = palz) = V2 L (14.15) 


x? + a? 


Les intégrales nécessaires aux calculs ci-dessous se déduisent de 


Ila) = T Fe. (14.16) 


2 2 
oo T° + @ Q 


en différentiant J(a) par rapport à &?. Partant de la forme (11.9) du 
hamiltonien de l’oscillateur harmonique, on calcule (H) (a) 


(Ho) = 3w f ax (EF to) 


1 1 À 


Le premier terme du crochet est l’énergie cinétique et le second l’énergie 
potentielle. (H}(aœ) est minimum pour a? = a = 1/2 et 
ħw 


(H) (ao) = z Pye 
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Pour a = «p, l'énergie cinétique moyenne et l'énergie potentielle moyenne 
sont égales 
1 


2m 


1 ħw 
P?) = = mw? (X?) = — 
Le choix (14.15) de la fonction d’onde d’essai n’est pas excellent (l’erreur est 
~ 40 % !), car la décroissance à l'infini de cette fonction d'onde est beaucoup 
trop lente. Avec une fonction d’onde d’essai gaussienne, on trouverait bien 
sûr le résultat exact ħw/2. 


14.2 Atomes à un électron 


14.2.1 Niveaux d'énergie en l’absence de spin 


Au chapitre 10, nous avons étudié le spectre de l’atome d’hydrogène, 
atome à un seul électron ; une généralisation immédiate est donnée par les 
ions Het, Litt, etc. Lorsque le nombre d'électrons est différent de un, il 
n'existe plus de solution analytique au calcul des niveaux d'énergie. On 
a recours à des méthodes d’approximation, qui peuvent être très précises 
dans le cas des atomes légers et en particulier de l’helium. Un autre cas où 
l’on peut utiliser une approximation simple est celui des alcalins. En effet, 
en première approximation, un alcalin est un atome où un électron externe 
est soumis à un potentiel effectif créé par le noyau atomique et les (Z — 1) 
autres électrons, appelés électrons des couches internes. Le spectre est alors 
semblable à celui de l’atome d'hydrogène, avec la différence que l’on n’observe 
pas de dégénérescence entre des niveaux de moment angulaire orbital différent 
car le potentiel n’est pas en 1/r : dans le cas du sodium par exemple le niveau 
fondamental est un niveau 3s et le niveau 3p est intermédiaire entre les niveaux 
3s et 4s (figure 10.7). 

Les spectres des figures 10.6 et 10.7 sont obtenus en négligeant le spin de 
l’électron externe ainsi que le spin du noyau atomique. Nous allons traiter 
successivement les deux modifications introduites par la prise en compte de 
ces spins : la structure fine induite par l'interaction entre le moment angulaire 
de l'électron et son spin, et la structure hyperfine induite par l'interaction du 
spin nucléaire avec le spin et le moment angulaire orbital de l’électron. 


14.2.2 Structure fine 


La structure fine est un effet d’origine relativiste dont l’expression correcte 


s'obtient à partir d’une équation d'onde quantique et relativiste valable 


pour les particules de spin 1/2, l’équation de Dirac‘. Dans le cadre d’une 


4. L'équation de Dirac n’est pas la seule équation d'onde quantique et relativiste : une 
autre équation relativiste importante est l’équation de Klein-Gordon qui décrit les particules 
de spin zéro. Toutefois aucune de ces deux équations n’est entièrement cohérente : le 
mariage de la mécanique quantique et de la relativité exige une théorie de champs quantifiés. 
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description classique, nous allons donner un argument intuitif, mais qui 
n’est pas entièrement correct, pour justifier l'expression du hamiltonien 
de la structure fine. Dans le référentiel où le noyau est au repos, ou 
référentiel du noyau, le champ électromagnétique est le gradient du potentiel 
électrostatique V(r)/qe créé par le noyau et les (Z — 1) électrons des couches 
internes, et l’électron externe se déplace à une vitesse Ÿ dans ce référentiel. 
Dans le référentiel où il est au repos, l’électron voit le noyau se déplacer 
avec une vitesse —Ÿ, et compte tenu des lois de transformation du champ 
électromagnétique dans un changement de référentiel d’inertie, cet électron 
voit non seulement un champ électrique, mais aussi un champ magnétique 


donné en fonction du champ électrostatique Ë dans le référentiel du noyau 
5 


par 
x 1 -> 1 fidV D 
Bx- 0x Ëx É er (Zxr) (14.17) 
c qec? |r dr Me 
Ce champ magnétique interagit avec le moment magnétique { = y5 de 


l’électron externe en donnant une énergie d'interaction 


n de „ > 
Wo = 8: B x -> 8. B 14.18 
s H Me” ( ) 


car le facteur gyromagnétique y ~ qe/Me. Combinant ces deux équations et 
introduisant le moment angulaire orbital { = F x p, on en déduit le potentiel 


spin-orbite 
1d F 
post É mn a (14.19) 


me |r dr 


Toutefois notre démonstration est critiquable car nous avons utilisé les 
formules de transformation entre référentiels d’inertie. Or le référentiel de 
l’électron est un référentiel accéléré par rapport à celui du noyau puisque 
lélectron tourne autour du noyau. La prise en compte de ce mouvement de 
rotation se traduit par un phénomène de précession du spin, la précession 
de Thomas, qui réduit d’un facteur deux le résultat (14.19). En fin de 
compte, l'expression quantique correcte du potentiel spin-orbite s'obtient en 
corrigeant (14.19) par un facteur 1/2 et en remplaçant les quantités classiques 
let? par les opérateurs Let 5 


Wao = L-5 (14.20) 


1 dV(r) 
2m2 |r dr 


Évaluons l’ordre de grandeur de la correction aux niveaux d’énergie pour 
l'atome d’hydrogène ; comme L et $ sont d'ordre À et que V(r) = —e?/r, 


5. Dans l'expression (14.17), on a utilisé l’approximation v  c : la formule exacte 
contient des facteurs (1 — v? /c?)} 1/2, 

6. Voir par exemple E. Taylor et J. Wheeler, Space-Time Physics, W. H. Freeman, 
New-York (1963), § 103, ou Jackson [2001], section 11.8. 
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nous obtenons dans un état n 


wW ke? /1 ke? e? e? 2 Rs 
(Woo) me (5) ~ mna C a n3 nè 

où nous avons introduit le rayon de Bohr «o, la constante de structure fine 
a et la constante de Rydberg Rə : voir (1.39)-(1.41). Les corrections aux 
niveaux d'énergie sont donc de l'ordre de a? en valeur relative, ce à quoi l’on 
s'attend pour des corrections relativistes, car? (v/c)? ~ a?. 

Examinons l'effet du potentiel (14.20) sur un niveau (nl), de nombre 
quantique principal n et de moment angulaire orbital !. Comme l'effet sur 
les niveaux est faible, ~ a?, on pourra utiliser la théorie des perturbations. 
Ni le moment angulaire orbital L ni le spin Š ne commutent avec Ws. En 
revanche, lopérateur scalaire L . Š commute avec le moment angulaire total 
J = L+ Š et de plus, comme [Z 2, Ë] = 0 et [Z 2, f(r)] = 0, le potentiel (14.20) 
commute avec L 2, ce qui entraîne qu'il ne relie pas des niveaux de l différents. 
En résumé, le potentiel spin-orbite est diagonal dans une base |l 1/2 jm;). 
En l'absence du potentiel spin-orbite, la dégénérescence du niveau (nl) est 
2(21+ 1) et il faudrait en principe appliquer la théorie des perturbations d'un 
niveau dégénéré. Mais dans le cas présent la situation est très simple, car on 
connaît déjà la base |1 1/2 jm;) où Wso est diagonal. Le potentiel spin-orbite 
va partiellement lever la dégénérescence. En effet, deux valeurs j = i + 1/2 
du moment angulaire total sont possibles, et d’après (10.138), en utilisant 
J? = (L+ 5)? 


L.S = 0 +1)—1(1+1)—s(s+1)] (14.21) 
soit A 
I 8=-7 (+1) j=1-5 
(14.22) 
Lo Et sue 
TND Fr 2 


Les états de moment angulaire total j = l — 1/2 et j = l+ 1/2 ont 
donc des énergies différentes et le potentiel spin-orbite lève partiellement 
la dégénérescence. Naturellement chacun des deux niveaux d'énergie 
correspondants possède encore une dégénérescence (2j + 1). Notons que le 
potentiel spin-orbite n’affecte pas les ondes s (l = 0). 

Comme cas particulier, examinons le niveau 2p (l? = 1) de l'hydrogène. 
Les deux valeurs possibles de f sont j = 1/2 et j = 3/2. Les niveaux 
correspondants sont notés 2p1,2 et 2p3/2. La transition 2p — 1s est dédoublée, 
ce qui est facilement confirmé en spectroscopie. Dans le cas de l’hydrogène, 
les niveaux 25/2 et 2p1,2 restent confondus à l’approximation de l’équation 


7. Pour un noyau de charge Z et un électron unique (v/c)? ~ (Za)?. 
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de Dirac. La différence d'énergie avec le niveau 2p3/2 est = 4.5 x 1075 eV, ce 
qui correspond à environ 10 GHz en fréquence. Le calcul d’ordre de grandeur 
précédent donne pour cette différence d'énergie ~ a? Ræ/8 ~ 107<eV, en 
accord qualitatif avec l’expérience. L'expérience montre que, contrairement 
à la prédiction de l’équation de Dirac, les niveaux 2s1/2 et 2p1,2 ne sont pas 
confondus : le niveau 2p.,2 est plus bas de ~ 5 x 107° eV, ce qui correspond 
à environ 1 GHz. Cette différence, appelée déplacement Lamb, s'explique 
par des effets d’électrodynamique quantique, la théorie quantifiée du champ 
électromagnétique et du champ électron-positron. 

La notation précédente (nl); se généralise aux niveaux plus élevés : pour 
une onde d (l = 2) les valeurs possibles de j sont 3/2 et 5/2 et les niveaux 
sont notés nd3,2, nd5/2. Pour une onde f (l = 3) on aura des niveaux nf5,2 
et nf7/2, etc. Un exemple spectroscopique classique est le dédoublement de la 
raie jaune du sodium, qui correspond à une transition 3p — 3s : les deux raies 
sont notées D; à 589.6 nm et Dz à 589.0 nm. En général le niveau j = {+1/2 
est plus élevé que le niveau j = l — 1/2 car la valeur moyenne (dV/dr) > 0, 
mais il y a quelques exceptions. Dans le modèle en couches du noyau, où 
le potentiel spin-orbite joue un rôle crucial, cet ordre est systématiquement 
inversé. 


14.2.3 Effet Zeeman 


La dégénérescence (27 + 1) du niveau (nl); est levée en plongeant l’atome 
dans un champ magnétique constant B : c’est l'effet Zeeman. Cet effet 
provient de l'interaction du champ magnétique avec le moment magnétique 
orbital dû au mouvement de l’électron sur son orbite, et également avec le 
moment magnétique associé au spin de cet électron. Le moment magnétique 
associé à L est donné par le facteur gyromagnétique classique (3.30) y = 
e/(2me), tandis que le facteur gyromagnétique du spin est = ge/me. 
L'énergie d’interaction se déduit du couplage d’un moment magnétique avec 
le champ 


2 de T A | 71 
W= -zn +29) B (14.23) 


On choisit habituellement B parallèle à Oz 


__æB 
W = TF (L: +25.) (14.24) 


Lorsque lénergie Zeeman (14.23) est suffisamment petite par rapport à 
l'énergie caractéristique de la structure fine du niveau considéré, on peut 
utiliser la théorie des perturbations dégénérée dans chaque niveau (nl);j. Si 
tel n’est pas le cas, il faut diagonaliser simultanément le hamiltonien de la 


8. Toutefois cet argument ne donne que le terme dominant de l'interaction : voir 
l’exercice 14.5.5 pour une justification détaillée de (14.23). 
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structure fine et celui de l’effet Zeeman : exercice 6.4.5. Nous nous plaçons 
dans le cas où l'effet Zeeman est petit. Les éléments de matrice de la 
perturbation dans le niveau (nl); de (14.24) sont 


B 
wri, = s (nljm|L. + 2Sz|nljm’) (14.25) 


m 
e 


Les opérateurs I et $ sont des opérateurs vectoriels, et d’après le théorème 
de Wigner-Eckart (10.150) pour ces opérateurs, les éléments de matrice sont 
donnés, par exemple pour L,, par 


cali Latin = = GNT IL imdi’) 
= HG+0 (J - L)) fmm 


Utilisant 


—. 


$=(J-L) et L =(J- 8)? 


pour exprimer J- S et J- L, on obtient 


et on en déduit 


(nlÿmlL, taS ira e ÊT +0+3-10+ n] Jan 
=mħì os (su + +Š — (l+ D) Ômm' 


Le résultat final s'écrit sous la forme 


: oB 
Wa, = _g = Mhiômm (14.26) 


€ 


Dans le cadre de notre approximation, les déplacements des sous-niveaux 
Zeeman sont linéaires en B. Ils sont contrôlés par le facteur de Landé g 


g=1+ Liu +2) + 510 + 2) (14.27) 


1 
256 +1) 
On interprète physiquement gqe/(2Me) comme un facteur gyromagnétique 
effectif. Pour un électron libre dans un champ magnétique nous avons vu que 


le facteur de Landé est égal à 2 ; c’est aussi le cas pour une onde s, ainsi qu’on 
peut le vérifier en posant l = 0 dans (14.27). 
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14.2.4 Structure hyperfine 


Un effet encore plus fin, de l’ordre de 107$ en valeur relative, est dû 
à l'interaction du moment magnétique du noyau atomique avec le moment 
magnétique orbital et le moment magnétique associé au spin de l’électron 
externe. L’interaction entre un dipôle magnétique nucléaire et un dipôle 
magnétique électronique est a priori plus faible que l'interaction entre deux 
dipôles électroniques par un facteur ~ 10 % : en effet le magnéton de 
Bohr nucléaire un = qgh/(2m,) est plus petit que le magnéton de Bohr 
LB = |gelh/(2m.) par un facteur m,/me ~ 2000. Rappelons les expressions 
des opérateurs moments magnétiques de l’électron et du proton 
Le = Yese © —2uB— lp = Yp9p © 5.59un— (14.28) 
On montre en électrodynamique classique? que le champ magnétique B(F) 
d’un dipôle ponctuel fn à l’origine des coordonnées vaut 


Br) = -r En — 32 P) + EAC) (14.29) 
Tr 3 

On peut écrire comme dans (14.23) l'énergie du moment magnétique orbital 
et de spin de l’électron externe dans ce champ magnétique. Nous allons nous 
limiter au cas où l’électron est dans une onde s, cas où seul est à prendre 
en compte le moment magnétique de spin : dans une onde s, il n’y a pas de 
contribution du moment angulaire orbital au moment magnétique de l’atome. 
De plus le terme entre crochets dans (14.29) donne une contribution nulle. En 
effet, si l’on calcule en théorie des perturbations l'énergie magnétique {W'} = 
— (be B) correspondant à l'interaction du moment magnétique électronique 
dû au spin avec le terme entre crochets de (14.29), on trouve pour une onde s 
dont la fonction d’onde y(r) dépend seulement de r 


(wh = E S rE Kin Be) -3n Pe- A) 
AT r 


= Fe (=) (n : Be) — D» Hnittes lis | 


Pour obtenir la deuxième ligne de l’équation précédente, on a découplé la 
partie radiale de l’intégrale du second terme du crochet de sa partie angulaire 


en écrivant + do 
Jar=ar | ar f $ 
0 AT 


L'intégrale radiale donne 


4r le r? arlet)? =(=) 


r3 


9. Voir par exemple Jackson [2001], section 5.6. 
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L'intégrale angulaire J;; vaut 
nE .. 1 
Li; = JEn = 3 ii 


En effet, le seul tenseur d’ordre deux invariant par rotation que l’on peut 
former avec les indices (i, j) est 6; 


Li; = Côij et dl; = 1] 
ij 
ce qui montre que c = 1/3 et que les deux termes de (W*) se compensent. Il 
reste donc uniquement le terme dit de contact 
24o … 


Weont = g Un ` Be ô(F) 


2 RE 

= =e YnYelSn ` Se) (F) (14.30) 
Nous prendrons comme exemple de structure hyperfine celle de létat 
fondamental de l'atome d’hydrogène : un — Hp, n = 1,1 = 0. Le vecteur 
d’état est le produit tensoriel d’une fonction d’onde spatiale déduite de (10.94) 


| = exp (-2) (14.31) 
Taj ao 


et d’une fonction d’onde de spin, produit tensoriel d’un vecteur d'état dans 
l’espace de spin de l’électron et dans celui du proton. La partie spatiale et 
la partie de spin sont entièrement découplées. On prend d’abord la moyenne 
pour la partie spatiale 


p(r) = 


2 + + 
{Wcont)spat ru ee YnVele(0)7(S, | Se) 


Sp Se) (14.32) 
La constante À vaut 


2 1 
A = E QOup)(5.59un)—> = 5.87 x 107° eV 
3 rağ 


Le hamiltonien effectif est donc AlSp Se) /ħ?, qui agit dans l’espace de Hilbert 
à quatre dimensions produit tensoriel des deux espaces de spin. En l'absence 
de perturbation hyperfine, le niveau fondamental 15,2 de l’atome d’hydrogène 
possède une dégénérescence d’ordre 4. Il faut diagonaliser A($, - $.)/R? dans 
ce sous-espace, ce qui est immédiat si l’on introduit le spin total ï= Š, +S, 
et l'identité 


(5° - $ 32) = r K Jay z] (14.33) 
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Suivant les résultats du § 10.6.1, les deux valeurs possibles de s sont s = 1 
(état triplet) et s = 0 (état singulet). Les valeurs propres du hamiltonien sont 


i 
s — 1 état triplet Etrip = Eo + 2 À 
s = 0 état singulet Esing = Eo — SA 


où Eo est l’énergie en l’absence d'effet hyperfin, et les vecteurs propres 
sont donnés par (10.125) et (10.126). Les deux niveaux sont distants de 
A © 5.87 x 106 eV, ce qui correspond à l'émission d’un photon de longueur 
d'onde de 21 cm quand l’atome passe du niveau triplet au niveau singulet. 
Bien que la durée de vie du niveau triplet soit très longue : 107 années, et 
qu'elle soit a priori difficile à observer, elle est d’une grande importance en 
astrophysique. Elle a donné des informations fondamentales!° sur les nuages 
d'hydrogène atomique interstellaire, qui constituent de 10 à 50 % de la masse 
de la galaxie, en permettant les mesures des distributions de masse, vitesses, 
champs magnétiques, etc. 


14.3 Interaction atome-champ 
électromagnétique 


14.3.1 Théorie semi-classique 


Dans cette section, nous allons examiner l'interaction entre un champ 
électromagnétique et un atome, modélisé comme précédemment par un 
électron externe dans un potentiel à symétrie sphérique. Dans un premier 
temps, nous utiliserons une approximation semi-classique, déjà introduite au 
§ 5.2.5 : le champ électromagnétique est décrit classiquement, tandis que 
l'atome est décrit de façon quantique. Dans la section 5.2, nous avions postulé 
une interaction phénoménologique entre londe électromagnétique et un dipôle 
électrique, responsable des transitions d’un niveau à un autre. Nous allons 
compléter les résultats de cette section en justifiant l’approximation dipolaire 
et en donnant une expression explicite de l’amplitude de transition. À ce 
point, il vaut la peine de résumer dans la table 14.1 les diverses approximations 
possibles lorsque l’on étudie l'interaction atome (ou molécule)-champ 
électromagnétique. En principe, on devrait traiter quantiquement à la fois 
l'atome et le champ, mais il peut être commode d’utiliser une approximation 
classique pour l’un ou l’autre des deux systèmes, dans la mesure où l’on peut 
s'assurer de la validité d’une telle approximation. 

Suivant l'approche du 8 11.3.3, Ponde électromagnétique classique est 
décrite dans la jauge de Coulomb V.A=0 par un potentiel vecteur Â(F, t) 
transverse. Une onde plane de vecteur d’onde È et de fréquence w peut donc 


10. Pour plus de détails, voir par exemple Basdevant et Dalibard [2001}, chapitre 13. 
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TAB. 14.1 — Différents schémas d’approximation 


— 


Champ électro- | Atome Exemples 
magnétique 
classique classique rayonnement classique 
8 1.5.3 
| classique quantique absorption et émission stimulées 
§ 5.2.5, § 14.3.1 à § 14.3.3, § 14.4.1 
quantique classique couplage à une source classique 
exercice 11.5.3 
quantique quantique émission spontanée 
Fr | 
s'écrire $ 
Ä(F,t) = Re |A E70] k- Āo=0 (14.34) 


Rappelons l’action des opérateurs divergence et rotationnel dans l’espace de 
Fourier 


Ÿ. — ik. Vx = ikx (14.35) 


ce qui donne pour les champs électrique et magnétique 


Ē(F,t) = te = Re [ur Aoeité zan] (14.36) 
B(F,t) = Ÿ x Â=Re li (E x Āojei ET- w] (14.37) 


Le flux d'énergie est donné par le vecteur de Poynting 
S = eoe Ë x B (14.38) 


et en moyennant sur le temps, avec (cos? (wt)) = 1/2 


(6 = eou? A0 À = I(w)k (14.39) 
L’intensité Z(w) est reliée au flux de photons F par 
T(w) = 
soit, en appelant n la densité de photons 
F=nc= x <ocwlAof? (14.40) 


Le hamiltonien d'interaction électron +champ s'écrit d’après (11.115) 


ls Lama > 
H= (P — qÂ(Ë, £)) +V(Ř) (14.41) 
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>. 


V(R) représente l'interaction effective de l’électron externe avec le noyau et les 
(Z — 1) électrons des couches internes. Le hamiltonien (14.41) se décompose 
en un hamiltonien non perturbé Ho 


l z3 
Ho = P? ; 
0 rs + V(R) (14.42) 
et une perturbation 
z æ (5.3, Na 0 à 
W(R,t) = - (P.A A- P) e À 14.43 
(Bt) 2Me i t 2Me ( ) 


Au premier ordre en qÀ, nous pouvons négliger le deuxième terme de (14.43), 
ou terme diamagnétique, [q2/(2me)]Ā? (exercice 14.5.5) ; de plus le premier 
terme se simplifie dans la jauge de Coulomb V-AÂ=0car 

P- [AFP] = iMY - F) — ihA YE) 
—ihA - Y f(F) = (À. P) E(P) 


Il 


La perturbation W(A,t) s'écrit en fin de compte 
W(R,t) =- [AR t) P] (14.44) 
Nous nous plaçons dans une représentation où R est diagonal : R >F. 
Compte tenu de (14.34) 
W(r,t) = - [lus A: P pe Ero x. P| (14.45) 
2Me 
Nous pouvons maintenant utiliser les résultats du 8 9.6.3 : le terme en 
exp(—iwt) de (14.45) correspond à l’absorption d'énergie par l’atome et le 
terme en exp(iwt) à l'émission d'énergie. S'il existe deux niveaux d'énergie F; 
et Eş, avec Fi < Ep, correspondant à une résonance : Es — F; = ħwo © hu, 
l'atome absorbera une énergie wo dans une transition à — f, et émettra une 
énergie wo dans une transition f — i. Dans une interprétation corpusculaire, 
cela veut bien sûr dire que l’atome absorbe ou émet un photon d'énergie 
Rwo, mais cette interprétation sort du cadre de la théorie semi-classique. 
D’après (9.170), la probabilité par unité de temps d’absorption à — f est 
donnée par 


__2T 


lie 


2 
(£ ) \(flexpGiE - P) Ao + Pi) S(E - (E + R) (14.46) 


2Me 


14.3.2 Approximation dipolaire 


Introduisons un vecteur polarisation unitaire €s, € - čs = 1, en écrivant 
Ao = |Aolé. L’intensité Z(w) par unité de fréquence est donnée par (14.39) 


1 = 
Tu) = 3 cow°|Ao(u)? 
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Récrivons (14.46) en intégrant sur w et en séparant le module carré de 
l'élément de matrice de transition des caractéristiques de l’onde incidente 


27 { qe 
mee( se) Ja at) 


Ar?a 
= TS T(uo)|E lept- Pl (14.47) 


22 
Rwim£ 


L'élément de matrice de transition dans (14.47) se simplifie si l’on remarque 
que la longueur d'onde émise ou absorbée, 0.1um < À < lum, est très 
grande par rapport aux dimensions atomiques ag ~ 0.1 nm, ce qui permet 
de remplacer exp(ik : F) par l'unité car (K 7) ~ kao ~ ao/À € 1 


clef Pii) = f aroy eT (h0) vit 
= f aro (9) oit) 


s - (flexplik - 7) Pli Ji Ô(Ep — (Ei + ħw)) 


De plus, on peut exprimer P à l’aide de la relation de commutation entre R 


et Ho 


À Ho) = ŽP 


ce qui donne 
(flPli) = _ (f\RHo — HoÂli) 
m > (E: — Ep) (JIB) = imewo(f Rii) (14.48) 
En physique classique, rest le vecteur joignant le noyau situé à l’origine des 


coordonnées à l’électron externe, et qe? est le moment dipolaire électrique 
d de l'atome. La quantité {flaRli) est donc l'élément de matrice Dji de 


l'opérateur moment dipolaire électrique D = qeR entre les états |i) et |f) 


Dp = (flDli) = ge(flRIE) (14.49) 


En reportant ces résultats dans (14.47) on obtient la probabilité de transition 
par unité de temps pour une polarisation €, 


Lja = 47? lé: Dal T(wo) (14.50) 
ET Areoh2c à | 
47? s 
= Z2 le,- À T(wo) (14.51) 
en accord avec (5.44) : le moment dipolaire d introduit 


phénoménologiquement dans la section 5.2.2 prend une forme explicite 
pour l’atome à un électron 


de. Dal =le Ral 
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L'expression (14.50) est plus générale que (14.51), et elle est valable pour tout 
système atomique ou moléculaire lorsque les règles de sélection des transitions 
dipolaires électriques sont satisfaites : la probabilité de transition est pilotée 
par l’élément de matrice de transition du dipôle électrique du système, qui 
fait intervenir toutes les particules chargées. Un calcul identique permet de 
déduire le taux d'émission stimulée l';;, qui est aussi donné par (14.50) : 
T; f =T En effet, il suffit de remplacer D}; par Dif = Di pour passer de 
l'absorption à l’émission. Suivant l'argument fondé sur les relations d’Einstein 
du § 5.2.5, on déduit de Ip; la probabilité d'émission spontanée d’un photon 
en sommant sur les deux états possibles de polarisation : s = 1,2 et en prenant 
la moyenne (e) sur les angles et sur les spins 


1 


hag [4al Da) O ag A 3 p 
p'=-2{[22=s=1U8 T 2770 ( 5 z- Rr ) : 
c2 Areoñc a \Z lé - Ril (14.52) 


L'opérateur moment dipolaire électrique D, tout comme l'opérateur position 
À, est un opérateur vectoriel impair. Cette propriété de D implique des règles 
de sélection pour les transitions dipolaires électriques. En effet, le théorème de 
Wigner-Eckart pour les opérateurs vectoriels donne l’expression des éléments 
de matrice des composantes sphériques (10.145) D, de D: si ji et jf sont 
les moments angulaires de l’état initial à et de l’état final f, et m; et my les 
nombres quantiques magnétiques, nous obtenons de (10.149) 

Grms|Dalfimi) = Chi, GF1D|1) (14.53) 
Le coefficient de Clebsch-Gordan ne peut être différent de zéro que si |; —1| < 
jf < ji +1 et si ms = q +mu. De plus, les parités de l’état initial et de l’état 
final doivent être opposées : I;I = —1. Les transitions dipolaires électriques 
obéissent donc aux règles de sélection suivantes. 


Règles de sélection pour les transitions dipolaires électriques 


ji- 1] < js < Hi +1 mf = Mi +q, q = —-1,0,+1 III; = —1 


Ceci généralise les résultats obtenus au 8 10.5.2 dans le cas particulier j; = 1 
et jf = 0. Les règles de sélection sur le nombre quantique magnétique m. sont 
directement liées à la conservation du moment angulaire suivant Oz, et des 
exemples en ont déjà été donnés au § 10.5.2 et à l’exercice 10.7.13. 


14.3.3 Effet photo-électrique 


Dans la sous-section précédente, nous avons étudié la transition entre 
deux niveaux en généralisant les résultats de la section 5.2. Nous allons 
maintenant nous intéresser à une transition vers le spectre continu : une 
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onde électromagnétique de fréquence w > Ræ/ħ et de polarisation €, arrive 
sur un atome d’hydrogène dans son état fondamental. Dans un langage 
corpusculaire, la condition w > Ræ/ħ implique que l'énergie des photons 
est suffisante pour ioniser l'atome en éjectant son électron, ce qui donne un 
exemple très simple d’effet photo-électrique, et un cas où l’on peut mener 
jusqu’au bout des calculs analytiques. D’après la règle d’or de Fermi et la 
définition (12.1) de la section efficace, la section efficace de production des 
photo-électrons est, au premier ordre de la théorie des perturbations en W 


do _ 2r KF YMeke 
d AF 2r)3 h2 


IWli LR (14.54) 
où ke est le vecteur d’onde de l’électron final. Lorsque fw > Rə (mais 
ħw <& mec? de façon à préserver une cinématique non relativiste et à prévenir 
la production de paires électron-positron!!), on peut négliger l'interaction de 
l'électron final avec le proton et prendre pour état final une onde plane : c’est 
l'approximation de Born 


eike 


(PIS) = vs) = 5° 


Notons que l'approximation dipolaire n’est pas valable dans les conditions 
cinématiques définies ci-dessus. D’état initial est décrit par la fonction 
d’onde (14.31) de l’état fondamental de l’atome d’hydrogène. L'élément de 
matrice (f|W|i) est donné par (14.46) 


croi) = (=) a fatr ei (itet) 


soit, en intégrant par parties et en DES is que &, -k=0 


uwa = (=) 15 Lo) ED far Res 


Vrag 
de > Aës- ke) 87/ao 
= | — Ao — = — 14.55 
(=z) 4 Pré E+ I/A FE 


où nous avons défini g = k — ke : ħğ est le transfert d'impulsion entre le 
photon initial et l’électron final. Pour calculer l'intégrale dans (14.55) nous 
avons utilisé 


C0 +1 
Jon e7% = 2r | r? dre” | eiT cos 84 cos 
0 —1 


2r f” | 
= — rdr singre * 
q Jo 


T S , år 1 8TA 
e d igr , —àÀr D ln ns 
m Ne ga Ag PFPP 


11. Cette approximation est valable dans le cas des rayons X, dont l’énergie va de 1 à 
100 keV. 
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Rassemblant tous les facteurs dans (14.54) on obtient 


do  32ah les - kel? k3 


E e e a n EA en (14.56 
dQ mewak [GE — ke)? + 1/a2]* ) 


Explicitons (14.56) en choisissant k parallèle à Oz et une polarisation linéaire 
é; parallèle à Oz ; soit (Q = 0, @) les angles polaires définissant ke 


(Er - ke)? = sin? 8 cos? o 


Cette quantité est maximale lorsque €, et Ke sont parallèles, soit 8 = 7/2 et 
= 0 ou 7. Le dénominateur dans (14.56) varie lentement avec 0, car, dans 
les conditions cinématiques définies ci-dessus, on déduit de la conservation de 
l'énergie 
k _ ke _ ve 
ke 2mec 2c 


OÙ Ve est la vitesse des photoélectrons, et 


(k = ke)? ~ k2 (1 — = cos8) 


Les électrons sont donc éjectés de façon préférentielle dans un plan 
perpendiculaire au vecteur d'onde incident et parallèlement au champ 
électrique de Ponde. Si Ponde incidente n’est pas polarisée, on doit ajouter 
de façon incohérente les contributions des polarisations suivant Ox et Oy et 
faire la moyenne 

lF iarsin 1 2 

= [ee ke) + (E, À) | = = sin?9 

2 2 
ce qui donne toujours une émission préférentielle dans le plan 
perpendiculaire à k 


do _ 16a k? sin? 4 . __ lsa sin? 4 
dQ Inon pol Mewag [CE z ke)? + 1/a2]° E Me W aÿ k5 [i z Re ds o| 
€ 
(14.57) 


Dans les conditions cinématiques choisies, on peut négliger 1/ až par rapport 
S 2 
à q“, car 


242 2 2 
k > Ræ = A > (keao)? > ne 
Une remarque importante est que nous avons pu traiter l'effet photoélectrique 
dans un cadre semi-classique, sans introduire le concept de photon, 
contrairement à une idée largement répandue selon laquelle le concept de 
photon est nécessaire pour expliquer l'effet de seuil (§ 1.3.2). Dans l'approche 
semi-classique, l'effet de seuil est dû à la condition de résonance : l'effet 
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photoélectrique n’est appréciable que si Ponde lumineuse est en résonance 
entre le niveau fondamental Eọ et un niveau Ec du spectre continu : 
Ec — Eo = fiw. L'effet photoélectrique s'explique sans photon, mais pas 
sans À ! 


14.3.4 Champ électromagnétique quantifié : 
émission spontanée 


Nous avons souvent fait appel à la notion de photon pour l'interprétation 
intuitive des résultats de la théorie semi-classique, bien qu’à strictement 
parler ce concept soit étranger à cette théorie. À moins d'utiliser un 
argument détournél? comme celui du § 5.2.5, on ne peut pas calculer la 
probabilité d'émission spontanée par un atome dans un état excité, car 
il n’y a pas de champ électromagnétique classique préexistant et le terme 
d'interaction x À : P est nul. Il est nécessaire de faire appel au concept de 
champ électromagnétique quantifié développé au § 11.3.3, car les opérateurs 
d’annihilation az, et de création a} sont susceptibles de changer le nombre 
de photons. De façon plus précise, si ng, est le nombre de photons dans le 


mode de vecteur d'onde K et de polarisation s, nous allons nous intéresser aux 
transitions avec émission d’un photon : ng, — ng, + 1 ou avec absorption 
d’un photon : ng, — ng, — 1, l'émission spontanée dans le mode (k,s) 
correspondant au cas ng, 0. Rappelons le développement du champ 


électromagnétique quantifié (11.79) à t = 0 dans un volume L? = Y 


a ñ 2 1 SRNIE xri aik F 


Le couplage entre le champ électromagnétique!? et l'atome est, au premier 
ordre en À 
np (14.58) 


= 


Ce couplage indépendant du temps À - P fait intervenir les termes 


age FT (8,(À) : P) (14.59) 
et ne OOE 
al e™™t(etlkjaP) (14.60) 


12. Cet argument utilise la distribution de Planck, qui contient implicitement le concept 
de photon : en effet, la probabilité d'occupation d’un mode du champ électromagnétique est 
donnée par la théorie quantique de l’oscillateur harmonique. Il n’est donc pas surprenant 
que l’on puisse calculer l’émission spontanée. 

13. On doit prendre le champ électromagnétique (11.79) à t = 0, c’est-à-dire dans le 
point de vue de Schrödinger Às = Ãy (t = 0) = À, car nous utilisons le point de vue de 
Schrödinger dans les calculs perturbatifs et les opérateurs À et P doivent être pris dans ce 
point de vue. Dans les paragraphes 14.1.1 à 14.1.3, la dépendance par rapport au temps du 
champ classique est fixée par une source externe, celle qui produit l’onde électromagnétique 
incidente, alors que le champ quantifié est indépendant de toute source extérieure. 
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Le terme (14.59) détruit un photon et le terme (14.60) crée un photon dans 
le mode (k,s). Soit ji ng) un état initial où # décrit l’état de l'atome et 
|f; ng, +1) un état final. Les éléments de matrice non nuls de ag, et al sont 
donnés par (11.16) et (11.17) 


Í (14.61) 


Nous allons examiner l'émission spontanée correspondant au cas nz, = 0 et 
nous reviendrons brièvement sur l’absorption et lémission induites en fin de 
sous-section. La quantité physique intéressante est la probabilité par unité 
de temps pour que l’atome émette un photon de vecteur d’onde = K et de 
polarisation s dans un angle solide dQ, Q = (8,4), autour de klt, Pour 
obtenir cette probabilité, nous avons besoin de la densité d’états du photon 


V 3 v 


PW) = Tr FE rya 


w? dw dQ (14.62) 


avec wk — w. La probabilité de transition par unité de temps est donnée par 
la règle d’or de Fermi (9.170) avec un photon final (k, s) d'énergie w 


= 27 ; y 
i(k, 8) = h Kf, Nrs = 1IWli,nz, = DFE (E-E) ss w? dw dQ 
(14.63) 


l'élément de matrice (f, ng, = 1|W|ż, ng, = 0) étant donné par (contrairement 
au § 14.3.2, nous avons maintenant E; > Eş et hwo = E; — Ep) 


(fng, = 1]Wli,ng, = 0) = z (ng, = LHA: Pli ng, = 0) 


R 
aA 
A 
a 
€ 
© 

N 

È 

€ dr 

© 
~ 
= 
FN 
NI 
a + 
~ 
Io 
È 
W 
LA 
RSS 
© 
Cam 
= 
Re 
D 
= 
Ro 


Nous avons utilisé l’approximation dipolaire exp(ik -F) œ 1 et exprimé 
Pélément de matrice de P à l’aide de (14.48). 


14. En toute rigueur, on doit préciser que l’on se place dans le référentiel où l'atome 
initial est au repos. La conservation de l'énergie implique dans ce référentiel 
Rk? 
2Mat 
Le deuxième terme est l'énergie de recul, qui sera discutée en (14.106). En général cette 


énergie de recul est négligeable : tout se passe comme si l’atome était infiniment lourd, 
Mat — 00. 


E: — Eş = fw + 
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Pour obtenir la probabilité d'émission d’un photon dans langle solide d{?, 
il faut intégrer (14.63) sur w ; la fonction 6 fixe l'énergie du photon à 


hw = E; — Eş = ħwo 
ce qui donne, en utilisant (14.64) et en définissant Rj: = (f|R|i) 


Th aug 


a zæ 2 
= Erk): Rfi 14.65 
dQ Ine? CA ( ) fi | ( ) 
Un expression équivalente utilise le moment dipolaire D = qeŘ 
dr$; 1 wg An LS à 
= Erk) D; 14.66 
an (=) (5) ee): Dal ( ) 


Pour obtenir la probabilité totale de transition T, qui est l’inverse de la vie 
moyenne 7 de l’état excité : 7 = 1/T, il faut intégrer sur Q et sommer sur les 
deux états de polarisation 


1 dr, 
ne i 14. 
r=- x TTL (14.67) 


Afin de calculer l'élément de matrice sous la forme (14.65) par exemple, nous 
allons nous placer dans une représentation où À est diagonal!5 


An = | Brora (14.68) 


et nous allons séparer la partie radiale dépendant de r et la partie angulaire 
dépendant de f dans l'intégrale (14.68) en écrivant F = rf. Afin de traiter un 
cas concret, nous prenons comme exemple la transition 2p — 1s de l’atome 
d’hydrogène!$. La fonction d'onde initiale s’écrit en fonction de sa partie 


radiale (10.96) et de sa partie angulaire qui est l’harmonique sphérique Y} (°) 


m Ta CL m EA 
(= ro ( Zro (14.69) 


tandis que la fonction d’onde finale est donnée par (14.31). Il est commode 
d'introduire les composantes sphériques (10.64) des vecteurs é,(k) et r et de 
remarquer!” que le produit scalaire €* : f vaut 


* 
E A saN zg 
Er -P= (ès: f) = ( > exafa) = > Esafq 


g=+1,0 g=+1,0 


15. Afin de simplifier les formules, nous ne tenons pas compte du spin, dont on montre 
facilement qu’il ne joue aucun rôle. 

16. Dans le cas général d’un état initial ¿ de moment angulaire (j:,m:) et d’un état final 
f de moment angulaire (jf, mp), on utilisera le théorème de Wigner-Eckart pour exprimer 
l'élément de matrice des composantes sphériques D, de D sous la forme (14.53). 

17. Le produit scalaire de deux vecteurs à et Ë est donné en fonction de leurs coordonnées 


sphériques par x 
ab= X aÿbg= J, (-1) a-qb4 
g=+#+1,0 g=+1,0 
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D'autre part le projecteur (11.100) orthogonal à k s'écrit en coordonnées 


sphériques 
2 


X esqlk)ježy (À) = dgy — Kaka 
s=1 


ce qui donne pour la partie angulaire 


Er GA = Due - US 


gg 


Fa Elfy IS) 


L'élément de matrice (f|f} li) se calcule aisément en remarquant que 
d’après (10.64) 4 est proportionnel à l’harmonique sphérique Y} (°) ; si le 
nombre quantique magnétique de l’état initial est m 


szli = yE SE ONYO = yE ion 


en utilisant les relations d’orthogonalité (10.55) des harmoniques sphériques, 
d'où 
DEC (If = Ta hm) 


Le facteur (1 — |km|?) vaut (1 — 1 sin? 6) pour m = +1 et (1 — cos? 0) pour 
m = Q, ce qui donne la distribution angulaire du photon émis si l’état initial 
a une valeur de m bien déterminée. Si l’état initial est non polarisé, on 
vérifie que la distribution angulaire est bien sûr isotrope, puisqu'il n’y a pas 
de direction privilégiée 

1 Vs 2 2 

à Le z Sin a) +a cos | E 


Pour obtenir la probabilité totale de transition (14.67) on intègre sur Q et le 
résultat est le même dans les trois cas m = +1,0 


fa (1-5 sn? 9) = faa- co? 8) = a 


La partie angulaire donne donc en tout un facteur 327?/9. La partie radiale 
de l’élément de matrice vaut d’après (14.31) et (14.69) 


“Ad ex ce E A y 
AVE B 2a0/ Vr \3/ ” 
La combinaison de tous les résultats précédents donne la probabilité de 
transition T (2p — 1s) 


(flrlé) 


(14.70) 
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et compte tenu de 


s- Re _ 3 
| 4 7 8 


amec? K h 
ħ 


et de ao = 5 = 
Mee ame 


on peut mettre le résultat sous la forme finale, en rappelant (cf. § 1.5.3} que 
ħ/ (mec?) = 1.29 x 107?! s 


2 4 
T(2p — 1s) = of (==) ($) ~ 6.2 x 108 s7? T= 


(14.71) 
Revenons sur l’aspect qualitatif de ces résultats. Partant de (14.52) ou 
de (14.65) avec |Z% - Rjil ~ a, où a est une dimension caractéristique de 
l'atome (a ~ 107 1° m), nous obtenons l'estimation 


aw? 3 awo \ 2 3 5 [Mee 
r~a ma) wo w awo © a | —— 
c c h 


En effet, la vitesse v de l’électron sur son orbite! est v ~ ac. La fréquence 
caractéristique wo est donnée par hwo ~ 1eV, soit wọ ~ 1.5 x 1015 rad.s ?, et 
la vie moyenne 7 de l’état excité est estimée à 


1 
= 2r92x10 
F T S 


La vie moyenne d'états excités se désexcitant par transition dipolaire 
électrique est effectivement comprise entre ~ 1077 et ~ 107°s. Il est instructif 
d'examiner également le cas d’un niveau excité d’un noyau se désintégrant par 
émission d’un photon y. L'énergie typique d’un tel photon est ~ 1 MeV, ce 
qui correspond à une longueur d'onde À ~ 1071? m. Comme les dimensions 
du noyau sont de l’ordre du fermi (ou femtomètre), R ~ 10-15 m, le rapport 
R/X & 1 et l’approximation dipolaire électrique est a priori justifiée. Pour 
estimer la vie moyenne, il faut multiplier le résultat de physique atomique 
par un facteur 10-18 pour tenir compte du changement d’échelle d'énergie : 
1 eV— 1 MeV, et par un facteur 10! pour tenir compte du changement de 
dimension, a — R, soit en tout un facteur 1078. L’estimation pour la vie 
moyenne de l’état excité d’un noyau est donc 


Tnoyau ~ 1078 Tatome ~ 107155 
Un exemple est la désintégration d’un état excité de l’azotel® 
13 N* — EN + y (2.38 MeV) 


dont la vie moyenne est de 107+ s, en accord qualitatif avec notre estimation. 


18. Les facteurs supposés « voisins de l’unité » de ce type d’estimation ne le sont 
pas toujours : l’estimation ci-dessus diffère de la valeur exacte (14.71) par un facteur 
(8/3)(4/9)4 ~ 1/10 ! 
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Revenons brièvement pour conclure à l'émission et l’absorption stimulées. 
Si l’on prend en compte les facteurs (14.61)—-(14.62) pour l'absorption 
et l'émission stimulées, il n’y a aucune modification à la probabilité 
d'absorption (14.50). En revanche, si l’atome se trouve dans une cavité de 
volume V contenant Ng, photons dans le mode (k, s), la probabilité semi- 
classique d'émission est proportionnelle à la densité nz, = NW. 5,/V de photons, 
alors que l’utilisation du champ quantifié donne un facteur (Ng, + 1)/V. La 
correction est en général négligeable, sauf dans le cas des cavités micro-ondes 
supraconductrices où le nombre de photons est petit (appendice B). 


14.4 Manipulation d’atomes par laser 


14.4.1 Équations de Bloch optiques 


On sait depuis longtemps que la lumière exerce des forces sur la matière, 
l'exemple le plus connu étant la pression de radiation. Cependant, lorsque la 
lumière provient de sources conventionnelles, ces forces sont très faibles. C’est 
seulement depuis une vingtaine d'années que l’utilisation des lasers a permis 
d'exercer des forces importantes sur un atome, forces qui peuvent aller jusqu’à 
105 fois la force de pesanteur ! Une application particulièrement intéressante 
est le refroidissement laser, dont nous donnerons un exemple élémentaire au 
§ 14.4.3. Nous utiliserons le modèle de l’atome à deux niveaux : deux niveaux 
atomiques Ea et Ep (Ee > Ea) sont séparés de Es — Ea = fwo. On supposera 
que Ea est le niveau fondamental de l’atome, ou bien un niveau métastable 
dont la durée de vie est suffisamment longue pour ne pas intervenir dans la 
discussion. Cet atome est placé dans une onde électromagnétique créée par 
un laser dont le vecteur d’onde k est parallèle à Oz et dont la fréquence w 
est proche de la fréquence de résonance : w ~ wọ. Comme au § 5.2.2, on 
appelle désaccord la différence ô = w — wo. Le champ électrique à la position 
de l’atome est de la forme 


Ë = g, Eo coswt (14.72) 


On ignore pour le moment les degrés de liberté de translation de l’atome, en 
le supposant infiniment lourd!°. Dans ces conditions, le hamiltonien H est 
donné par (5.27) 


h 
—— wo  —dEpcosuwt 
H= 2 h (14.73) 
—d Ep cos wt 3 0 


19. Plus précisément on traite classiquement les degrés de liberté de translation, ce 
qui suppose que l’on doit avoir Al © ER, où T est la largeur de raie et ER l'énergie de 
recul (14.106). On suppose aussi le milieu suffisamment dilué afin de pouvoir négliger les 
collisions entre atomes. 
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Les lignes et les colonnes sont dans l’ordre (a, b), le zéro d’énergie en l’absence 
de champ a été choisi à mi-chemin entre Ea et Ep et d est l'élément de matrice 
(D -ë)as de la composante z de l'opérateur moment dipolaire électrique entre 
les deux niveaux. On introduit comme au § 5.2.2 la fréquence de Rabi w: 


-dEi 
ñ 


w = (14.74) 
Le signe moins tient compte de la charge négative de l’électron, de sorte que 
wi > 0. Avec cette définition on peut récrire H en fonction des matrices de 
Pauli c1 et o3 


1 
1 —z wo wcoswt 1 
- H= 2 1 = —=w003 + (w1 coswt)o1 (14.75) 
w1 COS wt 3 wo 2 


En général l’état quantique de l’atome sera décrit par un opérateur 
densité p. En effet, atome est en interaction permanente avec le champ 
électromagnétique, et même si ensemble champ+atome était dans un état 
pur, l’état de l’atome ne serait pas un état pur : comme nous l'avons vu 
au § 6.1.3, l’état de l’atome est décrit en prenant la trace partielle sur les 
variables du champ, et le résultat est un opérateur densité, l’opérateur densité 
réduit de l’atome, représenté par une matrice 2 x 2 agissant dans l’espace à 
deux dimensions de l’atome à deux niveaux, et non un vecteur de cet espace. 
Rappelons que la matrice densité doit être hermitique : p = pt, de trace unité : 
Trp = 1 et positive. Les résultats de l’exercice 6.4.4 permettent d'écrire la 
matrice densité la plus générale en fonction d’un vecteur réel b, le vecteur de 
Bloch, tel que b? < 1 


3 
p= > (ra) = ; (1+3.5) (14.76) 


Suivant les notations usuelles, on appelle (u,v,—w) les composantes du 
vecteur de Bloch : u = bı, v = bo et w = —b3. On peut aussi écrire p 
sous forme matricielle explicite 


SES Pab Éd (14.77) 


Pba 3 + 3(055 — paa) 2\u+ivl+uw 


Dans l'écriture de p, nous avons tenu compte de la condition paa + Php = 1. 
La quantité w = ppp — Paa mesure la différence de population entre les niveaux 
E, et Ea : si l’on dispose d'une collection de M atomes, en moyenne N paa 
seront dans l’état Ea et Npa dans l’état Fp. Les éléments de matrice non 
diagonaux pab = Ppa Sont appelés les cohérences. La présence de cohérences 
non nulles, c’est-à-dire de phases, est bien sûr le signal d’effets quantiques. 
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L'équation d'évolution de p est donnée par (6.26) 


1 
i = E H, o| (14.78) 
Le commutateur dans (14.78) peut se calculer directement en multipliant les 
matrices, mais il est plus élégant d'utiliser la forme de Bloch et les relations 
de commutation (3.52) des matrices de Pauli. On obtient 


à = wov 
ù = —wou + 2wiw coswt (14.79) 
Ww = —2wv cos wt 


Il sera commode, afin de compléter ces équations et de justifier une 
approximation ultérieure, de les récrire en fonction de la cohérence r = pab = 
(u — iv)/2 


WÙ 


—2iwı (r — r*) coswt (14.80) 


t = iwgor — iwi w coswt (14.81) 


Il 


Ces équations d’évolution de la matrice densité sont hamiltoniennes, c’est-à- 
dire régies par une loi du type (14.78) dépendant d’un hamiltonien. Cette 
évolution est unitaire, car (14.78) est équivalent à 


p(t) = U(4,0)p(t = o)U* (#, 0) 


où U(t) est l'opérateur unitaire d'évolution (4.11). Cependant ces équations 
sont en fait incomplètes : l'interaction de l'atome avec son environnement 
conduit à des équations qui ne sont pas de la forme (14.78), et donc à une 
évolution non hamiltonienne. C’est l’ensemble atome+environnement qui 
obéit à une évolution unitaire, et si l’on s'intéresse seulement aux degrés 
de liberté de l’atome, l’évolution n’est plus hamiltonienne. Ce phénomène 
est familier en mécanique statistique, lorsque l’on considère l'interaction d’un 
système avec un réservoir, et l’évolution non unitaire est étroitement liée à la 
dissipation?0, Nous allons traiter le cas d’un environnement de l’atome limité 
au champ électromagnétique, ce qui est une excellente approximation pour 
des atomes piégés par des lasers qui forment un milieu dilué, mais il pourrait 
y avoir d’autres sources d’évolutions non hamiltoniennes, comme des collisions 
avec d’autres atomes dans un milieu dense?!. Le calcul fondé sur (14.78) tient 
compte de l’interaction avec le champ laser, et donc de l’absorption et de 
l'émission induites, mais non de l'interaction avec le champ quantifié, et il 
néglige émission spontanée. En raison de l'émission spontanée, l’atome dans 


20. Voir par exemple Le Bellac et Mortessagne |2001}, chapitre 2. 
21. Un exemple est le milieu actif pour un laser, qui est décrit par des équations de Bloch 
optiques analogues à (14.82)-(14.83) : voir par exemple Mandel et Wolf [1995], chapitre 18. 
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le niveau Fp tend à revenir dans le niveau Ea en émettant un photon avec 
une probabilité T par unité de temps (cf. (14.67}). L’équation différentielle 
donnant b doit donc inclure dans son second membre un terme -T p, qui 
conduirait, en l'absence de champ laser, à une décroissance exponentielle de 
la population du niveau E, en exp(—Tt). On en déduit que le membre de 
droite de l’équation différentielle pour w contient un terme en —T(w + 1). 
Les cohérences doivent également décroître car, en l'absence de champ laser, 
l’ätome revient dans son niveau fondamental Ea pour t > r = 1/T, et la 
matrice densité a pour seul élément non nul paa = 1. Il est possible de 
montrer que la probabilité de décroissance des cohérences à l’approximation 
que nous considérons est F/2. Les équations (14.80) et (14.81) deviennent 


ù = —2iwi(r —r*) coswt — T(w +1) (14.82) 


t 


T 
iwor — iww cos wt — 37 (14.83) 


Nous allons transformer ces équations en utilisant comme au § 5.2.2 
l'approximation quasi-résonante. On remarque que si w << wo, 
Péquation (14.83) implique que r ~ exp(iwot) alors que w est lentement 
variable. Écrivant coswt sous forme d’exponentielles complexes et négligeant 
les termes rapidement variables en exp(+i(w + wo)t), les équations (14.82)- 
(14.83) deviennent 


w = iw (etr — eivir*) — T(w +1) (14.84) 
i | ; T 
t= iwr- Zw (et tet) -or (14.85) 


Dans le second membre de (14.84), tous les termes sont lentement variables: 
Pour mettre en évidence l’évolution temporelle des termes du second membre 
de (14.85), on pose 


e try eTit r = jwr +5 


ce qui donne, en multipliant (14.85) par exp(—iwt) 


t = ilw — w)r — zow (1+e77it) — 5 


L'approximation quasi-résonante consiste à négliger dans cette équation 
le terme rapidement variable exp(—2iwt). On aboutit donc au système 
d'équations différentielles 


ù = —iw(r"— 7") —T(w +1) (14.86) 
a? 1 i T t 


t = i(wo — w)r US y" (14.87) 
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14.4.2 Forces dissipatives et forces réactives 


Lorsque l’atome interagit avec le champ laser pendant un intervalle de 
temps t > 7, on atteint un régime stationnaire (ou permanent) ù = # = 0, 
où il est facile d'écrire la solution du système différentiel (14.86)-(14.87). En 
passant par l’étape intermédiaire 


z z iwiw/2 
7 i(wo —w) — T/2 


on trouve pour la valeur stationnaire wst de w 


(w — wo)? +T?/4 


(w — wo)? + 12/4 + w?/2 (1A 


Wst = — 
On en déduit pos = (1 + wst)/2 < 1/2 : il ne peut pas y avoir d’inversion de 
population, c’est-à-dire de situation où le niveau excité est plus peuplé que le 
niveau fondamental. Le résultat stationnaire pour r’ est 


ji iw T/2 — i(w — wo) 
#7 2 (w — wo)? + 12/4 +w?/2 


(14.89) 


Il est commode d'introduire le paramètre de saturation, s, proportionnel à 
l'intensité Z du laser (rappelons que le désaccord ô = w — wo) 
2 
_ wi /2 
s= 52+ 12/4 x Tasei (14.90) 


ce qui permet de réécrire 


ASETET h= (5) G ia) (14.91) 


Ces résultats permettent d’obtenir les forces exercées par la lumière laser 
sur un atome en régime permanent. Un argument simple permet de trouver 
l’équivalent de la pression de radiation sur l’atome : comme en régime 
permanent la probabilité de trouver un atome dans l’état excité Ep est pbb,st, 
le nombre moyen de photons spontanés émis par unité de temps est 


Pbb,st = 


Dir 


T s 
2 1+s 


daN 

a T = 14.92 
( di ) Pbb,st ( ) 
Ces photons sont émis de façon isotrope et contribuent à un mouvement 
désordonné de l’atome, que nous étudierons dans la sous-section suivante. 
Mais l’atome une fois revenu dans son état fondamental absorbe un photon du 
champ laser, et ces photons ont tous leur impulsion ħk dans la même direction. 


Le nombre de photons absorbés est le même que le nombre de photons émis 
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spontanément, et l’atome est soumis à une force due à l’absorption de photons 
égale à la variation d’impulsion par unité de temps 


dé 1+5 


= AN -T 8 -T w?/2 
Fais = Ak =hk Re A u 14.93 
2 ( ) ( ) 2 82 + 2/4 +w?/2 KES) 


Lorsque le paramètre de saturation s > 1, l'accélération à approche sa valeur 
maximale z 

üm = M ` (14.94) 
où M est la masse de l'atome. Pour le sodium, T1 = 1.6 x 1078s et amax ~ 
106 ms72, environ 105 fois accélération de la pesanteur. 

Nous allons retrouver le résultat (14.93) pour la force dissipative en 
examinant la force exercée par le champ électromagnétique (14.72) sur le 
dipôle atomique. La forme de l'opérateur dipôle dans l’espace à deux 
dimensions de l’atome à deux niveaux est D = dcı, et, d’après (6.21), sa 
valeur moyenne est 


(D) = d Tr (p01) = d(Pab + Pho) 
d{r + r*) = d (r'e™t + rte t) 
2ds 


Ein 
= MET Br sin wt + ô coswt (14.95) 


où nous avons utilisé l'expression (14.91) de 7’ en régime permanent. Cette 
valeur moyenne du dipôle exhibe un terme x coswt en phase avec le 
champ (14.72) et un terme en quadrature de phase œ sinwt. Le travail dW/dt 
fourni par unité de temps par le champ (14.72) sur le dipôle, c’est-à-dire la 
puissance fournie à l’atome??, est 

dW d(D) 


dt = Eo GOS r 


Compte tenu de (14.95) qui donne immédiatement d(D)/dt 


2E = n eD L cos? wt + ô sin wt cos wt (14.96) 
dt uwi(1+5s) |2 


et en prenant la moyenne temporelle 


(= 2dsw Eo Eo hws r (14.97) 
dt wi(1+s) 4 1+s2 


22. Il est utile de se souvenir de l’oscillateur harmonique forcé élémentaire à une 
dimension 
Ë+ yi + wêr = f coswt 
La puissance fournie à l’oscillateur est f(coswt}dr/dt. La correspondance avec le présent 
problème est donnée par f — Eo et x — (D). 
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Le nombre de photons absorbés par seconde est 


aN\ 1 /dW\ Tr s 

(i n a (5) 
en accord avec (14.92). L'étude élémentaire de l’oscillateur harmonique forcé 
montre que c’est la composante de l’élongation en quadrature de phase avec 
la force externe qui est responsable de la dissipation par frottement, d’où 
l'expression « force dissipative » pour la pression de radiation. La partie en 
phase avec le champ est appelée « réactive ». Le modèle que nous avons étudié 
ne contient aucune dépendance spatiale, et dans ce cas la valeur moyenne du 
terme de {D} en phase avec le champ ne produit aucun travail. Pour obtenir un 
résultat non nul, il faut introduire une dépendance spatiale. On montre alors 
(exercice 14.5.7) que la composante réactive de la force dépend du gradient 
de la fréquence de Rabi 


non Ve (14.98) 
react — 2 62 +T2/4 + w2/2 ; 
La force réactive est nulle dans une onde plane, où la fréquence de Rabi wi 
est indépendante de F. Elle ne transmet aucune énergie aux atomes. Si par 
exemple la variation spatiale de la fréquence de Rabi est due à l’utilisation de 
plusieurs ondes laser, la force réactive a pour effet de redistribuer d’énergie 
entre les différentes ondes. Contrairement à la force dissipative, la force 
réactive ne sature pas lorsque s — 00. 
La force réactive dérive d’un potentiel 


E = e __hô w}(r)/2 
Freact = — VU(F) U(r) = py In (: A a) 


Pour 6 < 0, une région où w?(F) est maximum apparaît comme un puits 
de potentiel attractif pour l’atome. Dans un champ laser inhomogène, 
l'atome est attiré vers les régions de forte intensité. Ceci est mis à profit 
dans de nombreuses applications pratiques où l’on manipule des objets 
microscopiques ; on fabrique ainsi des « pincettes optiques », qui permettent 
par exemple de manipuler des brins d'ADN. 


14.4.3 Refroidissement Doppler 


Une application importante de la force dissipative (14.93) est le 
refroidissement Doppler des atomes. Ceux-ci sont modélisés comme 
précédemment par un système à deux niveaux séparés de iwo. Les atomes sont 
localisés dans des faisceaux laser provenant de directions opposées avec une 
fréquence identique w proche de la résonance wo, mais telle que w < wo, C'est- 
à-dire avec un désaccord ô = w— wọ < 0. Afin de simplifier la discussion, nous 
nous limitons au refroidissement suivant un axe que nous prendrons comme 
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> 


faisceau laser (+) atomes faisceau laser (—) 


FIG. 14.1 — Principe du refroidissement Doppler. 


axe des z, et à deux faisceaux lasers dont les vecteurs d’onde sont k | 2 et 
—k || —2 (figure 14.1). Pour un refroidissement suivant les trois dimensions 
d'espace, il faudrait prendre six faisceaux laser, deux suivant chaque axe, 
avec des vecteurs d'onde opposés. Nous allons nous placer dans le cas d’un 
paramètre de saturation s & 1, ce qui permettra de négliger le terme w? dans 


le dénominateur de (14.93). 
ST 
re O 
k 
g e -g9 


—k 
F1G. 14.2 — Cycle de fluorescence. 


Un atome dans le champ des lasers subira des cycles de fluorescence. Un 
cycle de fluorescence comprend l'absorption d’un photon d’un des deux lasers 
par un atome dans son état fondamental, ce qui envoie cet atome dans son état 
excité, suivi de l’émission spontanée d’un photon qui remet l’atome dans son 
état fondamental (figure 14.2). Soit n,(v) le nombre de cycles de fluorescence 
par seconde que subit un atome de vitesse v (dirigée suivant l’axe des z puisque 
notre discussion est limitée à une dimension), avec absorption de photons 
de vecteur d'onde +Æ, et n_(v) le nombre de cycles de fluorescence avec 
absorption d’un photon de vecteur d’onde _F. Si un atome se dirige vers la 
gauche (v < 0), il verra par effet Doppler des photons de fréquence w — kv 
s'ils proviennent du faisceau +, et de fréquence w + kv s'ils proviennent du 
faisceau —k. En raison du désaccord négatif (w < wo), les photons de vecteur 
d'onde +Æ seront plus proches de la résonance et absorbés en plus grand 
nombre que les photons de vecteur d’onde —k, qui sont eux, au contraire, 
plus éloignés de la résonance. Ceci donnera pour ces atomes une force dirigée 
vers la droite. Inversement, pour des atomes se dirigeant vers la droite (v > 0), 
la force sera dirigée vers la gauche. En résumé, les atomes se dirigeant vers la 
gauche absorberont préférentiellement les photons de vecteur d'onde +k, les 
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atomes se dirigeant vers la droite absorberont préférentiellement les photons 
de vecteur d'onde —K : dans les deux cas les atomes seront ralentis et nous 
voyons apparaître une force de type visqueux ; c’est pourquoi on parle parfois 
de « mélasse optique ». La force moyenne sur un atome de vitesse v est 


(P) = hklny(v) -n_(v)] (14.99) 
avec 
ME w? 
— 4 (OF kv)? +T2/4 


Développons (14.100) en puissances de la vitesse à l’ordre v 


uw? /4 26kv 
na(v) = TESEI h + ES - (14.101) 


na(v) (14.100) 


Cette équation donne le nombre moyen 2no de cycles de fluorescence par 
seconde 


1 Tw?j4 T 
no = z=) + n-(v)) = 5241274 = 2 S (14.102) 
et la force, proportionnelle à 
4ôkv 
Ny (v) ILE (v) = no ESZ 
qui vaut 
= > 4ħôk? 
(F) = hk(n+(v) = n_(v)) = Nov 82+ 12/4 (14.103) 
Le coefficient de viscosité y est défini par 
dv 
se .104 
qi yv (14.104) 
2 
iy ? (14.105) 


M &+T?/4 


qui est un nombre positif car ô < 0. Si l’on prend no constant, le coefficient 


de viscosité est maximal pour ô = -T /2 
4hk? Bno R?k? 8no 
= = = E : 
Ymax MT no A 2M AT R (14 106) 


L'énergie Er = Mv?,/2 est appelée énergie de recul : c'est l'énergie cinétique 
de recul lorsque l’atome émet un photon d’impulsion ñk, et c'est aussi l’énergie 
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acquise par un atome qui absorbe un photon d’impulsion Ak. La vitesse 
upr est la vitesse de recul. Donnons quelques valeurs numériques pour le 
rubidium. La longueur d'onde de la transition est À = 0.78 um, la largeur 
de raie T = 3.7 x 107s-1, la masse de l'atome M = 1.41 x 10-kg. Ces 
valeurs correspondent à une énergie AT = 2.4 x 108 eV, une vitesse de recul 
vr = hk/m = 5.8 x 107° ms! et une énergie de recul Er = 1.5 x 10-11 eV, 
et donc à une température de recul Tr = Er/kp = 1.7 x 107" K. 


FIG. 14.3 — Séquence de cycles de fluorescence. 


Avec ces valeurs numériques typiques, on trouve 
y œ 5 x 107 °n0 = 2.5 x 1073 Ts 


On peut choisir le paramètre de saturation s & 1 de telle sorte que 


Tiens! 

Dans ces conditions, il existe trois échelles de temps bien distinctes dans 
le problème (figure 14.3). La relation T! & nõ 1 montre que les cycles 
de fluorescence ne se recouvrent pas et sont indépendants. Considérons un 
intervalle de temps ôt, avec T1 « ôt & y7!. Soit N+ le nombre de 
cycles de fluorescence +k dans cet intervalle ôt. La condition ôt & y`! 
implique que la vitesse v de l’atome n’a pas le temps de varier de façon 
appréciable sous l’action de la force de viscosité pendant l'intervalle ôt et 
on pourra faire des moyennes sur cet intervalle, avec (N+) = n+(v)ôt. Soit 
p(N+, N—;ôt) la probabilité d'observer N, cycles +k et N cycles —k pendant 
ôt. L'indépendance des cycles de fluorescence permet d'écrire pour cette 
probabilité une loi de Poisson 


(N1) ~+ (N-)^- expl- ((N+) + (N-))] 
NIIN! 


Désignons par Ag:,...hq(n,+n_) les N+ + N- impulsions des photons émis 
spontanément par l’atome dans l'intervalle ôt et AY leur somme 


RY = ħi +... + BQN, +N ) 


P(N+, N-; ôt) z 
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Les photons émis ne sont pas corrélés entre eux et (Y) = 0. La variation 
moyenne d'impulsion pendant le temps ĝt est due uniquement aux photons 
absorbés 


(p(ôt)) = (n+(v) — n- (v))hkôt (14.107) 


Évaluons maintenant la variance de p(ôt) 


Ap? (ôt) = (p(t) — (p(3t))?) 


Comme les photons spontanés ne sont pas corrélés avec les photons absorbés, 
(Yk) = O0 et on peut traiter séparément les deux contributions. La 
contribution à la variance des photons absorbés est 


Ap? (ôt)labs = RHONE — N-)? — ((N4) — (N-))?) = 2hkPnoôt 


où nous avons utilisé la propriété classique de la loi de Poisson : AN? = (N4) 
ainsi que l'indépendance des cycles + et — : {N:N_}) = (N-){N_), tandis 
que la contribution des photons émis est 


nee 
P#(ôt)lem = AY?) = > q? = R?K?(N) = 2noh?k?ô1 


Comme nous avons réduit la cinématique à une dimension, nous avons admis 
que les photons émis ont une impulsion +Ak avec une probabilité 1/2 23. En 
additionnant les deux contributions?4 


Ap? (ôt) = Anoh?k?6t (14.108) 


Ainsi que nous allons le montrer, ce résultat correspond à une marche au 
hasard dans un espace des impulsions à une dimension. Dans une marche au 
hasard sur une droite, un marcheur effectue un pas de longueur } à droite ou 
un pas de longueur l à gauche avec une probabilité 1/2. Au bout de N pas, 
il a parcouru une distance moyenne (x) = 0, mais la distance quadratique 


moyenne n’est pas nulle 
(z?) = Az? = NI? 


et si chaque pas prend un temps 7, au bout d’un temps ôt = NT 


2 
Az’ = Lt =2Dôt (14.109) 


23. Dans le cas d’une cinématique à trois dimensions et de photons émis de façon isotrope, 
nous aurions (R Y?) = R?k?/3. 
24. Avec une cinématique à trois dimensions 


Ap? (ôt) = E noh?k?őt 
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Cette équation définit le coefficient de diffusion? D. La proportionnalité de 
Ap? à ôt dans (14.108) justifie l'expression « marche au hasard dans l’espace 
des impulsions », avec un coefficient de diffusion D = 2noh?k?. 

Dans cette marche au hasard, l’énergie cinétique E de l'atome augmente 
de Ap?(6t)/(2M). La diffusion tend donc à augmenter l'énergie cinétique. 
Par analogie avec la mécanique statistique, on définit une température fictive 
T par 


E = SEBT (14.110) 


où kg est la constante de Boltzmann. Si E augmente, T augmente, et on peut 
dire que les atomes s’échauffent sous l’effet de l’émission spontanée, qui crée 
un mouvement désordonné analogue à une agitation thermique. Cependant la 
température est bien fictive, car il n’existe pas d’équilibre thermodynamique : 
la température (14.110) est parfaitement définie pour un atome isolé ! La 
viscosité a tendance à ralentir les atomes, et donc à les « refroidir ». Lorsque 
les deux effets s'équilibrent, on obtient une « température d'équilibre » qui est 
la température fictive des atomes en régime permanent. Cette température est 
en fait une façon imagée de mesurer leur vitesse moyenne. D’après (14.104), 
la viscosité donne la contribution suivant à la variation temporelle de l'énergie 

dE 1 M d 


‘dt lvise 2 de” 


2 = Myw? = + (14.111) 


et en ajoutant l'effet de l'émission spontanée 
dE _ 2noh°k? yp 
dt M M 


La condition de régime permanent dE/dt = 0 donne la valeur d’équilibre Pia 
de p?, et choisissant y = Ymax suivant (14.106) 


Ta 2Mnoħ?k? 1 


2 = -WM 
s Ymax 2 
ce qui donne pour la température T = Tp 
2 
P 1 
kgTp = = = -Ar 14.112 
sos% (14.112) 


Cette température, de l’ordre de 1004K pour le rubidium, est appelé 
température Doppler. La condition d'équilibre dE/dt = 0 peut aussi s'écrire 
en fonction du coefficient de diffusion 

_ 7k8T 


D = yp = (14.113) 


25. Voir la note 1 du chapitre 12. 
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Cette équation qui relie les coefficients de diffusion D et de viscosité y à 
la température est très générale?6 et est connue sous le nom de relation 
d’Einstein. Dans le cas du mouvement brownien, les forces de viscosité et la 
diffusion ont une origine commune : les collisions de la particule brownienne 
avec les molécules du fluide, et il n’est pas surprenant que coefficients de 
diffusion et de viscosité ne soient pas indépendants. Diffusion et viscosité 
sont deux processus dissipatifs : dans notre cas le processus dissipatif est 
l'émission spontanée, dont nous avons vu qu’il correspond à une évolution 
non unitaire. 


14.4.4 Piège magnéto-optique 


Le refroidissement Doppler est le refroidissement maximum que l’on peut 
obtenir si on se limite au modèle de l’atome à deux niveaux. Pour aller plus 
loin, et en particulier pour mettre au point des mécanismes de refroidissement 
encore plus efficaces, permettant de descendre au microkelvin et même au delà, 
il faut faire appel à la sous-structure, fine et hyperfine, des niveaux. Nous 
allons considérer un exemple élémentaire, en prenant un niveau fondamental 
j = 0 et un niveau excité j = 1 que nous allons scinder en trois sous- 
niveaux grâce à l’effet Zeeman. Ceci nous permettra de piéger les atomes 
non seulement en vitesse, comme dans le refroisissement Doppler, mais aussi 
dans l’espace. Comme on doit utiliser un champ magnétique pour obtenir 
l'effet Zeeman, on appelle un tel piège piège magnéto-optique. On utilise 
un champ magnétique inhomogène orienté suivant Oz et dépendant de z, 
B(z) = —bz,b > 0. Les niveaux Zeeman de l’état excité ont des énergies 
—ubz (me = —1), O(me = 0) et +ubz (me = 1), en prenant Oz comme axe 
de quantification du moment angulaire. 

Reprenons la configuration des faisceaux lasers du refroidissement Doppler 
étudié précédemment, mais en supposant maintenant ces faisceaux polarisés 
circulairement à gauche : la conservation du moment angulaire suivant Oz 
(cf. (10.106)-(10.107)) implique que me = —1 si l'atome absorbe un photon de 
vecteur d'onde +Æ et me = +1 s’il absorbe un photon de vecteur d'onde -k: 
figure 14.4. Supposons le désaccord à < 0 ; pour z > 0, le signe de B implique 
que le niveau Mme = +1 est plus bas que le niveau Mme = —1, et ce niveau est 
donc plus proche de la résonance (figure 14.4). Ceci entraîne que l’atome va 
absorber de façon préférentielle les photons de vecteur d’onde —k et il sera 
repoussé vers la gauche. L’inverse se produit si l’atome se trouve dans la zone 
z < 0 où le niveau Mme = —1 est plus bas que le niveau Mme = +1 : l’atome 
absorbe préférentiellement des photons de vecteur d’onde +k et il est repoussé 
vers la droite. L’action des deux faisceaux se traduit par l'existence de deux 
forces : une force de viscosité —y Mv et une force de rappel -xz 


F=-yMv-Kkz (14.114) 


26. Voir par exemple Le Bellac et Mortessagne[2001], chapitre 5. 
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FiG. 14.4 — Niveaux Zeeman pour z < 0 et z > 0. 


F1G. 14.5 - Configuration des lasers pour le piège magnéto-optique. 
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auxquelles s'ajoute une diffusion dans l’espace des impulsions. Non seulement 
les atomes sont ralentis, mais ils sont aussi confinés par la force de rappel dans 
la région z ~ 0 : c'est le principe du piège magnéto-optique. En pratique on 
souhaite confiner les atomes dans les trois directions d’espace, et il faut donc 
utiliser six faisceaux lasers polarisés (figure 14.5). 


14.5 Exercices 
14.5.1 Perturbation au second ordre et forces 
de van der Waals 


Les forces de van der Waals entre deux atomes neutres sont dues à des 
interactions entre moments dipolaires induits. On se propose de les évaluer 
dans le cas de deux atomes d'hydrogène se trouvant dans leur état fondamental 
[Yo). Pour ce faire, nous aurons besoin de la théorie des perturbations au 
second ordre. 


1. Perturbations au second ordre. On détermine d’abord |p1) en supposant 
[o) non dégénéré ; les notations sont celles du § 14.1.2. Montrer que 


(Eo — Ho)ly1) = (W — Ei)|po) 


En poussant les développements (14.3) et (14.4) au second ordre en À, montrer 
que 


E> = (po|W |91) 
On rappelle que |go) = |n) et que 
Holn) = EP |n) Holk) = EGP Ik) 
Montrer l'identité 
I = |n} {n| + (Eo — Ho)™* | $C Ik) (k| | (Eo — Ho) 
kn 


et en déduire (14.7) 


[inlW |k)? 
B=}, PORRO 
kn 0 0 


2. Les protons des deux atomes d'hydrogène se trouvent à une distance R > 
ao, ag étant le rayon de Bohr (1.34) ; À est le vecteur joignant le proton 1 
au proton 2 et laxe Oz est orienté suivant R. On note ñ le vecteur joignant 
l'électron 1 au proton 1, r2 le vecteur joignant l’électron 2 au proton 2 et 
di = qer; le moment dipolaire électrique de l’atome i. Montrer qu’en physique 
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classique l’énergie d'interaction des deux dipôles est 


W = + (A -Fa — 3(F1 - Ê)(P2 -À)] 


R3 
e2 
= E [rive + Y1Y2 — 22122] 
3. Pour obtenir l’expression quantique de W, on utilise le principe 
de correspondance en remplaçant les nombres %:;,-::,22 par des 
opérateurs X1,---,29 
e? 
W = — [XX2 +Y1Y — 27125] 


R3 
Montrer que la valeur moyenne de W est nulle au premier ordre de la théorie 
des perturbations 
Ei = (po1#02lW|#01402) = 0 


4. Au second ordre, si |A) désigne un état excité ou un état du continu 
d'énergie Ea 


où Rə est la constante de Rydberg (1.35). Pour obtenir un ordre de grandeur 
de Es, on néglige Ea, et Ea, au dénominateur. En déduire 


2 


m5 (2) 


L'énergie d'interaction varie comme R~? et la force comme R7$. Montrer que 
l'estimation précédente n’est plus valable si R > kc/R+. Pour des distances 
R > hc/Rs, on montre que la loi de forces est en R77. 


14.5.2 Corrections d’ordre a? aux niveaux d’énergie 


Suggestion. Dans ce problème comme dans le suivant, il est recommandé 
pour les application numériques d'écrire les énergies sous la forme d’un facteur 
sans dimensions multipliant Ræ = 13.61 eV. 

En plus de la structure fine, il existe deux autres corrections O(v/c}? aux 
niveaux d’énergie de l’atome d'hydrogène (ou plus généralement des atomes 
à un seul électron). 


1. Correction cinématique. La forme relativiste de l’énergie cinétique de 
l’électron est 


2 
K = VPE + m2c = me + ie, 


2Me g 


œ| = 
3 | 
A 

Ñ 
PT N 
à 5, 

ES 
Lu 
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Vérifier ce développement en puissances de p/mc valable si p/(mc) & 1. Le 
premier terme est l’énergie de masse, une simple constante additive, le second 
est la forme non relativiste de l'énergie cinétique prise en compte dans la 
résolution de l’équation de Schrödinger ; l'objectif est d'évaluer les corrections 
dues au troisième terme O(p*). Montrer que ce terme donne une correction 
AEx x œ@{v/e)? = Olat) aux niveaux d'énergie. Afin d'évaluer cette 
correction de façon précise, on utilise la théorie des perturbations. Montrer 
qu’au premier ordre de cette théorie 


1 
AEk = -—— | d’pp*|g(p)|? 
où (p) est la transformée de Fourier de la fonction d'onde (F) 


FP) = aus J dreirtnetr) 


Calculer AEK pour le niveau 1s de l’atome d’hydrogène. Les intégrales 
nécessaires se déduisent de 


par dérivation par rapport à x (x > 0). 


2. Terme de Darwin. La seconde correction vient de ce qu’à l’approximation 
non relativiste de l'équation de Dirac, la localisation de l’électron ne peut se 
faire au mieux qu’à À/(mec) près, où ñ/(m.c) est la longueur d'onde Compton 
de l’électron. Pour tenir compte de cette extension spatiale, on écrit l'énergie 
potentielle 


pue J d'u f(E) V (F + ©) 


où V est l'énergie potentielle habituelle et f(u), à symétrie sphérique, possède 
une extension ~ h/(m.c) et est normalisée par 


Î d'u f(u) = 


En développant V(r + U) au voisinage de u = 0, montrer que 


Epot = -voro (E) vv+0( k ) 


Mec 
L’équation de Dirac donne le coefficient exact 


ht 
avv +o +) 


Epot =V (7 
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Le deuxième terme de Epot est appelé terme de Darwin. Montrer que ce terme 
n’affecte que les ondes s et vaut 
reh? 


a ne 
AEp = Imz lp(r = 0)| 


Évaluer numériquement AEp pour le niveau 1s de l'hydrogène. 


14.5.3 Atomes muoniques 


Le muon (y) est un lepton en tout point identique à l’électron, à l'exception 
de sa masse m, ~ 105.7 MeV/c? = 206.8m, (cf. 1.1.3). Un atome peut 
capturer un muon négatif 47 qui se met sur orbite autour du noyau atomique, 
exactement comme un électron, et forme un « atome muonique ». 


1. Calculer en fonction du numéro atomique Z de l’atome, du rapport m,/me 
et de ao = h?/(mee?) le rayon de Bohr a? du muon pour un atome de numéro 
atomique Z en écrivant 

pet, 

#7 Za(A) ? 

On tiendra compte de la masse réduite dans le calcul de a(A). Comparer 
a au rayon R du noyau pour l'aluminium (Z = 13, A = 27) et le plomb 
(Z = 82, A = 208). On rappelle que R est donné par R = 1.2 x At/3fm, A 
étant le nombre de nucléons. 


2. Soit AEZ=! = AEe = Ep — Eis la différence d'énergie entre les niveaux 
2p et 1s de l’atome d'hydrogène. Calculer la quantité correspondante AEŽ 
pour un atome de numéro atomique Z en fonction de AE, et de m;/me. 
Comparer aux valeurs expérimentales 


Aluminium : AE}? = 0.3443 MeV Plomb : AE — 5.96 MeV 


Quel est le type de photon émis dans ces transitions ? 


3. Montrer que l'effet d’écran des électrons des couches internes est 
négligeable. Au contraire une correction importante vient de l’extension finie 
du noyau atomique. Montrer que le potentiel vu par le muon n’est pas —Ze?/r 
mais 


On se propose de calculer le déplacement des niveaux par la méthode des 
perturbations au premier ordre, en partant de la solution pour le potentiel 
coulombien exact. Quelle perturbation W (r) doit-on utiliser ? Montrer 
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qualitativement que l'effet d'extension finie du noyau est négligeable sauf pour 
les états s, et que dans ce cas le déplacement vaut pour Z petit et une orbite 
de nombre quantique principal n, de rayon grand par rapport à R 


_ mZe 
zo 


où wA(T) est la fonction d’onde non perturbée. Montrer que pour l'état ls 


72 1 2 
so- ina (22) (2) 


Me 


AEn LARGE 0)? 


où m, est la masse réduite. Évaluer numériquement ce déplacement pour 
l’aluminium??. La correction va-t-elle dans le bons sens ? Est-il raisonnable 
d'appliquer la méthode dans le cas du plomb ? 


4. Montrer que le rapport des énergies caractéristiques de la structure fine aux 
énergies caractéristiques des niveaux est le même pour l’électron et le muon. 
Montrer en revanche que ce rapport est plus grand d’un facteur m,,/m. pour 
la structure hyperfine. 


14.5.4 Atomes de Rydberg 


Les résultats de l’exercice 10.7.9 permettent d'écrire les fonctions d’onde 
radiales uy(r) de l’atome d'hydrogène sous la forme 


n—l-1 ik g+l+1 5 
unir) = D Cq (2) exp (-5) 


q=0 


Pour écrire l'expression du coefficient cq, il est commode de définir k = n — l 


C a 
asf z) q!(q +21 +1){k-q- 1)! 


où co est fixé par la condition de normalisation de la fonction d'onde. On 
s'intéressera à des valeurs de n > 1, typiquement n ~ 50. 


1. Montrer que si l prend sa valeur maximale l = lmax = n — 1, la fonction 
d'onde radiale présente un pic étroit au voisinage du point r = aọn?. Quelle 
est la largeur Ar de ce pic ? Suggestion : étudier la fonction 


fala) =r” e72/r 


27. En dehors de la correction d’extension finie du noyau, la correction la plus importante 
vient de la polarisation du vide due à la création de paires virtuelles électron-positron. La 
correction pour l’état 1s de aluminium est de —2.25 KeV. Le signe de cette correction 
est négatif : en effet, à courte distance, œ est plus grand que 1/137 et le muon qui voit 
une charge plus grande est plus lié que si a était constant. Ce comportement de a a été 
mentionné dans la note 36 du chapitre 1 : œ croît avec l'énergie, et d’après l'inégalité de 
Heisenberg, courte distance implique grande impulsion, et donc grande énergie. 
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et montrer que pour z © zo = n? 


Montrer qualitativement que si l < n — 1, la dispersion Ar est plus grande 
que pour l =n- 1. 


2. On s'intéresse maintenant à la partie angulaire. D’après (10.53) 
m (8, 6) = ei f(O) 

En utilisant L4 Y} = 0 et l'expression (10.48) de L+, montrer que 
Y;(8, $) xet? sin! 0 


En déduire que si | > 1, |Y; (8, ġ)|? est non nul uniquement au voisinage du 
plan sOy (c'est-à-dire pour 0 = 7/2), et calculer la dispersion A0. Que se 
passe-t-il si |m| Æl ? 


3. Déduire des deux premières questions que pour n > 1, les états l = n — 1 
et |m} = l sont localisés dans un tore horizontal de rayon n?ao dont la section 
est un cercle de rayon aon?/?. Comparer avec les orbites (1.33) obtenues à 
partir des prescriptions de Bohr. 


14.5.5 Terme diamagnétique 


Lorsque nous avons établi la forme du hamiltonien (14.23) de l'effet 
Zeeman, nous avons négligé un terme x À?, dit terme diamagnétique. 
Pour justifier cette approximation, examinons le cas d’un champ magnétique 
uniforme et constant B, une expression possible pour À étant (cf. 11.4.2) 

ze TE 
A=-Bxr 
2 
1. Montrer que l’on peut écrire le hamiltonien quantique d’un électron de 
charge q dans ce champ magnétique sous la forme 


Ù = A; 
H = P - qå}? 
2m | qA) 
P? TSF g? B2 g2 B. R\2 
= — . — B°-(R-B 
2Me  2Me Pré [A >] 
= Ho + Hz + Hp 


où L = R x P est le moment angulaire orbital. On justifiera soigneusement 
les commutations d'opérateurs. 


2. Identifier Hz à la partie du hamiltonien Zeeman (14.23) d’origine orbitale, 
et donner l’ordre de grandeur de ce terme pour un champ magnétique de 1 T 
lorsque l’électron est lié dans un atome. 
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On peut écrire le terme diamagnétique Hp sous la forme 


g B? R 


H = 
p 8me Ł 


où R, est la composante de Ř perpendiculaire à B. Quel ordre de grandeur 
peut-on choisir pour (R2) ? En déduire que |[{Hp}| & |(Hz)| pour un électron 
lié dans un atome, et que le terme diamagnétique peut être négligé dans le 
calcul de l’effet Zeeman. En revanche, ce terme ne peut pas être négligé dans 
le calcul des niveaux de Landau, car le rayon des orbites électroniques est 
alors macroscopique. 


14.5.6 Oscillations de Rabi du vide 


Supposons la fréquence propre w d’une cavité proche de la fréquence 
wo = (Ee — Ey)/h d’une transition entre deux niveaux e et g d'un atome, 
et notons ô = w — wọ le désaccord. Si l’atome interagit avec le champ 
électromagnétique quantifié à l’intérieur de la cavité, on peut, à une excellente 
approximation, limiter le développement du champ quantifié (11.136) au seul 
mode de fréquence w, car ce mode est le seul à interagir de façon résonante 
avec l’atome. On se place dans une géométrie à une dimension, en retenant 
uniquement la dépendance en z et une polarisation suivant Ox, de façon à 
pouvoir traiter le champ comme un scalaire. 


1. En utilisant 11.136, montrer que l’on peut écrire pour le champ quantifié E 


: ħw —iw iw : 
Ex(z,t) = iY ay (ae it — aieitt) sin kz 


On supposera que l'atome se déplace toujours suivant la ligne d’équiphase 
sin kz = 1. 


2. Le hamiltonien atome+champ est 
H = Hat + Hehamp + W 


où W représente l'interaction entre l’atome et le champ. On choisit comme 
état d'énergie zéro l’état |g) en l’absence de photon. En déduire la forme de H 


H = fwole)(e| + kwN + W 


où N est l’opérateur nombre de photons dans le mode de fréquence w. Donner 
le spectre de H en négligeant W dans un premier temps et en supposant 
I| < wo, mais ô Æ 0. Soit H™ le sous-espace de l’espace de Hilbert formé 
avec les états de base suivants, où n est le nombre de photons dans la cavité 


Pn =le®(n—1)) pa = |g@n) 
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Montrer que ces états sont presque dégénérés si l’on ne tient pas compte de W. 


3. On définit les opérateurs 


b = |g){el bt = |e){g] 
et le moment dipolaire de l’atome (cf. § 5.2.2) 
D = d(b+b!) 


Écrire explicitement le terme d'interaction W à l’approximation dipolaire. 
Montrer que si l’on restreint W aux sous-espaces HO 


W = -tor (abi — atb) 


ħw 
ROR = 2d4 | — 
R EoY 


La fréquence Np est appelée fréquence de Rabi du vide. Quels termes ont 
été négligés dans l'expression approchée de W et comment peut-on justifier 
cette approximation ? Le hamiltonien atome+champ utilisant l'expression 
approchée de W est appelé hamiltonien de Jaynes- Cummings. 


avec 


4. Quelles sont les valeurs de Fn et les états propres correspondants si l’on 
tient compte de W ? On posera (cf. § 2.3.2) 


ARVN _ Qn 
ô ô 


Tracer qualitativement le spectre des premiers niveaux de À en fonction de 6. 


tan 20, = 


5. L'atome dans l’état excité |e) est envoyé dans la cavité vide de photons 
suivant une trajectoire telle que sin kz = 1. On se place à la résonance ô = 0. 
Montrer que la probabilité p,(t) de le trouver dans l’état |e) après un temps 
t passé dans la cavité est une fonction périodique de t. On retrouve des 
oscillations de Rabi (4.36), et comme ces oscillations sont dues à l’interaction 
de l’atome avec les fluctuations du vide, on les appelle oscillations de Rabi du 
vide. L'observation expérimentale de ces oscillations est une preuve directe de 
la quantification du champ électromagnétique. Les valeurs numériques sont?’ 


d= 1.1 x 107% Cm -= = 5.0 x 101° Hz V = 1.87 x 1075 m3 


Comparer à la valeur expérimentale Qg/(27) = 47 Hz. 


6. Calculer p,(t) hors résonance, et montrer que la fréquence des oscillations 
est maintenant (toujours dans le cas où il n’y a pas de photons dans la cavité) 


Q= y0 +R 


28. M. Brune, F. Schmidt-Kaler, A. Maali, J. Dreyer, E. Hagley, J.-M. Raimond et 
S. Haroche, Phys. Rev. Lett. 76, 1800 (1996). 
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Montrer que pour un désaccord Npr & || K wo, l'atome reste pratiquement 
toujours dans son état excité : l'émission spontanée est inhibée par la présence 
de la cavité. 


7. Comment doit-on modifier les résultats des deux questions précédentes si 
la cavité contient exactement n photons ? Si ô = 0, que se passe-t-il lorsque 
la cavité contient un état cohérent du champ ? 


14.5.7 Forces réactives 


On reprend le hamiltonien de Jaynes-Cummings de l'exercice 
précédent 14.5.6 pour un atome à deux niveaux |g) et |e) plongé dans 
le champ électrique quantifié d’une cavité 


ħw 
E _at\si EY E 
E = i£ (a — a') sin kz E VEV 


avec les notations de l'exercice précédent. Le hamiltonien est donné par 


avec?’ 


we > hQ (abt + atb) 


où b = |g) (e| et bt = |e)(g|. La fréquence N définie par 
Q(z) = 2 ae sin kz 
h 
est une fonction de z. 


1. Dans le sous-espace à deux dimensions H”) dont une base orthonormée 
est donnée par les états |g @ n) et |e @ (n — 1)), montrer qu’à une constante 
additive près le hamiltonien prend la forme 


o1 ô Myn 
CEE LIEU —ô ) 


où 0 = w — wo est le désaccord. On pose 
Qin(z) = 4/82 + nR (z) = V82 +02(2) 
et on définit l’angle 0, (z) par 


no E _ Mt?) 
Ton RIT ee) 


29. Un choix de phase adéquat pour les vecteurs |e) et |g} a permis d'éliminer les facteurs 
i de l’exercice précédent. 


cos 20h (2) 
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Montrer que les vecteurs propres de la restriction de H à H™® sont 


IXin(z)} = — sin 0n (2)|g 8 n) + cos (z)le & (n — 1)) 
IXen(z)} = cos 0n (z)|g 8 n) + sin 8n (z)|g 8 (n — 1)) 


Quelles sont les valeurs propres de H ? Calculer la force sur un atome au 
repos en z lorsque cet atome est dans l’état |xın) ou dans l’état |x24). 
2. On supposera par la suite que le champ dans la cavité est celui d’un laser 
dans un état cohérent, avec un nombre moyen de photons (n) > 1, de telle 
sorte que An & (n). On peut alors écrire une expression classique de ce 
champ 

Er(t,z) = Eo cos wt sin kz 


En utilisant (11.93), montrer que 


z) V/{n) = ħwi (2) wi(2) = do sin kz 


où w1(+) est la fréquence de Rabi usuelle (cf. par exemple (14.74)). Dans la 
discussion précédente, on n’a pas pris en compte l'émission spontanée, qui a 
pour effet de dépeupler le mode laser au profit du mode du vide. Les taux de 
transition entre les états à n et à n — 1 photons sont donnés par 


Tiz (2) = Txin- (2b + b |xÿn(2)) 2 


avec (i, j) = 1,2. Calculer T;;(z) en fonction des angles 8n (2) et 4h_1(2). On 
supposera dans toute la suite de l’exercice que le laser est intense, n > 1 et 
Qin S Niin (z) = VÈ? + w? (2). 


3. On définit les populations p,(2) de la manière suivante 
p: (2) = J Xin (2)lPlXin(2)) 


où p est l'opérateur densité de l'atome habillé par le champ. En déduire que 
si Qrin) > T, les populations obéissent aux équations pilotes 


P1(2) = —Pa1(2)p1(2) + T12(2)p2(2) 
Pa(z) = lo1(z)p1(2) — T12(2)p2(2) 


Quelles sont les valeurs stationnaires des populations p$t en fonction de z ? 
Montrer qu'un atome au repos subit une force 


Lo). de 


Reporter dans ce résultat les valeurs de p% et pif et comparer à (14.98). 
Pi P2 p 


F(z) = 
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14.5.8 Énergie de l’état fondamental 
de l’atome d’helium 
À l’approximation du noyau infiniment lourd, qui est correcte à mieux de 


0.1 %, le hamiltonien H des électrons de l’atome d’helium s'écrit dans une 
représentation où À est diagonal 


2Me rı T2 |F — F2] 


où fi et r2 sont les vecteurs joignant le noyau situé à l’origine aux électrons 1 
et 2 ; Z = 2 dans le cas de l’helium, mais il est commode de conserver Z pour 
un usage ultérieur. 


1. Méthode de perturbations. On prend pour hamiltonien non perturbé 


R R? Ze Ze 
Ho = v? v- — 
2Me 2Me rı r2 
et comme perturbation 
2 
e 
W = = 
[r — Fol 


Les fonctions d'onde des deux électrons sont alors les fonctions d’onde 1s de 
l’atome d'hydrogène modifiées pour prendre en compte le fait que Z Æ 1 


où ao est le rayon de Bohr. Calculer le déplacement d’énergie au premier 
ordre de la théorie des perturbations 
e2? 


> \12 
—— T 
FA Ea Fal le( 2)| 


AE = far d°r2 loli)? 


On remarquera que AE peut s’interpréter comme le double de l'énergie 
d’une distribution de charges ; en utilisant un raisonnement d’électrostatique, 
montrer que 


[ee] 
AE = 2 | d°ro p{r2)V (r2) 
0 
où l’on a introduit les densités de probabilité à symétrie sphérique 


p(r12) = [p(ñ,2)l? 


et V(r2) est le potentiel créé en r2 par la distribution de charges. En déduire 
(pour Z = 2) 


AE = -Ræ 
4 
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2. Méthode variationnelle. On écrit w(r) en prenant Z dans la fonction d'onde 
comme paramètre variationnel : Z — z 


3 \ 1/2 
ane (L) Tee 


Taÿ 
En déduire la valeur de E 
5 
E = 2Ræœ(2? — 2Zz + 3°) 


On pourra simplifier les calculs en observant que, d’après le théorème du viriel, 
l'énergie cinétique est la moitié de la valeur absolue l'énergie potentielle pour 
des électrons indépendants. En minimisant cette expression par rapport à z, 
en déduire la valeur variationnelle de l’énergie 


5 \? 
= — HiZ—-— 
TENE) 


Évaluer numériquement Ey et comparer la valeur numérique à celle de la 
méthode perturbative au premier ordre 


Ep = 8R% + AE 


et au résultat expérimental Ex, = —79.0 eV. Vérifier que Ev > Eexp. Quels 
commentaires peut-on faire sur les mérites respectifs de deux méthodes ? 


14.6 Bibliographie 


La théorie des perturbations et la méthode variationnelle sont exposées 
dans tous les traités classiques. On pourra se reporter pour plus de détails sur 
la structure des niveaux d’énergie à Cohen-Tannnoudji et al. [1973]. Structure 
fine : chapitre XII, effet Zeeman : complément Dvr et structure hyperfine : 
chapitre XII. Voir également B. Bransden et C. Joachain, Physics of Atoms 
and Molecules, Longman Scientific and Technical, Harlow (1983). Le cours de 
C. Cohen-Tannnoudji, Atomic Motion in Laser Light dans Optical Coherence 
and Quantum Optics, École des Houches, North Holland (1992) contient un 
exposé très complet de la manipulation d’atomes par laser. Voir également D. 
Suter, The Physics of Laser-Atom Interactions, Cambridge University Press, 
Cambridge (1997). 
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Appendice A 


Théorème de Wigner 
et renversement du temps 


ANS CET APPENDICE, nous allons exposer la démonstration du théorème 

de Wigner énoncé au § 8.1.1 et examiner l’invariance par rapport au 
renversement du sens du temps (ou simplement renversement du temps), 
qui est particulière car l'opérateur qui réalise la symétrie dans l’espace de 
Hilbert H est antiunitaire, et non unitaire comme dans tous les cas que 
nous avons rencontrés jusqu'ici. Rappelons la définition du § 8.1.1 d’un 
rayon de l’espace de Hilbert : un rayon est un vecteur à un facteur de 
phase près. Deux vecteurs unitaires y et 9 qui diffèrent par un facteur de 
phase : y = explia)ÿ appartiennent à une même classe d'équivalence, qui 
est précisément un rayon ğ de H. Comme le module du produit scalaire est 
indépendant du représentant dans la classe d'équivalence 


PDI = (2x) 


le module du produit scalaire de deux rayons & et ¥ est bien défini en 
choisissant deux représentants arbitraires dans chaque classe d'équivalence 


I, = Kewl (A.1) 


mais bien évidemment cela n’a pas de sens de parler du produit scalaire de 
deux rayons. Nous utilisons la notation (e,e) pour le produit scalaire, afin 
d'éviter les ambiguïtés de la notation de Dirac, qui seraient particulièrement 
gênantes dans cette annexe. 

Soit dans H une correspondance entre rayons 


ğ— TG (A.2) 
telle que le module du produit scalaire soit invariant 


K2, XI = ITS, TX) (A3) 
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Le théorème de Wigner énonce qu’il est toujours possible de choisir les phases 
des vecteurs de telle sorte que la correspondance entre rayons devienne une 
correspondance entre vecteurs 


p= Up (Ug, U x)| = I, x)| (A.4) 
où la transformation U est soit linéaire unitaire 
(Up, Ux) = (9, x) (A.5) 
soit antilinéaire unitaire (= antiunitaire) 
(Ug, Ux) = (x: p) = (9, xX)" (A.6) 


A.1 Démonstration du théorème 


Soit {x:},1 = 1,...N une base orthonormée de H supposé de dimension N, 
(Xi: Xk) = 64. Nous allons faire jouer un rôle particulier au premier vecteur 


de base : par convention les indices i et k varieront entre 1 et N et les indices 


j et l entre 2 et N. Choïisissons un représentant xý = x dans la classe de 


TX: et un représentant x” dans la classe de TY;, j = 2,...,N. D’après (A.3), 
l’ensemble {x7, x} } forme aussi une base de H car 
lé, XK) = (Xi Xe)| = fik 
Considérons l’ensemble des vecteurs pj 
Pj =X +Xj F= 2i. (A.7) 


et soit Tj le transformé du rayon ġ;. Si y7 est un représentant de Tøj, nous 
aurons 


ael = laap) = 1 
IOG Pl = xs, 0) = Sj 
Un représentant pi de Tø; aura donc des composantes uniquement suivant 
x4 et x} 
pi = CjX1 + dix} 
et ces composantes seront de module unité : [c;| = |d;| = 1. On peut 
maintenant choisir des représentants 4: et x 


de sorte que 


1 
p= z (ox + dix) = x1 + x (A.9) 
J 
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Nous avons donc défini une application sur des vecteurs de H 
xlt S (xtg =x th 


telle que x1 € T1, x4 € T'Y, et x4 + x4 € T(xı + xz). Essayons maintenant 
de déterminer s’il est possible qu’un vecteur arbitraire Y se transforme suivant 


N N 
Ÿ = XO ckx >y = Dox 
k=1 k=1 
Si une telle loi de transformation est valide, nous devons avoir d’une part 
lekl = Gr D) = (xr H) = lex 
et d'autre part 
Ga + Xi) = a +c txi vdt 
ce qui implique, d’après (A.3), que 
lea + cl = | + c| (A.10) 
Les deux couples de nombres complexes (c1, cz) et (c1, c4) doivent être tels 
que |e1| = [cl et [c;| = [ci] et de plus vérifier (A.10). Posons 
ibi ti 
j 


Les angles (81, 0;) et (01,0%) sont liés par Péquation 


cos(@1 — 8j) = cos(61 — 6) (A.11) 

qui a deux solutions 
01 — 0; = 01-0 (A.12) 
bı — 0; = —(0, —6;) (A.13) 


Examinons le premier cas. On peut redéfinir la phase de Ÿ’ de telle sorte que 
ci = & et donc #1 = 61. Dans ce cas 0° = 6; et c} = cj 


W =Y cxk 
k 


Si l’on considère un autre vecteur n = Ÿ7, dkXk avec à nouveau d = dı, on 
aura 
(AY + un) = X (Ack + udk) Xh = AW + pr 
k 
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Par un choix convenable des phases, la transformation T peut être choisie 
linéaire, et comme elle conserve le module du produit scalaire, elle est aussi 
unitaire : T > U avec UIU = UU} = I. 

Dans le second cas, on redéfinit la phase de #’ de telle sorte que c = c$. 


On a alors c} = & et 
=Y GX 
k 
Le transformé de A% + un est alors 
! 
(AY + un) = [Zoa + aux =A + pN (A.14) 


k 


et la loi de transformation du produit scalaire est 


(W, n) = (n = (n,Ÿ) (A.15) 


La transformation T — V, où V est dite antiunitaire : elle est antilinéaire et 
conserve la norme. 

La démonstration précédente est en fait incomplète : en effet, il faudrait 
montrer que l’on ne peut pas avoir (A.12) pour c; et (A.13) pour «,l Æ j. 
La vérification que ceci ne peut pas se produire est fastidieuse et laissée au 
lecteur! : il faut examiner le comportement du transformé d’un vecteur Y% = 


XitXi tx. 


A.2 Renversement du sens du temps 
En mécanique classique, l’équation de Newton 
d°?r(t) 
dt? 


est invariante par renversement du sens du temps t — —t. Posons en effet 
+) >; 
FE) = Ft) 


m = FFA) 


dr’ (t) dF(-t) = 5 
=m = F(r(-t)) = F(F'(t 
Le DI = FE) = FF) 
On constate que r”’(t) obéit bien aux équations de Newton. La raison en est 
évidemment que ces équations ne dépendent que de la dérivée seconde par 
rapport au temps de F et pas de la dérivée première?. Une image intuitive 


1. Voir Weinberg[1995], chapitre 2, qui détaille toutes les subtilités de la preuve. 
2. Une équation du type oscillateur harmonique amorti 
më + yt + mur = 0 
n’est pas invariante par renversement du sens du temps, mais la force de viscosité —yż est 
une force effective, représentant phénoménologiquement l'effet des collisions des molécules 
du fluide sur la particule de masse m. 
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P(0) t=0 


FIG. A.1 — Renversement du temps sur une trajectoire classique. 


du renversement du temps est la suivante : imaginons que nous suivions la 
trajectoire d’une particule de t = —o à t = 0 et qu’à t = 0 nous renversions 
brutalement le sens de l'impulsion (ou de la vitesse) : 2{0) — —ÿ{0). Dans 
ces conditions, la particule va « remonter sa trajectoire », elle repassera au 
temps Ł par la position qu'elle avait au temps —t avec une impulsion opposée 
(figure A.1) 


T'(t) = F(t) p'(—t) = —p{t) (A.16) 


Le vecteur position fest pair par renversement du temps, et p est impair dans 
cette même opération. D’invariance par renversement du temps est appelée 
microréversibilité. Si l’on filme le mouvement de particules et que l’on projette 
le film à l'envers, la microréversibilité implique que la projection apparaît 
physiquement possible?. On sait que tel n’est pas le cas dans la vie courante, 
qui est fondamentalement irréversible, et il n’est pas évident de comprendre 
comment une dynamique réversible à l’échelle microscopique peut conduire à 
des phénomènes irréversibles à l’échelle macroscopique. 


Revenons à la mécanique quantique, en appelant O l'opérateur qui réalise 
le renversement du temps dans H. Cet opérateur doit transformer R Pet J 


3. On notera l'analogie avec la conservation de la parité : l’image d’une expérience dans 
un miroir apparaît physiquement possible si la parité est conservée. 

4. Comme l’ont montré les discussions acharnées de Boltzmann avec ses contradicteurs ! 
Voir par exemple Balian [1991], chapitre 15 ou Le Bellac et Mortessagne, chapitre 2. 
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suivant 
oeol =Ř 
eP@-! = -P (A.17) 
oJo™ = -7 


En effet J doit se transformer comme À x P, qui est impair par renversement 
du temps : le moment angulaire définit un sens de rotation qui est inversé par 
renversement du temps. L'examen de la transformation par © des relations 
de commutation canoniques montre que O doit être antiunitaire. Calculons 
de deux façons différentes un élément de matrice du commutateur [X;, P;] = 
1hRO:T 
(Əy, O[*;, P;]#) = (Oy, Oi ħôijIy) = ĝi (P, i hy)" = —i ħðij(p, yp)“ 
= (Oy, O[X;, POT OY) = (Oy, —ihé;; 18%) 
= —ihô;;(p, Yy 


où nous avons utilisé dans la seconde ligne les lois de transformation (A.17) 
de Xi et P; 
e[x:, 28 = -[X;,P;] 


Les deux lignes de l'équation précédente sont compatibles, ce qui ne serait pas 
le cas si la transformation @ était unitaire. 

Il existe un autre argument très instructif prouvant le caractère 
antiunitaire de ©. Soit y(t) le vecteur d'état d’un système quantique au 
temps t, y = (t = 0) son état au temps t = 0 


i 
p(t) = exp (-; ne) p 
L’invariance par rapport au renversement du temps implique que l’état 


transformé de y(—t) par renversement du temps, Oy(—t), coïncide avec l’état 
obtenu par évolution temporelle de 64(0) 


Op(-t) = exp (-ż ne) Oy 
et comme les équations sont valables pour tout p 
O exp G nt) = exp (-zx) 6 (A.18) 
Si O était unitaire, cela impliquerait que 


OH = -H6 


et à tout vecteur propre yg de H d'énergie E correspondrait un vecteur propre 
Oy£g avec une énergie —E. Dans ces conditions, l'énergie ne serait pas bornée 
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inférieurement et il existerait une instabilité fondamentale. Si au contraire @ 
est antiunitaire, grâce à 
OiH = —iOH 


Péquation (A.18) implique 
O6H=-H@ ou OHO! =H (A.19) 


Cette dernière équation traduit l’invariance de H par renversement du sens du 
temps. Cependant, contrairement à l’opérateur parité IT, © ne conduit pas à 
une grandeur conservée, car l’équation (8.17) implique que l'opérateur A soit 
hermitique, ce qui n’est pas le cas de @. On sait actuellement que toutes les 
interactions fondamentales de la physique sont invariantes par renversement 
du temps, sauf une interaction extrêmement faible, dont on ne voit les effets 
que dans le système de mésons K? — K0 (exercice 4.3.8), et que l’on a aussi 
observée tout récemment dans le système de mésons B, formés d’un quark 
ordinaire et d’un antiquark b (ou l'inverse). 

Un double renversement du temps n’a évidemment aucun effet, et létat 
O6 est équivalent à y, O? = cI, où c est un facteur de phase. La chaîne 
d’égalités 


(Opa, pr) = (Opb, pa) = (Opo, Pa) = (Opa, Opo) = P (Oya, pe) 


montre que c? = 1, et donc c = +1. Dans le cas où c = —1, le choix Pa = p» 
dans léquation précédente entraîne 

(Opa, Pa) = 0 (A.20) 
Si c = —1 et que H est invariant par renversement du temps, les états propres 


de H peuvent être rangés en paires d'états dégénérés par renversement du 
temps. Soit en effet y un vecteur propre de H : H( = Egy. Alors 


H(O¢) = O(He) = E(8v) 


et Oy est vecteur propre de H avec la valeur propre E : si (9%, p) = 0, il 
existe (au moins) deux états propres de H avec la valeur propre E. Cette 
propriété est appelée dégénérescence de Kramers. 

Compte tenu des propriétés de transformation de J (A.17), on doit avoir 


Oljm) = e°(—1)/ 75, -m) (A.21) 


où, par application de J4 et de J_ on montre que a peut dépendre de j, mais 
non de m. On en déduit, en utilisant l’antilinéarité de 6 


©|jm) = (—-1)# jm) (A.22) 


et O? = I si j est entier, ©? = —I si j est demi-entier. La dégénérescence 
de Kramers entraîne alors qu’un système avec un nombre impair d’électrons 
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possède des niveaux d'énergie doublement dégénérés en l’absence de champ 
magnétique. La présence d’un champ magnétique brise l’invariance par 
renversement du sens du temps, car pour respecter cette invariance, il faudrait 
inverser le sens des courants qui produisent ce champ : la raison pour laquelle 
l'effet Zeeman lève complètement la dégénérescence des niveaux est qu’un 
champ magnétique brise l’invariance par renversement du temps. 
L'invariance par renversement du temps implique que pour une 
transition Tab 
Ta—b = 7065-64 (A.23) 


où Oa (Ob), est létat obtenu à partir de a (b) par renversement du temps, 
en inversant toutes les impulsions et tous les moments angulaires. Nous en 
déduisons par exemple la relation pour l’amplitude de diffusion utilisée dans 
§ 12.3.2 , 
HOT) Ta f(k, —k") 

et plus généralement pour une réaction où les particules incidentes ont des 
impulsions (p1, p2) et des projections de leurs spins (m1, m2), tandis que les 
particules finales sont caractérisées par (p3, p4) et (M3, ma) 


ma meimama (Pi + Pa — P3 + pa) = J-ms, m4; -mı -mz (- P3 — Da > -P — P2) 


Pour une particule sans spin, l'opération de renversement du temps est 
simplement la conjugaison complexe. En effet, si y(r, t) vérifie l’équation de 
Schrödinger 

dp(r,t) 


F2 
M PE m VYF, t) F V(PIY(F, t) 


la fonction Oy (r,t) = y* (r, —t) vérifie 


sfa 2 
EED LI grp, i) + VWE, t) 

pourvu que le potentiel V (F) soit réel. Cette propriété a été utilisée aux 
paragraphes § 9.4.1 et 9.4.3 pour restreindre la forme de la matrice de 
passage M et de la matrice S. 

Comme dernier exemple, examinons l'impact de invariance par 
renversement du temps sur le moment dipolaire électrique du neutron. Comme 
l’opérateur moment dipolaire D est impair dans l'opération parité 


u! = -D 


le moment dipolaireř d’une particule est nul si cette particule a une parité 
déterminée, ce qui sera le cas si ses interactions conservent la parité. C’est 
pourquoi les atomes dans leur état fondamental n’ont pas de moment dipolaire 


5. Pour que le moment dipolaire électrique d'une particule puisse être non nul, il est 
impératif que son moment angulaire soit différent de zéro : dans le cas contraire, l’invariance 
par rotation est incompatible avec l’existence d’un moment dipolaire. 
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permanent. Cependant la parité n’est pas conservée dans les interactions 
faibles, et cela peut a priori rétablir la possibilité d'un moment dipolaire. 
En fait, il est de plus nécessaire que l’invariance par renversement du temps 
soit violée. En effet le seul vecteur à notre disposition est le spin ñd/2 du 
neutron, et on doit avoir D = AS, où À est une constante ; on remarque 
que À # 0 implique la violation de la parité, car D est un vecteur et à 
un pseudo-vecteur. Le couplage D- Ë du dipôle avec un champ électrique 
est impair par renversement du temps et doit s’annuler si invariance par 
renversement du temps est valide, car d’après (A.17) & est impair et Ë pair : 
dans un renversement du temps, les charges sont inchangées (au contraire 
des courants, qui, on l’a vu, sont inversés). Si l’on envoie un neutron 
possédant un moment dipolaire électrique dans un champ électrique et un 
champ magnétique inhomogènes et constants et que l’on inverse à t = 0 la 
vitesse du neutron, son spin et les courants créant le champ magnétique, alors, 
à la différence de la figure A.1, le neutron ne « remontera pas sa trajectoire ». 
On pourra faire la différence entre le déroulement de expérience et son film 
projeté à l’envers. 

Essayons d’estimer le moment dipolaire du neutron par un argument 
dimensionnel. Ce moment dipolaire doit faire intervenir les interactions 
faibles, et donc la constante de Fermi Gr (exercice 12.5.6), ou plus précisément 
la combinaison Gr/(hc)*, et un paramètre sans dimension € mesurant 
l’importance de la violation de l’invariance par renversement du temps, dont 
l'ordre de grandeur peut être estimé à environ 1073 à partir de l'étude des 
mésons K neutres. On dispose en plus d’une masse, la masse du neutron 
Mn © 1 GeV/ c?, et la seule solution possible est par analyse dimensionnelle 

d qe pps E Malie) 
Il est commode dď’utiliser un système d’unités où À = c = 1 (exercice 12.5.1), 
200 MeV = 1fm™t, ou 1 fm=5GeV”! 


d ~ qe X 107% x 107% x 1 = qe x 1078 GeV} ~ qe X 107°? fm = qe x 10 1m 


Les mesures les plus précises du moment dipolaire du neutron ont été 
effectuées au réacteur de recherches de l’Institut Laue-Langevin à Grenoble 
et donnent la borne supérieure 


dZ qe x 107 77m 


qui viole largement notre estimation naïve ! En fait, à cause d’une propriété 
technique du modèle standard, le moment dipolaire du neutron doit être 
proportionnel à G? 


d~ Grem? (Ac) = qe x 107? m 


6. Voir par exemple J. Donoghue, E. Golowich et B. Holstein, Dynamics of the Standard 
Model, Cambridge University Press, Cambridge (1992), chapitre IX. 
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Les estimations théoriques du moment dipolaire du neutron ne sont pas très 
précises et varient aux alentours de qe xX 107*%?m : notre estimation est 
réduite par un facteur ~ 107% car les calculs perturbatifs du modèle standard 
conduisent à un facteur numérique multiplicatif 774 ~ 1072 et suggèrent de 
prendre une masse caractéristique de l’ordre de 0.3 GeV au lieu de mn. 


Appendice B 


Mesure et décohérence 


ANS CET APPENDICE, nous allons décrire avec plus de détails qu’au 
§ 6.3.1 l'expérience de Brune et al qui a mis pour la première fois 
en évidence le phénomène de décohérence de manière entièrement contrôlée. 
En plus de son intérêt intrinsèque, cette expérience est emblématique des 
performances expérimentales actuelles qui permettent de tester les fondements 
de la mécanique quantique avec une finesse dont n’auraient pas rêvé ses pères 
fondateurs. De plus la discussion de cette expérience nous permettra de 
donner un bref aperçu des idées actuelles sur la notion de mesure en mécanique 
quantique!. Nous reviendrons d’abord sur l'expérience d’interférences du 
§ 1.4.4, en la replaçant dans le cadre d’une théorie élémentaire de la mesure. 
Nous examinerons ensuite la réalisation de franges de Ramsey avec des atomes 
de Rydberg, puis nous montrerons comment l'interaction de ces atomes avec 
un champ électromagnétique brouille progressivement ces franges en donnant 
la réponse à la question « lequel des deux trajets ? », et enfin nous montrerons 
comment l’utilisation d’une paire d’atomes permet de tester la décohérence. 


B.1 Modèle élémentaire pour la mesure 


Reprenons la discussion de l’expérience des fentes d’Young avec étiquetage 
des trajectoires de la figure 1.13, en la complétant par l’introduction d’une 
formulation mathématique. Soit c1(x) (resp. c2(x)) l'amplitude de probabilité 
complexe pour que l'atome soit localisé au point d’abscisse x sur l'écran en 
étant passé par la fente 1 (resp. 2) ; la normalisation (arbitraire) est fixée 
par |c (x)|? = |co(x)|? = 1. En l'absence de tout dispositif d'observation des 


1. On peut trouver un exposé très complet de la théorie de la mesure dans le cours 
1989-1990 du Collège de France de C. Cohen-Tannoudji. L'exemple du § B.4 est emprunté 
à cette référence. Les idées actuelles sur la mesure doivent beaucoup aux travaux de W. 
Zurek, dont on trouvera un exposé pédagogique dans W. Zurek, Physics Today, octobre 
1991, p. 36. 
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trajectoires, la probabilité d’arrivée sur l’écran au point x est 
1 x 
p(z) = z (lei (x) + cr)? + 2Re [e1 (x)c3(2)]) (B.1) 


Le dernier terme de (B.1) est bien sûr le terme d’interférences. L’amplitude 
de probabilité c1(x) est le produit de l'amplitude? {4:|S) pour que l’atome 
émis par la source S soit localisé sur la fente 1 et de l’amplitude {x/w1) pour 
que l’atome émis par la fente 1 soit localisé en x sur l’écran. Un résultat 
analogue vaut pour c(x) et 


i(æ) = (zlp1) (9118) co(æ) = (ælp2)(2lS) 


Il est commode d'inclure les amplitudes (w1|8) et (w2|S) dans la définition 
des états de l’atome |[w1) et [w2) et décrire simplement 


ci(x) = (tlg1) c2(x) = (xl) (B2) 


Les états |w1) et [2) sont supposés normalisés et orthogonaux, car ils sont 
localisés sur des fentes différentes et leurs fonctions d’onde ne se recouvrent 
pas. Installons maintenant les cavités Cı et C2 de la figure 1.13 devant les 
fentes et appelons |x10) l'état où C1 contient un photon et C2 zéro photon, 
tandis que |xo1) est l’état décrivant la situation inverse. L'état de l’ensemble 
atome+photon est alors un état intriqué |¢Ų) 


w) = 7 (ler) © ao) + loa) 8 Ixo1)) (B.3) 


et l'opérateur densité correspondant 


Piot = |Y) (| = 5 [aD ® ([x10)(x10]) + (l2) (221) & (x01) (x011) 
+ (l1) (p2) 8 (x10) (xor) + (l2) 211) & (Ixo) (x10) 8-4) 


Cherchons maintenant lopérateur densité réduit de l’atome seul en utilisant 
(6.66) 


Pat = Tr phot Ptot = [otel lea) eat + ((xo11X10)lp1) {21 +h.e.)| (B.5) 


où h.c.— hermitique conjugué. La forme matricielle de ce résultat est, dans 
la base {|%1), |p2)} 


e 1 1 (xo1lx10) 
s i 1 ) (Ba) 


2. Avec par exemple {p1|5) x exp(ikrıs)/rıs, où k est le module du vecteur d'onde 
de l’atome et r1s le module du vecteur joignant la source à la fente 1 : cf. Feynman 
et al.[1965|, vol. II, chapitre 3. 
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Rappelons que les éléments non diagonaux de pat sont appelés cohérences. 
Dans le schéma de la figure 1.13, les états |x10) et Xo1} sont orthogonaux : 
{x10lXo1} = 0, ce qui reflète la localisation des photons dans deux cavités 
différentes. Dans ces conditions la matrice densité (B.6) est diagonale. Il est 
instructif de considérer une situation plus générale, où le photon associé au 
passage de l'atome par la fente 1 n’est pas localisé entièrement dans la cavité 
Cı, mais a aussi une certaine probabilité de fuir vers C2, et vice-versa pour le 
photon associé au passage de l’atome par la fente 2. Dans de telles conditions, 
l'observation d’un photon dans C1 ou Ch ne permet pas d’étiqueter de façon 
certaine la trajectoire de l’atome. On obtient facilement la probabilité p(x) 
d'arrivée au point x sur l'écran 


ple) = Tr(la){alpse) = $ (le: ()P + le2(2)P + 2Re [e1 (2)e3(2)(xo1lx10)]) 
(B.7) 
Le photon émis dans Cı ou C2 effectue une mesure = étiquetage de la 
trajectoire, ou plus exactement, comme nous le verrons ultérieurement, 
une pré-mesure, et cette pré-mesure correspond à la formation d’un état 
intriqué (B.3), c’est-à-dire à l'établissement de corrélations quantiques 
entre l'atome (le système) et le photon (l'appareil de mesure). Les 
interférences possibles sont contenues dans les cohérences de la matrice densité 
réduite (B.6), et ces interférences disparaissent si ces cohérences sont nulles, 
lorsque |x10) et |Xo1) sont orthogonaux. Dans ce cas la mesure de la trajectoire 
est sans ambiguïté. Il n’est pas nécessaire que le photon soit observé, ou 
en d’autres termes que le résultat de la mesure soit effectivement lu, pour 
obtenir (B.7). C’est l’intrication du photon avec l'atome et l’orthogonalité 
des états |y10) et [Xo1) qui détruisent les cohérences. Au contraire, si les états 
IX10) et |Xo1) ne sont pas orthogonaux, la mesure de la trajectoire n’est pas 
sans ambiguïté, et les interférences ne sont que partiellement brouillées, le 
brouillage étant d'autant plus important que {Y10/Xo1) est voisin de zéro. À 
la limite où |{x1olXo1)| = 1, le dispositif ne donne aucune information sur les 
trajectoires, les interférences sont complètement rétablies et on retrouve (B.1). 
La discussion précédente peut être généralisée à un modèle élémentaire de 
mesure. Supposons que nous souhaitions effectuer une mesure sur un système 
quantique §, qui peut se trouver dans l’un des N états |pn} appartenant à un 
espace des états HA de dimension N. La première phase de la mesure, que 
nous appellerons la phase de pré-mesure, s'effectue grâce à une interaction 
entre $ et un autre système quantique M, « l'appareil de mesure ». Dans 
l’exemple précédent, l’atome est le système S et le photon l’appareil de 
mesure M. Si S est initialement dans l’état |w,) et M dans l’état |x), nous 
supposerons que l'interaction entre § et M a l'effet suivant 


lPn) 8 |X) = |Pn) 8 |Xn) 


où |x) et |Xn)} appartiennent à un espace de Hilbert Hm. Un mécanisme 
explicite donnant ce type de résultat est décrit dans lexercice 9.7.14. Il 
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est essentiel d'observer que l’évolution pendant la phase de pré-mesure où 
S et M interagissent est unitaire, régie par une équation d'évolution du type 
(4.11) avec un hamiltonien Hs}. La lecture de l’état final de M permet de 
remonter à l’état initial |.) de S : M est une « aiguille » dont la « position » 
|Xn) donne l’état de S. La linéarité de la mécanique quantique implique que 
si l’état initial de S est la superposition linéaire |p} = Su Cnl@n) le résultat 
de la pré-mesure est donné par 


N 
le) & x) = Cn|Pn) | @Ix) => X Cnln) ® |Xn) 


n=1 


Le résultat est un état intriqué de S + M. On calcule aisément à partir de 
(6.66) l'opérateur densité réduit de S 


N 
ps = Tru pstm = y Cachlon)(Pml(XmlXn) (B.8) 


n,m=l 


Si les états |xn) sont orthogonaux, (Xn|Xm} = nm, le résultat de la mesure 
est non ambigü, car l'observation de M détermine l’état de S de façon unique, 
et les cohérences de ps s’annulent 


N 
PS = 5 CAC AICA] (B.9) 


n=l 


Koperatent densité réduit ps n’a plus rien à voir avec l'opérateur densité 


initial p$ de S 
N 


PS = YO nCen) Pml (B.10) 


n,m=1 


Les cohérences ont disparu en passant de (B.10) à (B.9). On conserve 
uniquement la trace de l'information sur les probabilités |cn|? de trouver S 
dans l’état [.). Soulignons à nouveau que même si le résultat de la mesure 
n’est pas lu sur M, on a néanmoins pẹ} — ps. Cependant la situation est 
encore réversible : tant que le système S + M reste isolé, on n’a pas de 
véritable mesure, seulement une pré-mesure. De plus, il est possible d'utiliser 
une autre base de Hm que la base {|xn}}, et cette nouvelle base est corrélée 
à une base de Hs différente de la base {|pn}}, et à laquelle sont attachées 
d’autres grandeurs physiques que celles mesurées initialement. Il y a donc 
ambiguïté sur les grandeurs physiques de S que mesure M. 


B.2 Franges de Ramsey 


Passons maintenant à la discussion de l'expérience de PENS. Le dispositif 
expérimental est celui de la figure 6.9. Des atomes de rubidium dans un 
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état de Rydberg circulaire (exercice 14.5.4) sont préparés en O. Un état de 
Rydberg du rubidium (qui est un alcalin) est un état atomique où l’électron 
externe de l’atome se trouve sur une orbite de nombre quantique principal n 
très élevé, et donc de dimension très grande par rapport au rayon de Bohr ao. 
De plus, on exige que le moment angulaire orbital prenne sa valeur maximale 
l = n — 1, et de même pour le nombre magnétique : |m] = l. Dans ces 
conditions on obtient un état de Rydberg circulaire, c’est-à-dire un état où 
l'orbite est circulaire et l’électron confiné dans un tore très fin autour du 
rayon moyen de l'orbite + n?ao ~ 125nm. Dans l'expérience, les deux états 
de Rydberg utilisés correspondent à n = 50 (état noté |g)) et n = 51 (état 
noté |e}). Ces états sont séparés en énergie de 0.21 meV, ce qui correspond 
à une fréquence wo = 3.21 x 10H rad.s 1 (v = 51.1 GHz). Grâce au choix 
des orbites circulaires, ces états ont une vie moyenne très longue à l’échelle 
atomique, de l’ordre de 30 ms, et la probabilité de désintégration spontanée 
pendant leur trajet entre O et les détecteurs D est négligeable. La détection 
des atomes se fait par des détecteurs à ionisation sélectifs De et D,, car les 
états e et g sont ionisés par des champs différents. L'efficacité des détecteurs, 
c'est-à-dire la probabilité de déclenchement de De par e et D, par g, est de 
l’ordre de 40 %, tandis que la probabilité de déclenchement par le « mauvais » 
état est de quelques pourcents. 

Dans un premier temps, la cavité C est vide et les atomes sont soumis à 
un champ de radiofréquences 


Elt) = Eo cos(wt — @) (B.11) 


dans les cavités R; et R2, la valeur de ġ dépendant de la cavité. La fréquence w 
est voisine de la fréquence de résonance wg et on note le désaccord ô = w — wo. 
À une excellente approximation, le système atome +champ est décrit par un 
système à deux niveaux |e) et |g) interagissant avec un champ classique (B.11). 
Ce système a été étudié dans le détail au chapitre 5, et nous pouvons reprendre 
directement les équations (5.32) modifiées de façon triviale pour tenir compte 
de la phase 6 dans (B.11). Afin de conserver les notations utilisées au 
chapitre 5, nous redéfinirons 


kg) — I+) le) — |—) Ee — E; > E- — E, = fwo > 0 
Le vecteur dďd’état de l’atome au temps t est noté 
RCE) = c+ (t)|+) + c- (t)|—) (B.12) 
et on définit comme au § 5.2.2 
y(t) = c4 (tje (B.13) 


On réécrit les équations (5.32) en tenant compte de @ 


P dy+ wi i(ét—#) 
le, € 7 (6) 
2 (B.14) 


| = V1 e-ilôt-6) ~ (t 
era y+ (t) 
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Plaçons-nous d’abord à la résonance, ô = 0. Les fonctions y+ (t) vérifient alors 
équation du second degré 


d?r (t) 
dt2 


= —w1 y+ (t) 


et la solution de (B.14) avec les conditions initiales y+ (0) = 1, y- (0) = 0 est 
t 

y+(t) = cos + 

(B.15) 

. td . Wt 

y- (t) = -iei? sin -5 


La solution de (B.14) avec les conditions initiales (0) = 0, y-(0) = 1 
s’obtient sans calculs en remarquant qu’il suffit de faire dans (B.15) les 
substitutions + = — et 9 — —ọ 


(B.16) 


Si le temps de traversée de la cavité R est ajusté de telle sorte que w1t/2 = x/4, 
ce que l’on appelle une impulsion —/2, et que l’atome entre dans la cavité dans 
l’état |+), il en sort d’après (B.15) dans l’état |p+) 


1 à 
= —= + — ie? = B.17 
lp) J (I+) |-)) (B.17) 
et s’il entre dans l’état |—), il sort d’après (B.16) dans l’état? |y—) 


1 | 

ke-) = z (He #4) (B.18) 
Les deux cavités sont alimentées de façon symétrique par une même source 
S et sont donc exactement en phase. On peut toujours choisir = 0 pour 
Rı, mais pour Rz on doit tenir compte du temps de parcours T entre R; et 
Rz, et ġ = —wT. Bien que nous soyons à la résonance, w = wo, nous allons 
conserver formellement les deux fréquences w et wo pour un usage ultérieur. 
Compte tenu de (B.17) et de l’évolution temporelle libre différente des deux 
états |+} et |—) pendant le temps T, si un atome entre dans la cavité Rı dans 
l'état |+), il arrive dans la cavité R2 dans l’état |[y’} 


Li 
va 


3. Il serait possible de se débarrasser des facteurs i en redéfinissant la phase des états 
|+) et de revenir ainsi aux conventions de phase du 8 6.3.1. 


(2) (He ee) (B:19) 
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En utilisant maintenant (A.17) et (A.18) et la valeur ọ = —wT, nous 
constatons que l'atome sort de R2 dans un état [#) 
1 À : ; 
} = [He #7) peer (et) 1520 


Ainsi que nous l'avons déjà mentionné, nous avons conservé formellement ô 
alors que ô = 0 à la résonance. En effet, les deux fréquences w et wo ont 
des impacts différents : wo contrôle l’évolution temporelle libre et w la phase 
@. Il est donc possible d’identifier leur rôle respectif. Si nous faisons 6 = 0 
dans (B.20), l'effet global est |) x |—), ce qui est normal car on a simplement 
donné une impulsion x à l’atome qui transforme un état |+) en un état |—). 

Pour résoudre les équations (B.14) dans le cas non résonant, on élimine par 
exemple y— et on obtient une équation différentielle du second degré pour y+ 

2 . 


DL LS 1 
— Ät — — ô jy + Gi 
w w1 2 


dont on cherche les solutions de la forme 

y(t) = ett 
Les valeurs de (+ sont racines d’une équation du second degré, qui sont 
données en fonction de la fréquence de Rabi Q = (w? + 62)1/2 par 


9s = ,[510| 


La solution de (B.14) pour y+ est une combinaison linéaire de exp(iQ+t) et 
exp(iN-t) 

y4 (t) = Aexp(iQ4t) + pexp(iQ-t) 
Choisissons les conditions initiales y+(0) = 1, y-(0) = 0. Comme 7- (0) x 
Y+ (0), ces conditions initiales se traduisent par 


A+u=1 et AQ} +Q- =0 


soit Q Q 
j= = + 
Q 2 
Le résultat final se met sous la forme 
iôt/2 Qt Qt 
HE = (cos 5 issin & 
(B.21) 
iwi : Qt 
y_(t)= "ets sin ES 
À nouveau le résultat pour les conditions initiales y+(0) = 0, y-(0) = 1 


s'obtient sans calculs en faisant dans (B.21) les substitutions + = —, ô — —6 


et ọ > —6. 
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On choisit le désaccord ô non nul, mais suffisamment petit pour que 
161/Q & 1. Dans ces conditions, on peut négliger 6, sauf dans les termes en 
exp(iôT), car ôT n’a aucune raison d’être petit par rapport à un. On retrouve 
alors les résultats du cas non résonant, mais ô dans (B.20) est explicitement 
non nul. Si l’atome est entré dans l’état |+) dans la cavité R:, la probabilité 
p,. de le trouver dans l’état |+} à la sortie de Rz est donnée par (B.20) 


enl2 
Pas = zli- e7] = Ż sin? — (B.22) 
On prédit donc une variation de p}, avec 6, de période T = 27/6, phénomène 


que l’on appelle franges de Ramsey. L'expérience confirme l'existence de ces 
franges avec un bon contraste, voisin de 55 % (figure B.1(a)). 


B.3 Interaction avec un champ dans la cavité 
La cavité supraconductrice C contient maintenant un champ 


électromagnétique dans un état cohérent (11.31) d’un mode propre de 
fréquence wc ~ wo de la cavité, avec un désaccord ôc = we — wo £0 


|z} = exp (-H) exp(a*z)}|0) (B.23) 


où |0} est le vide du champ électromagnétique dans le mode considéré (état à 
zéro photon). On définit le nombre complexe z+ par 


z4 = ae +? 
où & est nombre réel positif ; &? est le nombre moyen de photons (n) dans la 
cavité, a? = (n). Comme l’atome et le champ ne sont pas en résonance, il n’y 
a pas d'émission ou d’absorption de photon au cours du passage de l’atome 
dans C. Hors résonance, l’atome agit comme un milieu d’indice de réfraction 
Æ 1 et le passage de l’atome dans Ç a pour résultat de déphaser le champ 
d’un angle* +, selon que l’atome est dans l’état |+) ou dans l’état |—) : 
le champ électromagnétique dans la cavité effectue une mesure de l’état de 
l’atome, $ jouant le rôle de l’aiguille de l’appareïl de mesure. L'état du champ 
laissé dans la cavité permet en théorieÿde remonter à l’état de l’atome qui a 


4. On peut calculer explicitement ® 


où Qpr est la fréquence de Rabi du vide dans la cavité (exercice 14.5.6) et To la durée 
du passage dans C. Avec les valeurs numériques de l'expérience, Or = 47 Hz, ôc/(2x) = 
100 kHz, To = 20 us, ® ~ 0.7 rad. On peut faire varier ® en jouant sur le désaccord ôç. 

5. Mais non en pratique avec la technologie actuelle ! Cependant, il n’est pas nécessaire 
que la mesure soit lue, il suffit qu’elle soit envisageable. 
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Fic. B.1 - Franges de Ramsey. (a) Cavité vide. (b) à (d) Nombre moyen de 
photons (n) = 9.5 La colonne de droite donne le recouvrement des états cohérents 
|z+) : voir la figure 6.10. D’après M. Brune et al., Phys. Rev. Lett. 77, 4887 
(1996). 


traversé C. Le schéma suit très exactement celui décrit au § B.1, |+) jouant 
le rôle de |A) et |z+) celui de [xn). 

En l'absence de champ dans la cavité, l’atome initialement dans |+} 
arriverait en Rz dans |g") (B.19). La présence du champ dans la cavité a pour 
résultat de fabriquer un état intriqué atome+champ |”) à l’entrée de Ro 


(+) @ z+) — ie™T]-) @12-)) 
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et à la sortie de R2, au lieu de (B.20) on trouve 


M) = 5 (e 1e) )] - iet] @ fer.) 412 )]) 
(B.24) 
On en déduit p}, 


par = à (textes) + (le) — 2Re [e (je )]) 


Les états cohérents |z4) sont normalisés, (24/24) = 1 et le produit scalaire 
(z4|z-) vaut 


{z412-) = exp (—-2a sin? ®) exp (—ia? sin 28) (B.25) 


En reportant ces valeurs dans p}, on déduit le résultat final 
1 
P = 7 [1 — exp(—2a sin? ®) cos(ôT — a? sin 20) (B.26) 


Cette expression montre que les franges de Ramsey sont brouillées et que 
le facteur responsable de ce brouillage est exp(—2a? sin? $), provenant de 
{z41z-) : les franges sont d’autant plus brouillées que le nombre moyen de 
photons a? est grand, ou que le déphasage ® est important (figure B.1). 
La quantité 2a sin ® a une interprétation géométrique intéressante : c’est la 
distance dans le plan complexe en z entre les centres des cercles représentant 
les fluctuations quantiques des champs électriques (figure 6.10). On peut 
interpréter les résultats en termes de chemins dans un espace de Hilbert. 
L’amplitude de probabilité a} d’observer à la sortie de R2 un atome dans 
l’état |+), alors que cet atome est entré dans R; dans l’état |+), est la somme 
de deux termes correspondant aux états intermédiaires possibles |+) et |) 
donnés par (B.20) lorsque C est vide 


1 1 , 
a++ = Q444 + A++ = 373 exp(iôT) 


Ces deux chemins sont indiscernables en l'absence de champ dans la cavité C. 
Lorsque la cavité contient un champ, le passage de l'atome laisse une trace 
dans la cavité en déphasant le champ de +®, et cette trace est différente 
selon l’état |+) de l’atome. On peut donc distinguer entre les deux chemins 
et les interférences sont brouillées. Le degré de brouillage est contrôlé par le 
recouvrement des états |z4) et |z_). À la limite où ces états sont orthogonaux, 
la distinction est complète et les franges sont détruites. Dans la limite opposée, 
si l'angle [®| « 1, l’état du champ ne permet pas de distinguer entre les 
chemins et les franges persistent. Cette expérience est une réalisation concrète 


6. Le lecteur circonspect peut vérifier ce résultat en calculant la matrice densité réduite 
de l’atome. 
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de celle proposée par Feynman pour distinguer entre les deux trajets dans une 
expérience de fentes d'Young (cf. la discussion du § 1.4.4). Cependant notre 
discussion montre à l'évidence que la disparition des interférences ne provient 
pas d’une quelconque perturbation affectant la trajectoire des atomes, mais 
de la possibilité d’étiqueter les deux chemins. 


B.4 Décohérence 


Résumons le lien avec la discussion générale de la mesure du $ B.1. Le 
sytème § est atome qui traverse le dispositif expérimental, l'appareil de 
mesure M est le champ et la position de l’aiguille est le déphasage +Ẹ du 
champ après le passage de l’atome dans l’état |+}. Après le passage de l’atome, 
Pappareil de mesure a été laissé d’après (B.24) dans l’état 


1 : 
Z = + |iz eiT |z_ | B.27 
D = -z [l Fe) (B.27) 
selon le résultat de la détection. Pour qu'une opération puisse s'appeler 
véritablement une mesure, il faudrait qu’il y ait correspondance biunivoque 
entre l’état de l’appareil de mesure (le champ) et le système (l'atome) 


H} — k+) |) => |z-) 


Mais tel n’est pas le cas : après passage dans la cavité, à l’état |+) correspond 
une superposition linéaire (B.27) des états |z,) et |z_}. C’est un symptôme 
de l'ambiguïté mentionnée à la fin du § B.1. 

De plus l’état (B.27) est un chat de Schrödinger”, une superposition 
linéaire de deux positions de l’aiguille de l’appareil de mesure. Si l’on assimile 
les états |z+) à des états classiques, ce qui serait correct à la limite d’un 
grand nombre de photons dans la cavité, et si ® est la position de l’aiguille, 
l’état (B.27) est une superposition linéaire de deux positions de cette aiguille. 
Pour expliquer que de tels états ne sont jamais observés, du moins à la limite 
où l'appareil de mesure est macroscopique, il faut faire appel au couplage 
de M avec l’environnement E. En fait, on montre de façon générale qu’il 
ne suffit pas d’une interaction S + M pour effectuer une mesure de S$ : il 
faut en plus introduire le couplage de M avec l’environnement pour réaliser 
une véritable mesure. Tant qu’il n’y a pas eu de fuite de l’information vers 
lenvironnement, la situation reste réversible, au stade de la pré-mesure, et 
lintrication S + M peut être manipulée comme ci-dessus. C’est la fuite 
d’information dans l’environnement qui garantit le caractère irréversible de 
la mesure. Le couplage de l'appareil de mesure avec l’environnement conduit 
au phénomène de décohérence : les cohérences quantiques de M avec S sont 
détruites au bout d’un temps très court, de sorte que seuls les états d'une 


7. Comme l'appareil de mesure est au mieux mésoscopique, il s’agit plutôt d’un chaton 
que d’un chat ! 
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base privilégiée de l’espace de Hilbert de M sont observables physiquement, 
tandis que les superpositions linéaires de tels états, les chats de Schrödinger, 
sont éliminées. Les états de la base privilégiée sont les états classiques de 
M, qui sont fixés par la forme de l'interaction de M avec l’environnement. 
Il en résulte que les grandeurs physiques de $ que mesure M sont elles aussi 
bien déterminées : les corrélations quantiques entre M et S sont transformées 
en corrélations classiques et l’ambiguïté sur les grandeurs physiques mesurées 
par M est levée. 


Un exemple simple de décohérence, qui permettra d’en comprendre les 
aspects qualitatifs, est le suivant. Considérons une particule de masse u dont 
la fonction d'onde (à une dimension pour simplifier) est une superposition de 
deux gaussiennes centrées à x = +a 


PO 3 (H C ee kep ei] (B.28) 


On supose a > cg, de sorte que le produit des deux gaussiennes est ~ 0 Yz et 
le facteur 1/ V2 assure la normalisation correcte. Il est immédiat de calculer 
la fonction d’onde G(p) (9.26) et la distribution de probabilité [ÿ(p)|? de 
l'impulsion 


o?p° 2 Pa 
ħ 


20 
~ 2 a ah 
\ġ(p)| = ee ( pr Jos (B.29) 


lÿ(p)? est une gaussienne de largeur ~ h/o modulée par des oscillations 
rapides de période t/a  h/o. Ces oscillations reflètent la cohérence de la 
superposition des deux gaussiennes. Supposons que la particule de masse y 
se trouve dans un environnement de particules légères de masse m & u, avec 
lesquelles elle entre perpétuellement en collision. Sous l’effet de ces collisions, 
la particule lourde effectue une marche au hasard dans l’espace des impulsions 
avec un coefficient de diffusion D (cf. $ 14.4.3), et l'écart quadratique moyen 
de p au bout d’un temps t vaut 


Ap? = 2Dt 
Chacun des pics de |[ÿ(p)[? s'élargit sous l’effet de cette diffusion, et les pics 
disparaissent au bout d’un temps Tp, le temps de décohérence, donné par 
Ap? = (mh/a)?, soit 

h2 


DR (B.30) 
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Cette expression montre que 


e le temps de décohérence est inversement proportionnel au coefficient de 
diffusion ; 


e ce temps est d'autant plus court que la « distance » a entre les deux 
états superposés linéairement dans (B.28) est grande. 


Ces deux propriétés sont générales, et pour un objet suffisamment gros, 
le temps de décohérence est infiniment court par rapport au temps 
caractéristique de l’évolution quantique. De plus, l’environnement sélectionne 
comme base privilégiée celle des états de position, car il détruit très 
rapidement les cohérences entre états de positions différentes. 

Dans l'expérience de l'ENS, le temps de décohérence est estimé de la façon 
suivante. La durée de vie d’un photon dans la cavité est T, = Q/w œ 160 us, 
où Q est le facteur de qualité. La fuite d’un seul photon suffit à détruire la 
cohérence de la superposition (B.27) et ceci se produit au bout d’un temps 
Tp ~ T,/(n). Plus précisément, la « distance » entre les deux états superposés 
est a = 2{n)!/? sin & (figure B.2), et d’après (B.30) on s'attend à un temps de 
décohérence inversement proportionnel à a? 


T: 


a (B.31) 


Tp = 


Le principe de la mesure de Tp est le suivant. On envoie un second atome 
dans la cavité C avec un retard variable 7 sur le premier pour sonder le champ 
dans l’état où il a été laissé par le passage du premier atome. Soit p..,] la 
probabilité jointe de détecter à la sortie de R2 le premier atome dans l’état 
£1 = + et le second atome dans l’état €2 = +. Le passage du premier atome 
dans l’état |+)1 déphase le champ de +, et celui du second atome dans 
l’état |—)2 de —&, soit un déphasage total nul. Il est clair qu’un déphasage 
nul est aussi obtenu avec l’ordre de passage |—}1 suivi de |+)2 : les trajets 
(dans l’espace de Hilbert) [1+,2—] et [1—,2+] sont indiscernables, et cette 
propriété est à l’origine d’interférences dans les probabilités jointes p 
On montre que la quantité 


(e1e2]" 


E Piu-—,2-] A Pa+,2-] (B.32) 
Pa-2-) + Pu-2#  Pii+,2-] + Pii+,2+] 


vaut 1/2 si les deux états du champ sont cohérents et zéro s’ils sont dans un 
mélange statistique. La mesure de 7, qui est contrôlé par les cohérences de la 
matrice densité, permet de remonter au degré de cohérence partiel conservé 
après un temps 7 (figure B.2). Les résultats expérimentaux confirment en 
tout point les propriétés attendues. 

Revenant à l’analyse générale du § B.1, une fois la mesure terminée, 
l'opérateur densité de S est donné par la superposition incohérente (B.9). En 
ce sens le postulat RPO de réduction du paquet d’ondes est une conséquence 
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Fıc. B.2 - Décroissance temporelle de la cohérence en unités du temps de 
relaxation T, de la cavité. La courbe en trait plein correspond à un angle 2$ 
important entre les deux états cohérents, la courbe en pointillés à deux états ayant 
un fort recouvrement. D’après M. Brune et al., Phys. Rev. Lett. 77, 4887 (1996). 


de l’opération de mesure, et ce postulat est commode, mais non indépendant 
des autres postulats. Dans le cas de deux mesures consécutives, si l’on prend 
en en compte l'interaction des appareils de mesure avec l’environnement, 
on peut calculer les probabilités des résultats de la seconde mesure sans 
faire appel au postulat de réduction du paquet d’ondes, avec des résultats 
identiques à ceux obtenus par application de ce postulat. En revanche, le 
postulat II reste complètement en dehors du champ de la décohérencef : ce 
postulat nous dit que la probabilité du résultat [w,) est |cn|?, mais c’est un 
résultat unique qui est obtenu dans une mesure particulière, avec une certaine 
probabilité. Tous les résultats possibles apparaissent dans (B.9), maïs rien 
ne permet d’expliquer pourquoi un seul de ces résultats va émerger d’une 
expérience particulière. Aucune évolution unitaire du type (4.11) ne peut 
expliquer cette unicité du résultat, et à l’heure actuelle on ne connaît aucune 


justification — à supposer que le mot ait un sens dans ce contexte — du 
postulat IE. 


8. Rappelons que la prescription de trace partielle, dont nous avons fait un usage intensif 
dans cet appendice, est une conséquence du postulat II. 


Appendice C 


Méthode de Wigner et Weisskopf 


A DÉDUCTION DE LA RÈGLE d'or de Fermi du 8 9.6.3 est limitée à des 
temps suffisamment courts, t € T2, et il n’est pas possible de justifier 
avec les seuls arguments du § 9.6.3 la loi de décroissance exponentielle (9.171). 
Une méthode due à Wigner et Weisskopf! permet de justifier cette loi pour 
des temps longs à l’aide d’un autre schéma d’approximations. Considérons la 
situation suivante : un état d’un système isolé a d'énergie Fa, se désintègre 
vers un continuum d'états b, d'énergie Ep. Des exemples d’une telle situation 
sont la désexcitation d’un état excité d’un atome, d’une molécule, d’un 
noyau atomique... avec émission d’un photon, ou la désintégration d’une 
particule élémentaire. Les états d'énergie Ea et E» sont états propres d’un 
hamiltonien H(0) 


Ha) = Eala) HO |b) = Elb) (C.1) 


et une perturbation W indépendante du temps est responsable de la transition 
a — b ; dans le cas de l'émission spontanée d’un photon, W est donné par 
(14.58). Les états a et b ne sont pas des états stationnaires du hamiltonien 
total indépendant du temps H = H() + W. Nous pouvons supposer que les 
éléments de matrice diagonaux de W sont nuls? : Waa = Wp = 0 et nous 
notons |#(t)} le vecteur d'état du système, dont l’état initial est |d(t = 0)) = 
la). Décomposons l’état [#(t)) sur les états |a) et |b) en faisant intervenir la 
densité d'états D( E») 


ICE) = Ya (t) Et a) + f AEDE) nt site (C-2) 


1. La méthode de Wigner et Weisskopf est décrite par Cohen-Tannoudji et al. [1973], 
complément Dxrrr, ou Basdevant et Dalibard [2001], chapitre 17 ; un traitement détaillé et 
rigoureux est donné par Messiah [1959], chapitre XXI. 

2. Si tel n’était pas le cas, on pourrait toujours redéfinir H(0) 


HO > HO) = HO + Ja) Waa (al + J dE D(E») |b) Wos (l 
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L’équation de Schrödinger appliquée sur la décomposition (C.2) 

AVE) | fyrto) 

REU = (4 + w) l(t) 
conduit au système d'équations différentielles (cf. (9.163)) 


alé) = | ets 5 (E)D(Ee)d Es (C.3) 
ihyo(t) = eet WA, yalt) (C.4) 


avec wab = (Ea — Eb)/ħ. Nous savons empiriquement que |ya(t)|? est donné 
par une loi exponentielle 


Mat) = e77" (C.5) 


ce qui suggère d’essayer un comportement 
iô ; 
Ya(t) = exp (5 e) ô= -il (C.6) 


où 6 est réel. La substitution de (C.6) dans (C.4) avec les conditions initiales 
y(t = 0) = 0 donne par intégration sur t 


* 
Wa 


nO=E [War + 6/2] 


[exp (—i(was + 8/2)t) — 1] (C.7) 


Pour des temps longs, t > T-t, l’exponentielle dans (C.7) tend rapidement 


vers zéro et w. p 
li H)? = ah C8 
de MOT = Ts + 67271274] Se 


Pour vérifier la cohérence de notre hypothèse de départ avec les équations 
d'évolution (C.3) et (C.4), il faut reporter (C.6) dans (C.3), ce qui donne 


hå — exp(ilwab + 8/2]t) 


1 
D = fan D(Es) Wal? (wa + 6/2) (C.9) 


La constante ô doit être solution de l’équation intégrale (C.9). Pour fixer les 
idées, examinons la transition d’un état excité ¿ d’un atome d'énergie E; vers 
l’état fondamental f d'énergie Ep de cet atome, avec émission d’un photon 
d'énergie w. On peut, à une excellente approximation, négliger l'énergie 
cinétique de recul de l’atome final dont l'énergie est simplement Eş avec 
comme choix de référentiel celui où l’atome est au repos dans son état initial 
(cf. la discussion du § 14.3.4). La densité d'états finaux à utiliser dans (C.9) 
est celle (14.62) du photon. En résumé, nous avons |a) = |i} et |b} = atome 
dans l’état f+ photon = |f & ks), ainsi que la conservation de l’énergie 


hwa = Ea — Es = E; — (Ep + ħw) = Awo — w) (C.10) 
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avec fwo = E;—E;. L’équation (C.9) devient, en choisissant w comme variable 
d'intégration au lieu de Ep, dE = Adw 


= fi uno waep ele EE en 


Nous sommes intéressés par le comportement de cette équation aux temps 
longs, et nous avons besoin du comportement pour t — oo de la fonction 
f(t, £) considérée comme distribution 


itz 


f(t, z) = 
Lorsque x est réel, sa transformée de Fourier est 


F(t, u) = i[é(u) — 0t + u)] (C.12) 


0 1 itz 
: = € 
—i | dre "= 
—t T 


et la limite t — œo de f(t,u) est simplement —iĝ(—u), ce qui donne pour 


HUE) 


car 


Re E (C.13) 
t—0o n=0+ x + im T 

Ce résultat est aussi valable lorsque x a une petite partie imaginaire, 
= Rez +in, 7 — 0*. Il suffit pour le voir d'intégrer sur x dans le 

plan complexe, en complétant le contour dďd’intégration par un demi-cercle 

dont le rayon tend vers linfini. Si 61 et I sont petits par rapport aux 

intervalles caractéristiques de variation des fonctions D(w) et [Was(w)|?, on 

peut reporter (C.13) dans (C.11) et déterminer la valeur de à 


Was (w)? _ 2ir 
z si qe POLE Duo) Waluo)? (C14) 
Le deuxième terme du membre de droite de (C.14) confirme que T = -Imô 


est bien donné par la règle d’or de Fermi 


27 
= E D(wo)|Wab(wo)|? (C.15) 
tandis que le premier terme correspond au déplacement du niveau d'énergie 
co 2 
Re5=6 = Ep f du POWa lw)? (C.16) 
h où Wo — w 


Ce déplacement aurait pu être obtenu par un calcul au second ordre en théorie 
des perturbations indépendantes du temps ; il est nul au premier ordre d’après 
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notre hypothèse Waa = Wb = 0. On peut absorber 61 dans une redéfinition 
de wo : wo — wo + 01 et d’après (C.8), la probabilité d'observer un photon de 


fréquence w est 
 _ D(wo)|War(wo)|? 
p(w) dw = AIG — wo)? + 12/4 (C.17) 


Cette probabilité est correctement normalisée à l’unité 


+00 +00 
| p(w) dw =1 car Î n 27 


2 2 
— 00 zwo T +a a 


compte tenu de la valeur (C.15) de r. La courbe représentative de p(w) est 
une lorentzienne (aussi appelée courbe de Breit-Wigner) 


D(w0)|Was(wo)|? 


Plw) = R[(w — wo)? + 2/4] 


(C.18) 


La fréquence du photon final n’a pas une valeur bien déterminée : elle présente 
une « dispersion »% Aw = I, définie comme la largeur à mi-hauteur de la 
courbe p(w) 


1 1 
p (0 +3 Aw) = 5P(w = wo) 


En d’autres termes, le spectre de fréquences du photon émis n’est pas 
monochromatique. La quantité l est appelée largeur de raie ou parfois largeur 
naturelle de raie, étant donné qu'il existe d’autres causes d’élargissement 
comme l'effet Doppler ou les collisions ; en raison de (C.5), la vie moyenne 
de l’état excité est l’inverse de la largeur de raie, r = 1/T. La dispersion en 
énergie du photon final montre, par conservation de l'énergie, que l'énergie 
de l’état excité présente une dispersion AE = ÀT, et nous en déduisons la 
relation (4.29) entre la vie moyenne et la dispersion sur l’énergie 


TAE=R (C.19) 


La conservation de l'énergie implique que l’énergie de l’état excité n’a pas une 
valeur précise, mais présente une dispersion AF © AT autour de sa valeur 
centrale Æ;. Cependant, il n’y a pas de limitation de principe à la précision 
avec laquelle on peut mesurer cette valeur centrale. La figure C.1 montre 


3. Dispersion est à mettre entre guillemets car l'intégrale 
Le, +] 
f olo- woole) 
0 


est divergente, et on ne peut pas définir une dispersion au sens strict du terme. 
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-20 -15 -10 -5 0 5 


FIG. C.1 — Spectre des photons de désintégration ’Fe* — 5’Fe+ photon. D’après 
Basdevant et Dalibard [2001], chapitre 17. 


la détermination expérimentale de p(w) pour la désintégration d’un niveau 


excité du Ï Fe* 
S7Fe* — STFe+ photon (14keV) 


dont la vie moyenne est T ~ 1.4 x 1077 s. 


Cette page est laissée intentionnellement en blanc. 


Appendice D 


Constantes physiques 


Vitesse de la lumière dans le vide 


Constante de Planck 


Constante de Planck divisée par 2m : 


Charge de l’électron (qe < 0) 


Masse de l’électron 


Masse du proton 


Masse du neutron 


Constante de Rydberg 
Magnéton de Bohr 
Magnéton de Bohr nucléaire 


Constante de Boltzmann 


Constante de gravitation 


Conversion énergie-longueur d’onde : 


Conversion énergie-fréquence 


Conversion énergie-température 


c = 3.00 x 108 m.s7! 
h = 6.63 x 10734 J.s 
À = 1.055 x 107°% J.s 
lgel = 1.602 x 1071? C 


Me = 9.11 x 107°! kg 


= 0.511 MeV.c7? 
Mp = 1.673 x 107?" kg 

= 938.3 MeV .c7? 
Mn = 1.675 x 107?" kg 

= 939.5 MeV .c7? 
Ræ = Fa?mec? = 13.61 eV 
uB = lelh L 5 79 x 1075 eV. T7? 

2Me 
elh z 

UN = gt- 3.15 x 1078 eV.TT} 


kpg = 1.38 x 107% J.K! 

G = 6.67 x 1071! N.m?.kg~? 

E = leV — à = 1.24 ym 

E = 1eV — v = 2.42 x 10! Hz 


E = 1eV — T = 11600 K 


Cette page est laissée intentionnellement en blanc. 
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